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Vorrede. 


Als ich bei der Veröffentlichung der ersten Abteilung dieses Werkes 
in Aussicht stellte, ihr die zweite Abteilung baldmöglichst nachfolgen 
lassen zu wollen, habe ich nicht geglaubt, daß achtzehn Jahre ver- 
gehen würden, bis es mir gelänge, diesem Versprechen nachzukommen. 
Es sind — neben anderweitigen Umständen — nicht allein die Studien 
‘und Arbeiten, deren ich zur Ausarbeitung meiner übrigen in diesen 
Jahren erschienenen Werke bedurfte, welche die Ausführung meiner 
Absicht solange verhindert haben; vornehmlich war es der Umstand, 
daß inzwischen die Forschungen namentlich Minkowskis, aber auch 
anderer Gelehrten, welche sich auf den von mir darzustellenden Ge- 
genstand bezogen, ihn in stetem Flusse und reicher Entwicklung er- 
hielten, und es mir daher wünschenswert und geraten schien, erst 
einen passenden Abschluß derselben zu erwarten. Dieser ist ja dann 

in sehr beklagenswerter Weise durch das vorzeitige Ableben Min- 
kowskis bis auf weiteres eingetreten und brachte Plan und Aus- 
führung meines Werkes endlich zur Reife. 

Das Problem der Reduktion der quadratischen Formen, der diese 
zweite Abteilung ihrer „Arithmetik“ gewidmet sein sollte, hat unter 
den Händen jener wie schon früherer Forscher eine ganze Reihe an- 
derer Fragen und Beziehungen von großem Interesse herbeigeführt 
und geknüpft, die im Zusammenhange zu behandeln diese Abteilung 
sich vorgesetzt hat. Dahin rechnen die Fragen nach dem Minimum 
quadratischer Formen, nach den sogenannten Grenzformen oder den 
SEHE extr&mes, nach den von Minkowski so bezeichneten „Dio- 
hantischen es eimaklonen“, d.i. der Annäherung gegebener Aus- 

ern mit mehrere Uaweahfinten an die Null, nach der Annähe- 
rung durch rationale Brüche an eine oder Kiahrere gegebene Irratio- 
nellen, nach den arithmetischen Charakteren der algebraischen Zahlen 
u. dergl. mehr. Zwei Forscher vornehmlich sind es gewesen, die hier 
die reichsten Ergebnisse geliefert haben: Charles elite und 


ne Minkowski, und die Herleitung ihrer Ergebnisse bildet 
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den eigentlichen Ormästsek meiner Darstellung, dem freilich mannig- 
fache Arbeiten anderer anzugliedern und einzufügen waren, um :r 
Ganze zu bilden. Von zwei ganz verschiedenen und doch im Grunde 
eng verbundenen Gesichtspunkten aus haben jene beiden großen Ma- 
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thematiker die gedachten Probleme zu bewältigen gesucht: Hermite 
auf algebraischer Grundlage mittels seines Algorithmus der soge- 
nannten reduction continuelle, d.h. der Reduktion von Formen mit 
veränderlichen Parametern für alle Wertsysteme der letzteren, Min- 
kowski, angeregt und ausgehend zwar von Hermites schönen Er- 
gebnissen, aber tiefer nach ihren Gründen forschend, von der zahlen- 
geometrischen Vorstellung der allgemeinen Zahlengitter aus und be- 
sonders mittels der Eichfläche seiner sogenannten Strahldistanzen, 
in der er den eigentlichen Quellpunkt der bezüglichen Untersuchungen 
fand. Es bietet ein eigentümliches Interesse dar, das Verhältnis, in 
welchem diese gewissermaßen parallel laufenden Untersuchungen zu- 
einander stehen, zu verfolgen und darzustellen; inwieweit letzteres 
von mir erreicht worden ist, muß der Leser entscheiden. 

Ausführlich sonst hier auf den Inhalt des Buches einzugehen, kann 
unterbleiben und in dieser Hinsicht auf das Inhaltsverzeichnis verwiesen 
werden. Es trifft sich eigen, daß mitten unter unseren Kämpfen gegen 
Ost und West ich bei der Ausarbeitung meines Werkes genötigt ge- 
wesen bin, vornehmlich die Ergebnisse von Forschern des Westens 
und des Ostens zur Darstellung zu bringen. Wenn so dies Buch jene 
deutsche Art bekundet, die willig annimmt und anerkennt, was fremde 
Kultur an Tüchtigem darzubieten hat, so trägt es vielleicht durch 
innerliche Verbindung der behandelten Forschungen doch auch den 
tieferen Zug deutschen Geistes, der in der vollen Erfassung des Zu- 
sammenhanges der Dinge das eigentliche Ziel wissenschaftlichen 
Strebens und seine Befriedigung sieht 

Weimar, März 1916 

Paul Bachmann. 


Geleitwort. 


Aus den 18 Jahren, von denen mein verstorbener alter Freund in 
seiner Vorrede zu diesem Werke spricht, ist durch die Ungunst der 
Verhältnisse, unter denen wissenschaftliche Veröffentlichungen wäh- 
rend des Krieges gelitten haben und in noch weit höherem Maße seit 
dem Schandfrieden zu leiden haben, ein volles Vierteljahrhundert ge- 
worden. Mit großer Betrübnis erfüllte es Bachmann, als der Ver- 
lag im Jahre 1916 ihm sein Manuskript zurücksandte, da die Druck- 
legung damals nicht geraten erschien, und er nun seine Arbeit im 
Schreibtische ruhen lassen mußte mit immer geringer werdender 
Wahrscheinlichkeit, das Erscheinen des Buches noch zu erleben. Bis 
zu seinem Tode im Frühjahr 1920 hat er sich viel mit dem Manu- 
skripte beschäftigt und noch manche Verbesserung eingefügt. Das 
Schicksal desselben lag Bachmann besonders am Herzen; ich bin 
kein einziges Mal in jenen Jahren bei ihm gewesen, ohne daß er mich 
gebeten hat, nach seinem Tode für die Drucklegung des Werkes zu 
sorgen und die Herausgabe selbst zu übernehmen. Wie er befürchtet 
hatte, war es ihm nicht vergönnt, die Entscheidung über das Schick- 
sal seines Werkes zu erleben; eine um so größere Freude ist es mir, 
seinen letzten Willen haben erfüllen und das mit dem Bilde seines 
Verfassers geschmückte Werk den Forschern und Freunden der 
Zahlentheorie übergeben zu können. 

Ein Bild von Bachmanns Leben und Wirken habe ich in dem Ge- 
dächtnisworte gegeben, mit dem ich der zweiten Auflage seiner Grund- 
lehren der neueren Zahlentheorie (Berlin 1921) das Geleit gab. Indem 
ich auf jenes verweise, kann ich mich hier darauf beschränken, kurz 
das Verhältnis zu skizzieren, in dem die selbständig erschienenen 
Werke Bachmanns, deren Titel zum Teil nur wenig verschieden 
lauten, zueinander stehen. Dabei kann abgesehen werden von seiner 
Dissertation (de substitutionum methoda theoria meditationes quaedam, 
Berlin 1862), von seiner wichtigen Habilitationsschrift (de unitatum 
complexarum theoria, Breslau 1864) und von der „Z’heorie der kom- 
plexen Zahlen“ (Berlin 1867), deren Inhalt ın sein eigentliches Le- 
benswerk, die mit diesem Bande zum Abschlusse kommende sechs- 
bändige „Zahlentheorie“ Aufnahme gefunden haben. 

Der Verwirklichung des während seiner akademischen Lehrtätig- 
keit schon gefaßten großen Planes, eine Gesamtdarstellung der 
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Zahlentheorie in ihren Hauptteilen zu verfassen, konnte Bachmann 
erst nach seinem Ausscheiden aus dem akademischen Lehramte im 
Jahre 1890 nähertreten. Wie er in dem Vorworte zum ersten Teile 
dieses Werkes, den „Elementen der Zahlentheorie“, ausdrücklich her- 
vorhebt, war es nicht seine Absicht, ein Kompendium dieses Wissens- 
zweiges zu geben, in dem alles zu finden wäre, was erreicht und ver- 
öffentlicht war, und wie ein solches in Dicksons vortrefflicher 
history of the theory of numbers jetzt vorliegt, sondern er beabsichtigte 
vielmehr in einer Reihe von Einzeldarstellungen Bilder zu entwerfen, 
welehe die einzelnen Gebiete der Zahlentheorie in ihrem wesentlichen 
Inhalte und ihren charakteristischen Zügen übersichtlich zeichnen 
und von den hauptsächlichen Forschungen Kenntnis geben sollen. 
Dank seiner umfassenden Kenntnis und Beherrschung der zahlen- 
theoretischen Literatur, seiner ausgezeichneten Gabe einer künst- 
lerisch vollendeten Darstellung konnte Bachmann der Ausführung 
eines so groß angelegten Planes nähertreten und ihn vortrefflich 
durchführen. Ein solches Bild lag bereits in seinen 1872 erschienenen 
„Vorlesungen über die Lehre von der Kreisteilung“ fertig vor, das 
als dritter Teil der Gesamtdarstellung der „Zahlentheorie“ eingefügt 
ist. Die einzelnen Teile dieses Werkes hat Bachmann in den Vor- 
reden zu denselben ihrem Inhalte und Zwecke nach kurz skizziert, 
weshalb sich dies hier erübrigt. Die drei ersten Teile, der fünfte Teil 
und die erste Abteilung des vierten Teiles waren bis zum Jahre 1905 
erschienen, während die Fertigstellung dieser zweiten Abteilung des 
vierten Teiles sich aus den in der Vorrede angegebenen Gründen so 
lange hinauszögern mußte. Für den letzten sechsten Teil, der die 
speziellen Zahlenkörper behandeln sollte, hat Bachmann nur Vor- 
arbeiten geringen Umfanges hinterlassen, da ihm andere Veröffent- 
lichungen nicht genügend Zeit dafür gelassen hatten. So sehr be- 
dauerlich es ist, nicht auch über dieses Gebiet eine Darstellung von 
Bachmanns Meisterhand zu besitzen, so wird bei dem Charakter des 
ganzen Werkes sein Wert dadurch nicht im geringsten beeinträchtigt. 
Im Gegenteil wird Bachmanns Zahlentheorie ihre hohe wissenschaft- 
liche Bedeutung und damit den ihr gebührenden Platz in der zahlen- 
theoretischen Literatur stets behalten. Deshalb ist es nicht über- 
raschend, daß von den ersten drei Teilen, trotz des verhältnismäßig 
kleinen Kreises von Freunden der Zahlentheorie, bereits anastatische 
Neudrucke nötig geworden sind. 

Die übrigen Bücher Bachmanns können als Supplementbände zu 
dieser Gesamtdarstellung der Zahlentheorie angesehen werden. Von 
ihnen erschienen seine Vorlesungen über die Natur der Irrationalzahlen 
im Frühjahr 1892 noch vor dem ersten Teile des großen Werkes, der 
im Herbste 1892 erschien. Ganz besonders aber kann Bachmanns 
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zweibändiges Werk Niedere Zahlentheorie, das durch seine zwei Artikel 
für die Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften (1902) ver- 
anlaßt worden ist, als eine Ergänzung jenes ersten Teiles, der Ele- 
mente der Zahlentheorie betrachtet werden, wie es von Bachmann 
selbst auch geschehen ist. Der erste, der multiplikativen Zahlen- 
theorie gewidmete Band (Leipzig 1902), gibt nicht nur eine anders- 
artige Behandlung der Elemente, sondern weiter zahlreiche speziellere 
Untersuchungen, eine sehr eingehende Theorie der quadratischen Reste 
und die Theorie der höheren Kongruenzen. Der zweite Band der 
Niederen Zahlentheorie, die additive Zahlentheorie (Leipzig 1910), ist 
aber nicht nur Supplementband, sondern füllt darüber hinaus eine 
große und sehr fühlbare Lücke in der zahlentheoretischen Literatur 
aus; in ihm finden sich zum ersten Male Untersuchungen zusammen- 
gefaßt, die zum Teil von den größten Mathematikern herrühren, 
bis dahin nur sehr verstreut an den verschiedensten Stellen zu 
finden und daher teilweise recht schwer zugänglich waren. Für 
diese schönen und interessanten Untersuchungen hat Bachmanns 
Darstellungskunst trotz des losen Zusammenhanges der einzelnen 
Probleme meistens ein einigendes Band durch die Art der Problem- 
stellung und die benutzten Gedankenketten zu schaffen gewußt. 
Bachmanns letztes Buch, Das Fermatproblem in seiner bisherigen 
Entwicklung (Berlin 1919), das er in der trübsten Zeit, die Deutsch- 
land je erlebte und unter der er als aufrechter nationaler Deutscher 
schwer litt, verfaßt hat, gehört eng zu seiner eben erwähnten addi- 
tiven Zahlentheorie, deren letztes Kapitel es erweitert und fortführt. 
Das Problem des sog. großen Fermatschen Satzes hat für den ernsten 
Forscher ein ungewöhnlich großes geschichtliches und wissenschaft- 
liches Interesse, da ihm gerade wichtigste und interessanteste Fort- 
schritte der zahlentheoretischen Forschung zu danken sind, durch die 
in erster Linie die Vorherrschaft Deutschlands in der Zahlentheorie 
über alle anderen Länder festgehalten worden ist. 

Auch das in der Sammlung Schubert zuerst 1907 erschienene Werk 
Grundlehren der neueren Zahlentheorie, von dem 1921 eine neue Auf- 
lage nötig wurde, darf als Ergänzung seiner großen Zahlentheorie 
angesprochen werden. Es enthält keine Wiederholung der Elemente 
aus den oben genannten Werken, sondern behandelt vielmehr das 
Thema in moderner Weise und geht bis zu den quadratischen Formen 
und den Zahlenkörpern. Bachmann betont in dem Vorworte dazu aus- 
drücklich, daß ihm nach der Abfassung der früheren Werke die Über- 
nahme dieser neuen ihm angetragenen Aufgabe nur möglich gewesen 
sei, indem er den Schwerpunkt desselben in die genannten Höhen- 
punkte verlegte, wobei ihm durch den geplanten Umfang des Buches 
allerdings eine gewisse Beschränkung auferlegt war. 
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Bei der Herausgabe des vorliegenden Bandes, in dem sich überall 
Bachmanns liebevolle Sorgfalt und seine große Kunst, aus zahllosen 
schwer übersehbaren Einzelarbeiten eine großzügige zusammen- 
fassende Darstellung herauszuarbeiten, von neuem zeigen, habe ich 
mich im wesentlichen auf eine nochmalige Durchsicht des Manuskripts 
beschränkt. Von einem Verwerten und Einarbeiten neuerer, seit 1916 
veröffentlichter Arbeiten über quadratische Formen mußte ich zu 
meinem Bedauern absehen; einerseits hätte durch die notwendig sich 
ergebenden Abänderungen das Werk an Bachmannscher Eigenart 
Einbuße erleiden, und andererseits hätte sich das Erscheinen noch 
weiter verzögern müssen. So bietet das Werk ein in sich abgerun- 
detes und geschlossenes Bild des Standes dar, den die Forschung über 
quadratische Formen im Jahre 1916 aufwies und gibt ein überaus 
wertvolles Hilfsmittel für die wissenschaftliche Weiterarbeit auf diesem 
Gebiete, auf dem noch so mannigfache Fragen ihrer Lösung harren. 

Dem Verlage ist es warm zu danken, daß er trotz der Ungunst 
der Verhältnisse und ihrer nicht vorauszuschauenden Entwicklung 
im Frühjahr 1922 meinem Wunsche, mit dem Drucke zu beginnen, 
stattgab. Auch der Notgemeinschaft deutscher Wissenschaft sei an 
dieser Stelle für den gewährten Beitrag zu den Druckkosten gedankt. 
In bereitwilligster Weise hat der Verlag meinen Wünschen bei der 
Herausgabe stets entsprochen, und besonders danke ich es ihm, daß 
er sofort bereit war, dieses letzte Werk Bachmanns mit seinem Bilde 
zu schmücken. Ferner gilt mein herzlicher Dauk meinem Hilfs- 
assistenten, Herrn cand. math. G.Dittrich, für die große Sorgfalt und 
unermüdliche Arbeit, mit der er mich beim Lesen der Korrekturen 
unterstützt und das Autoren- und Sachregister angefertigt hat. 

Leider hat sich das Erscheinen des Bandes bis jetzt verzögert, da 
meine amtlichen Pflichten, besonders die Führung des Dekanats im 
vergangenen Studienjahre, mich zuerst nicht in dem erwarteten und 
erhofften Maße der Herausgabe widmen ließen. 

Misdroy, im August 1923. 

Robert Haußner. 
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Einleitung. 

Die hauptsächlichste und ursprüngliche Aufgabe in der Theorie der 
quadratischen Formen, wie sie in der ersten Abteilung dieses Werkes 
behandelt worden ist, ist die Bestimmung der ganzen Zahlen, welche 
durch eine solche Form mittels ganzzahliger Werte ihrer Unbestimm- 
ten darstellbar sind, sowie der verschiedenen möglichen Darstellungen 
jeder dieser Zahlen. Mit dieser Untersuchung aufs engste verbunden 
erwies sich die andere Aufgabe, zu entscheiden, ob zwei verschiedene 
quadratische Formen derselben Determinante einander äquivalent 
sind oder nicht, und im erstern Falle alle Transformationen der einen 
in die andere zu ermitteln. Hierzu bediente als erster Lagrange 
(Hist. de !’Acad. de Berlin 1775 (1775)), der diese Aufgabe bezüg- 
lich der binären quadratischen Formen zu lösen unternahm, sich des 
Hilfsmittels, für jede etwa vorhandene Klasse äquivalenter Formen 
gewisse einfache oder normale Formen aufzusuchen derart, daß die 
Aufgabe darauf zurückkam, zu ermitteln, ob die beiden zu unter- 
suchenden quadratischen Formen ein und derselben jener besonderen 
Formen äquivalent seien oder nicht. Die so bewirkte Zurückführung 
auf die letzteren Formen heißt nach Gauß’ Vorgange „Reduktion“ 
und die gedachten besonderen, durch einfache Bedingungen bestimm- 
ten Formen werden „reduzierte Formen“ genannt. Dasselbe Hilfs- 
mittel ist dann später auch auf die Formen mit mehr als zwei Un- 
bestimmten zur Anwendung gebracht worden. Wir haben in der ersten 
Abteilung dieses Werkes mehrfach Lücken lassen müssen, die nur durch 
das gedachte Hilfsmittel ergänzt werden können, und gehen gegen- 
wärtig daran, dies zu tun. Aber die Bedeutung der reduzierten Formen 
geht weit über die eines Hilfsmittels zu dem angedeuteten Zwecke 
hinaus und liegt vielmehr in dem Umstande, daß ihnen die Eigen- 
schaft eines Minimums zukommt und sie so zu Untersuchungen über 
Minimal- oder Grenzwerte anderer Ausdrücke und damit in ein ganz 
in sich abgeschlossenes Gebiet der Zahlentheorie hinführen, welchem, 
indem darin den ganzen Zahlen die stetig veränderliche Größe sich 
zugesellt, ein eigentümlich analytischer Charakter eigen ist. Eben- 
deswegen haben wir die Betrachtung der Reduktion einer besonderen 
Abteilung unseres Werkes vorbehalten, die sich in mehrfacher Hin- 
sicht von der früheren unterscheidet. Vor allem dadurch, daß wir 
die Koeffizienten der quadratischen Formen, während wir für deren Un- 
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bestimmte auch hier durchweg nur ganzzahlige Werte zulassen werden, 
nicht mehr, wie in der ersten Abteilung, auf solche Werte beschränken, 
sondern, wo nicht ausdrücklich das Gegenteil angesagt wird, als ganz 
beliebige reelle Werte voraussetzen werden. Und während wir dort 
die binären quadratischen Formen ganz beiseiteließen, indem wir 
die bezüglichen Teile ihrer Theorie als bekannt voraussetzten, werden 
wir hier genötigt sein, von der Reduktion gerade dieser Formen unsern 
Ausgang zu nehmen, und ihnen in unserer Darstellung einen breiten 
Raum zu gewähren. Dabei werden hier neben rein arithmetischen 
Methoden, wie die erste Abteilung des Werkes sie verwandte, ganz 
eigentümliche geometrische Betrachtungen von größtem Interesse 
sich fruchtbringend erweisen, zu deren Benutzung dort noch keiner- 
lei Anlaß vorhanden war. 


Erstes Kapitel. 


Die binären quadratischen Formen. 


1. Die binären quadratischen Formen 
(1) f= ax: +2bxy-+ cy? 


unterscheiden sich nach den reellen Werten, welche ihre Koeffizienten 
haben können, bekanntlich in verschiedene Arten, je nachdem ihre 
Determinante 


(2) D=b°’— ac 


positiv, Null oder negativ ist. Ist sie Null, so ist die Form das Qua- 
drat eines linearen Ausdrucks, also nicht eigentlich eine quadratische 
Form; von diesem Falle wird daher in der Folge abgesehen; ist sie 
positiv, so stellt die Form Zahlen eines beliebigen Vorzeich höns dar 
und heißt deshalb eine unbestimmte; wenn aber D negativ ist, so 
kann die Form nur Zahlen desjenigen Yihrzei hl darstellen, das ihr 
Koeffizient a aufweist, und heißt daher eine bestimmte und genauer 
eine positive oder negative, je nachdem a (und ebenso c) positiv 
oder negativ ist. Man darf sich bei Betrachtung bestimmter Formen 
auf positive Formen beschränken. Die Reduktion der letzteren aber, 
wie zuerst Lagrange sie gelehrt hat, läßt sich leisten wie folgt.') 

Eine positive quadratische Form kann immer nur für eine 
endliche Anzahl ganzzahliger Systeme x, y unter einer ge- 
gebenen Grenze @ bleiben (vgl. den allgemeinen Satz in Abtei- 
lung I dieses Werkes S. 423). Denn aus der Ungleichung 


az? +2bay+cyYP? <G folgt (ac +by? +Ay <aG, 


nn 


1) Vgl. „Elemente der Zahlentheorie“ des Verf., S. 213—214. 
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wo D=-—. A gesetzt, A also positiv ist, und hieraus zunächst y ab- 


solut kleiner als Ben und sodann für jedes ganzzahlige, dieser Be- 


dingung genügende y die ganze Zahl x durch die weitere Bedingung 
ax +by|l<yVaG 
beschränkt. Unter dieser endlichen Menge ganzzahliger Systeme x, y 
gibt es dann notwendig mindestens eins: = «,y=, für welches 
der Wert der Form am kleinsten ist, und es ist einleuchtend, daß da- 
bei «,p teilerfremd sein müssen; also lassen sich andere ganze Zahlen 
ß, 6 so wählen, daß ey 
wird, und nun geht die Form f durch die Substitution 
z=ac+By, y-ra+oy 
in eine äquivalente Form 
f> ax? + 2b’ a’y 4 ey”? 
über, in welcher der erste Koeffizient 
a= aa’+2bay + cy? 
das Minimum der Form f, also, da äquivalente Formen die gleichen 


Zahlen darstellen, auch dasjenige der Form f’ ist. Letztere aber ver- 
wandelt sich durch die Substitution 


“=a"+hy, Y-y' 

in eine neue äquivalente Form 

f=da” +20 + y"”, 
in welcher a’ = «', b’= a’h + b’ ist; war daher nicht schon Db’ ab- 
solut nicht größer als © (in welchem Falle % — 0 d. i. f” identisch 
mit f’ gewählt werde), so läßt sich die ganze Zahl h so wählen, daß 
absolut 5” nicht größer als &% = & wird. Zudem ist @’ das Minimum 
von f , mithin ce” > a”. Demnach ist die Form f einer andern äqui- 
valent, bei welcher die Ungleichheiten 

20’ | <za’<c" 

erfüllt sind. Nennt man nun eine positive Form 
ax? + 2bxzy-+ cy? 





reduziert, wenn 
(3) 2b|<a<e 

ist, so darf man sagen: Jede positive Form ist einer reduzierten 
äquivalent oder in jeder Klasse äquivalenter positiver For- 


men gibt es mindestens eine reduzierte Form. 
1*r 
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Aus den Ungleichheiten (3) in Verbindung mit der Gleichung 
b—ac=D oder ace=b?+ A geht leicht hervor, daß 


© »=y%, BIzV#, 


jede positive Form mit der Determinante D=— Aalso einer 
andern äquivalent ist, deren erste beiden Koeffizienten a, b 
den Ungleichheiten (4) genügen. 


Sei nun f= ax: -+ 2bay-+ ey? 
eine unbestimmte Form mit der Determinante D. Ist a absolut 
e> Ve ,‚ so verwandele man f durch die Substition 
zsehty, y-=—i 
in die ihr äquivalente Form 


f=ax?’+2bay + cy°; 


man findet c=a b’=ha—b 
und kann die ganze Zahl /ı so wählen, daß || u Da nun 
ae 2 5 3a? 
va pers 
und VE? ac=l?’—aad= D 


ist, ergibt sich gewiß |aa’| < — also |a'| < Tel Sollte nun |a’| 


N 
ı/4D 
noch wieder > V —, sein, so könnte man das Verfahren wiederholen 
und zu einer neuen äquivalenten Form 
fe E PR + 2b’ a’y” + cy”° 


gelangen, in welcher |a’| <%|a‘| ist, usf.; so muß man aber endlich 
zu einer äquivalenten Form 


f®) = (Wr? + 20m ay 4 cry? 





aD | = 
kommen, in welcher a” < V e. ist; auch darf man dm) <= 41a®ı 
voraussetzen, da man sonst durch die Substitution 
x=u+hy, y-y 


und passende Wahl der ganzen Zahl h zu einer neuen äquivalenten 
Form käme, welche diese Bedingungen erfüllte. Es gilt also für un- 
bestimmte Formen ein dem letzten für positive Formen ausgesproche- 
nen Natze ganz entsprechender Satz: 


Nr. 2. Geometrische Repräsentation der Formen 5 

Jede unbestimmte Form mit der Determinante Dist einer 
andern: REN a) 
äquivalent, in welcher 
(5) AS ee ee 

Da nur eine endliche Anzahl ganzzahliger a,b den Ungleichheiten 
(4) oder (5) genügen und daran jedes S yatöin a,b dieser Art 
auch nur höchstens eine ganze Zahl c vorhanden sein kann, für 
welche ac=b?— D ist, schließt man für positive wie für Ge 
stimmte Formen den Satz: Es gibt für jede Determinante nur 
eine endliche Anzahl Klassen äquivalenter binärer qua- 
dratischer Formen mit ganzzahligen Koeffizienten. 

2. Jede Form ist der einfache Ausdruck für die Gesamtheit der 
Zahlen, welche durch sie mittels ganzzahliger Werte der Unbestimmten 
x, y dargestellt werden können. Was aber hier diese Gesamtheit 
wesentlich bestimmt und wie ein gemeinsames Band zusammenhält, 
ist das Tripel (a, b, c) der Koeffizienten der Form, welches 
deshalb geradezu als ihr Repräsentant betrachtet werden kann. 
Unter diesem Gesichtspunkt bietet sich nun eine sehr einfache geo- 
metrische Deutung der binären quadratischen Formen dar, indem man 
jenes Tripel als die trimetrischen Koordinaten für einen Punkt einer 
Ebene auffaßt. So wird dann die Gesamtheit aller solcher Formen 
durch die sämtlichen Punkte einer Ebene repräsentiert. Die Gleichung 
b°— ac = (0 bedeutet dann eine Linie zweiten Grades, die man als 
einen Kreis vorstellen darf, für welchen die Geraden «= (0, c=0 
zwei Tangenten, die Gerade 5= 0 die Verbindungslinie von deren 
Berührungspunkten ist; man darf jene als Parallelen, die letztere also 
als Durchmesser des Kreises vorstellen, wie in umstehender Fig. 1. 
Die Punkte auf der Kreisperipherie 


(6) YP—a2=0 

kann man durch einen Parameter &, der alle reellen Werte durch- 
läuft, mittels der Proportion 

(7) z:y:2=1:— 0:0 

kennzeichnen. Dann ist für irgendeinen Punkt (a, b, c) der Ebene 
seine Polare mit Bezug auf den Kreis von der Form 

(8) a2 — 2by+cx—=0 

oder wegen (7) 


(9) ao? + 2a +c—=0 
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und die beiden Wurzeln dieser Gleichung, nämlich 

—b-+yD —b—yD 
(10) 0, = = 9, = = 128 
wo D=b?’—.ac gesetzt ist, also die Determinante der dem Punkte 
(a, b, c) entsprechenden Form 
(11) an + 2bxy-+ cy? 
bedeutet, sind die Parameterwerte der Punkte, in denen der Kreis 
(6) von den Polaren (8) geschnitten wird. Nun sind bekanntlich 
en 3 (0, 0, 1) 


IN 









0=2(1,0,0) 5 (2,— 1,0) 


diese Punkte reell oder imaginär, je nachdem der Punkt (a,b, c) ein 
äußerer oder innerer Punkt für den Kreis ist; demgemäß muß ent- 
sprechend D > 0 oder D<<O sein, und wir haben als erstes Resultat 
unserer geometrischen Deutung den Satz: Den Punkten des Kreis- 
innern entsprechen die Formen mit negativer, den äußeren 
Punkten die Formen mit positiver Determinante. 

Betrachtet man nun die quadratischen Formen unter dem Gesichts- 
punkte der Äquivalenz, so führt man Beziehungen zwischen den sie 
repräsentierenden Punkten (a, b, c) der Ebene herbei, denen wir jetzt 
nähere Aufmerksamkeit zuwenden wollen. Durch Verwandlung einer 


Form f=ax+2bay-+ cy? 
mittels der ganzzahligen Substitution 
(12) z=aun+py, y-rar+öy 


(«ed — pBy=1) 


Nr. 2. Geometrische Repräsentation der Formen! 7 
in eine ihr äquivalente Form 
f=«e’+2bay + cy® 

werden aber einerseits Gleichungen festgelegt von der Form 

a = aa +2bey + cy? 
| b’ — auß + b(ud + By) + cyÖ 

ce =aß? +2bßBd + cö®, 
zu denen die andere 
(14) b°’— ac=b’— ac 


hinzutritt, während die umgekehrte Substitution 


(13) 


(12a) «=dr— By Y-—yıtoay 
die Form f’ in die Form f zurückverwandelt und zu den Gleichungen 
(13) die aufgelösten: 
a= a0? — 2b’ öy + c’y? 

(13a) | b=—aöß-+ (ad +PBy)b — ya 

c= «BP — 2b’ Ba + da? 
hinzufügt. — Andererseits ergeben die Gleichungen (12) die Be- 
ziehung 


TR; 


ar’ + 2bay+ op aar+ Way+cy", 


der man, wenn 2, u 2 gesetzt wird, die Form geben kann 


Yla®+2bz+0)=y°laz?+2bzr-+ ec), 
während aus (12) zwischen 2 und z’ die Beziehung 


= — 
ye£-+6 
hervorgeht. Daher besteht zwischen den Wurzeln der beiden Glei- 
chungen a®+2bze+c=0, az’+2Vz’+ld=0 


(15) ISRE.P 


oder, wie wir sagen wollen, zwischen den Wurzeln der beiden Formen 
f und f’ die Beziehung (15); durch Einführung der Werte 
al A är ANA 
a a 


? ’ 


wo &, E die positive oder negative Einheit bedeuten, gibt man ihr 
leicht nachstehende Gestalt: 


—b+:VD _ aß — bad +PBN+eya+e VD 
a ad? — 2b’dy—+ c’y? 3 
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aus der man bei Beachtung von (13a) den Umstand entnimmt, daß 

"= eg sein muß. Nennt man nun die Wurzel einer Form, bei welcher 
YD mit positivem Vorzeichen genommen wird, ihre erste, dieandere 
ihre zweite Wurzel, so besagt das Gefundene folgenden Satz: Geht 
eine Form f durch die Substitution (12) in eine ihr äquiva- 
lente Formf’ über, so besteht zwischen ihren gleichnamigen 
Wurzeln ®, © die Beziehung 


(16) N 


3. Für positive Formen sind ®, ©’ gleichzeitig zwei komplexe Werte, 
für unbestimmte Formen aber reell und im allgemeinen irrational. 
Wir wollen nun aber insbesondere den Fall erörtern, in welchem die 
zwei Paare gleichnamiger Wurzeln ®, © gleichzeitig rational werden, 
ein Fall, der sich nur ereignen wird, wenn die Formen (von einem 
Proportionalfaktor abgesehen) ganzzahlig sind und ihre Determinante 
Null oder eine Quadratzahl ist, wo dann die Form f nach der Formel 


f = ala — 0,9) (@ — @Y) 
in rationale Linearfaktoren zerfällt, also aufhört, eine eigentlich qua- 
dratische zu sein. Den Berührungspunkten der vom entsprechenden 
Punkte der Ebene an den Kreis gelegten Tangenten kommen dann 
die rationalen Parameter ®,, ©, zu; und so wollen wir zunächst die 
Gesamtheit der Punkte auf der Kreisperipherie untersuchen, denen 
rationale Parameter zugehören. 

Den Endpunkten des Durchmessers b = 0 entsprechen die Para- 
meter ÖO=? und oo =+. Aus diesen beiden Brüchen lassen sich 
aber bekanntlich alle nur möglichen positiven Rationalzahlen mittels 
der sogenannten Fareyschen Reihen folgendermaßen gewinnen!): 

Man bilde die unbegrenzte Menge der Reihen 


. & 1 
Fo: 1 
F.: 0 a 1 

1° 19 1> ) 
1 2% 2 
17 2 1 


Re: 0. 
indem man aus jeder schon gebildeten Reihe die nächste dadurch 
ableitet, daß man zwischen je zweien aufeinanderfolgenden Gliedern 


P« afßre 
era das neue Glied a 


ratıonale irreduktible Bruch = in einer dieser Reihen und 


einfügt; dann tritt jeder beliebige 


zwar zuerst in derjenigen Reihe F', auf, deren Ordnung n 


1) S. des Verf. „Niedere Zahlentheorie“, Bd. 1, 8. 121—125. 


Nr. 3. Aquivalente Elementardreiecke. Reduzierter Raum g 


gleich der größeren der beiden Zahlen «, y ist, um sodann 
in allen folgenden zu verbleiben. In jeder Reihe besteht 


für je zwei aufeinanderfolgende Glieder - 


EN „ die Beziehung 
(17) eö—Py=]1; 


{) 
in der Tat, wenn dies für eine Reihe gilt, so gilt es auch noch für 
die folgende, da 


.ö+y)—rBrte)=ud—- By—=1 
Brad dry ad—Py—1 


ist, und es gilt somit allgemein, da es ersichtlich für die oben ange- 
gebenen ersten Fareyschen Reihen sich bestätigt. Sind umgekehrt 


ci = zwei der Beziehung (17) genügende positive Brüche, 


so sind sie in derjenigen Fareyschen Reihe, in welcher sie 
zuerst beide auftreten, zwei aufeinanderfolgende Glieder. 
Die Ordnung n dieser Reihe wäre die größte der vier Zahlen «, ß, y, 0. 
Läge nun ein Glied derselben zwischen = und Bi so müßte dies ein 
irreduktibler Bruch von der Form 

Aa + uß 

Ay ud 
sein, wo 4, u teilerfremde, positive Zahlen bedeuten, was aber unzu- 
lässig ist, da eine der Zahlen A@ + uß, Ay + uö sicher größer wäre 
als die Ordnung » der Reihe. 

Nachdem diese Sätze in Erinnerung gebracht worden sind, wollen 

wir nun eine Sehne, welche zwei Punkte der Kreisperipherie ver- 


bindet, denen rationale Parameter 7; “ 
Elementarsehne nennen, wenn für letztere die Beziehung (17) be- 
steht; und wir nennen ein Dreieck ein Elementardreieck, wenn 
seine Seiten drei Elementarsehnen sind. Man siebt leicht ein, 
daß an jede Elementarsehne nach beiden Seiten hin je ein 
Elementardreieck sich anlegt. In der Tat, wegen add — ßy=1 





& .. . 
< gr zugehören, eine 


.. ß & . [2 . . . . . 
müssen --, —- von gleichem Vorzeichen sein; nehmen wir sie positiv 
‘ 


Ö’ 
an, so muß der Parameter desjenigen dritten Eckpunktes, welcher 
algebraisch größer als E wäre, von der Form a sein, wo 4 ein 


positiver, rationaler Wert ist; zudem aber müssen die Gleichungen 
Aa HB —-Ay+oB=1, alay +6) yRa+P)—1 

erfüllt sein, d.h. A wird gleich 1 und jener Parameter gleich et 

für den Parameter des dritten Eckpunktes auf der anderen Seite der 
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Elementarsehne findet sich ebenso der Wert 5 Sind aber ” 
= positive Brüche und F', die erste Fareysche Reihe, in welcher 
sie sich finden, so sind dem Obigen zufolge 

IE rraeln 

eo Ri, 
drei aufeinanderfolgende Glieder der nächsten Fareyschen Reihe 
Pur: 


Geht man so in der Fig. 1 von der Elementarsehne (0 00) aus, so 
legt sich zunächst auf der Seite der positiven Parameter an sie das 
Elementardreieck (0 1 00) an; seine drei Ecken entsprechen den 
Zahlen der Fareyschen Reihe F\. An seiner Seite (0 1) legt sich 
das Elementardreieck (0 41), an die Seite (1 o0) das Elementardreieck 
(1 2 oo) an, und die Ecken dieser Dreiecke entsprechen zusammen 
den Zahlen der Fareyschen Reihe F,. Fährt man in dieser Weise 
beliebig weiter fort, so sieht man auf dem Halbkreise zur Rechten 
von (0 oo) Polygonzüge entstehen, welche den sukzessiven Farey- 
schen Reihen entsprechen, und sieht den Halbkreis mit immer mehr 
und mehr Elementardreiecken sich füllen und, indem allmählich jeder 
Punkt seines Inneren von ihnen aufgenommen wird, ihn vollständig 
und einfach von denselben überdeckt werden. Zur Linken des Durch- 
messers (O0 oo) aber kann dieselbe Konstruktion in symmetrischer 
Weise ausgeführt werden. 

Man bemerke noch, daß der Punkt der Peripherie mit dem Para- 
meter 4 der Schnittpunkt derselben mit der Geraden ($oo) ist, 
welche die Punkte (2, —1, 0) und (0, 0, 1) verbindet; in der Tat ist 
die Gleichung dieser Geraden 


x +2y=0, 
und wegen (7) hat man für jenen Schnittpunkt die Beziehung 
1-2o=0, dh o=}.. 


Die gedachte Gerade trifft den Durchmesser (— 1,1) im Mittelpunkte 
E’ des Radius (O,), zu welchem E der symmetrisch gegen den Durch- 
messer (0 00) liegende Punkt sei. Da somit die Gerade (Eoo) die 
Gleichung gg 
hat, der Durchmesser (— 1, 1) aber die Gleichung x =, so be- 
grenzen diese drei Geraden dasjenige Gebiet der Punkte oder der 
quadratischen Formen (a, b, c), welche die Bedingungen (3) für re- 
duzierte positive Formen erfüllen. Das Dreieck (EooE’) bezeich- 
net den sogenannten „reduzierten Raum“, den Ort aller 


Nr. 4. Genauere Definition der reduzierten positiven Formen 11 


Punkte (a, b, c), welche die reduzierten positiven Formen 
repräsentieren. 

Leicht zeigt sich noch, daß die Gerade (O,) die Gleichung 2+2y=0 
hat und folglich sich mit der Geraden (Soo) im Punkte E’ kreuzt. 

4. Dies vorausgeschickt untersuchen wir nun, wie die Ebene durch 
eine Substitution (12), die wir kurz als die Substitution 

De 
4) ( s) 
bezeichnen und als identisch mit der Substitution 
NE: 
je Zu dT ;) 
betrachten wollen, transformiert wird. Der Punkt (a,b,c) wird durch 
sie in den Punkt (a', b’, c’) übergeführt, für welchen die Gleichungen 
(13) und (13 a) bestehen, woraus zu schließen ist, daß jede homogene 
lineare Gleichung zwischen a, b, c in eine ebensolche Gleichung zwi- 
schen «a, b’, c’ und umgekehrt verwandelt, d.i. jede Gerade der 
Ebene wieder in eine Gerade und somit jedes Dreieck wie- 
der in ein Dreieck übergeführt werden muß. Der Beziehung (14) 
zufolge aber geht die Kreislinie b’— ac = O in sich selbst über, und 
die Beziehung (16) lehrt aus dem Parameter & des Punktes (a, b, c) 
der Kreisperipherie den Parameter » des anderen Punktes derselben 
finden, in welchen jener durch die gedachte Substitution übergeht. 
Derselben Beziehung zufolge entsprechen den Punkten oder Parametern 
o=0, "=1, @= 
die Punkte ’ EN 
& & 

(19) mr ap ar 
d.h. das Elementardreieck (0 1 ©) geht durch die Substi- 


tution ir N) in ein ganz bestimmtes anderes Elementar- 


dreieck (6 B+« a 

ER ot EEE 2 
über. Die Ecken des letzteren, in welche die Ecken 0, 1, oo des 
ersteren übergehen, sind nach (19) durch die Substitution eindeutig 
bestimmt. Aber es gibt noch zwei andere Substitutionen, durch welche 
das erstere Elementardreieck in das ls übergeht, indem seine 
Ecken 0, 1, oo in 











ß + & & ß ; & ß ß + E 
ö-+y’ y’ Fy bzw. ın a Ft SL 
übergeführt werden, nämlich die Substitutionen 
w ß, ß + 2 ß + a, —& 
(20) le 3, 04 .) bzw. ( syn ;) 
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Die drei übrigen noch möglichen Zuordnungen zwischen den Ecken 
beider Dreiecke sind auszuschließen, weil die zugehörigen Substitu- 
tionen den Modul — 1, nicht + 1 hätten. Nur durch die drei Sub- 
stitutionen (19) und (20) kann also ein Punkt (a, b, c) des zweiten 
Elementardreiecks in einen Punkt des Elementardreiecks (0 1 oo) 
übergeführt werden, und die gemäß diesen Substitutionen nach den 
Formeln (13) zu ermittelnden drei Punkte des letzteren sind die 
Punkte oder quadratischen Formen 


(ad, vo, (be, «+20 +e), 
(“+2V’ +c, —- d@—D, a‘). 
Nun zerfällt das Dreieck (0 1 oo) in sechs kleinere, in Fig. 1 
durch die Ziffern I bis VI numerierte Dreiecke. Liegt der Punkt 


(a’, b’, c) im Innern des ersten derselben, so liegt er im reduzierten 
Raum. Liegt er im zweiten Dreiecke, ist mithin Sa, d +20, 


so geht der Punkt (a', b', c') durch die neue Substitution in %, ') in 


21) 


einen Punkt («a”, b”, ce”) über, für welchen 
"el Vt--b, !=a, 
also a’ —<c”, a” — 2b’ 50 ist, der mithin in dem Dreiecke (E00), 
d.h. im reduzierten Raume gelegen ist. Liegt dagegen (a', b’, c’) im 
dritten Dreiecke, ist mithin 
«+2 <0, +2 <0 a>Se, 
so geht der zweite der Punkte (21) durch die neue Substitution 
(1 r ') in einen Punkt (a”, b”, c”) über, für welchen 
area Hebi Ferzer ct 
a — 20” =(a +2V +0) -2" + l)=-W— ec >0 
ist, der also wieder im Dreiecke (EOoo), d. h. im reduzierten Raume 
befindlich ist. Wenn ferner (a’, b’, c') im vierten Dreiecke liegt, so ist 
a +2 <0, C+2V <0, a<c, 
und der dritte der Punkte (21) erweist sich als ein im Dreiecke 


(E’'Oco), also im reduzierten Raume befindlicher Punkt. Für den 
Fall, daß (a, d’, ce’) im fünften Dreiecke liegt, führt die neue Substi- 


tution 6 r "\ den dritten der Punkte (21) in einen Punkt des re- 


duzierten Raumes, nämlich des Dreiecks (EOo0) über, und endlich, 
wenn (a, b, c') ins sechste Dreieck zu liegen kommt, so liegt der 
zweite der Punkte (21) im Dreiecke (E’Ooo), also wieder im redu- 
zierten Raume. 

So zeigt sich, daß jeder Punkt (a, b, c) des zweiten, d. h. eines be- 
liebigen Elementardreiecks durch unimodulare Substitutionen, und, 
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da die erwähnten Elementardreiecke den ganzen Kreis überdecken, 
jeder Punkt des Kreisinneren durch eine solche Substitution in einen 
Punkt des reduzierten Raumes übergeführt werden kann. Mit anderen 
Worten: wir sind zu dem schon früher abgeleiteten Ergebnisse wieder 
zurückgelangt, daß jede positive Form einer reduzierten Form 
äquivalent ist. 

Wir entnehmen aber unserer Betrachtung auch noch den Zusatz, 
daß sie im allgemeinen nur einer solchen Form äquivalent ist. In 
der Tat führt, wenn (a’, b’, c’) ins Innere eines der sechs Dreiecke 
fällt, stets nur eine der drei Formen (21) zu einer mit (a, b, c) äqui- 
valenten reduzierten Form. Nur, wenn (a, b’, c’) auf einer der Grenz- 
linien zwischen zweien jener Dreiecke liegt, treten zwei solche For- 
men auf, die, je nachdem diese Grenzlinie die Strecke 


De oe 


27 


ist, die Gestalten (a,b,a), (a, —b,«) 
’ a Y ‚ a N 
(a‘ 9? ce), (, IR 
fs e ‚ F 

5a), (6 5 
2a +b),@+b,a), (2a +b), —a —b, a) 

((,bV’ +c,c), (,-W—c, ec) 

(@, a + b', a), (a, F a et v, a) 


annehmen. Fällt insbesondere (a', b’, c’) auf den Punkt E’, so fallen 
diese Formen alle zusammen in die zwei: 


‚ a r r a . 
d ’ 9» a ’ a | a 3 F) ad ) . 


Dies läßt erkennen, was auch leicht rein arithmetisch gezeigt werden 
kann (z. B. Dirichlet-Dedekinds Vorlesungen über Zahlentheorie, 
4. Aufl. 8. 157—159), daß eine reduzierte Form (a,b,c) nur dann 
einer zweitenäquivalent ist, wenn entwedera=coder2|b =a 
ist, und diese zweite Form ist alsdann (a, — b, c). Wenn man 
daher in Fig. 1 die stark ausgezogenen Strecken Eoo und EO der 
Begrenzung des reduzierten Raumes diesem Raume noch zurechnet, 
dagegen die Strecken E’oo, E’O davon ausschließt, so darf man sagen: 
Zwei Punkte des reduzierten Raumes stellen niemals äquivalente 
Formen dar, und jeder Punkt des Kreisinnern ist nur einem einzigen 
Punkte des erstern, d. h. jede positive Form nur einer einzigen 
reduzierten Form äquivalent, wenn jetzt untereinersolchen 
genauer eine l'orm (a, b, c) verstanden wird, für welche 


entweder ce>a>2)b|, aber 2b+a>0O 
oder c=a>2)bi, aber b>0 


In w| 
Dr 7 
S 
N 
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ist. Diesem Satze zufolge entscheidet sich die Frage, ob zwei 
gegebene, positive Formen einander äquivalent sind oder 
nicht, einfach dadurch, ob sie es ein und derselben redu- 
zierten Form sind oder nicht. 

5. Gehen wir jetzt von den bestimmten zu den unbestimmten 
Formen, d.i. zu den Punkten außerhalb des Kreises über, so lassen 
sich hier nicht in gleicher Weise wie bei den ersten Gebiete der 
Ebene abgrenzen, die einander äquivalent wären. Man kann aber 
gleichwohl auch das äußere Gebiet der Ebene durch die Kreisfigur 
beherrschen, wenn man, ähnlich wie in verschiedenen geometrischen 
Untersuchungen, jedem Punkte außerhalb des Kreises eindeutig seine 
Polare zuordnend, die quadratische Form (a, b, c) nicht mehr durch 
den ihr zugehörigen Punkt, sondern durch dessen Polare repräsen- 
tiert denkt. Indem man so verfährt, vollzieht man in einfachster 
Weise eine höchst beachtenswerte Tat, die zuerst Ch. Hermite ge- 
wagt hat, eine methodische Erweiterung der Arithmetik der Formen, 
indem man Formen einführt mit stetig veränderlichen Koeffizienten. 
Die Polare, die man dem Punkte, d.i. der einzelnen unbestimmten 
Form substituiert, bedeutet, soweit sie in den Kreis fällt, für unsere 
Betrachtung eine stetige Reihe von Punkten, durch welche positive 
Formen repräsentiert werden; man ersetzt also die unbestimmte Form 
durch eine positive Form, deren Koeffizienten stetige Wertereihen 
durchlaufen. Bald kommen wir auf den Hermiteschen Gedanken, 
seine Introduction des variables continues dans la theorie des nombres 
(Journ. für Math. 41), eingehender zu sprechen. Verfolgen wir hier 
zunächst, was durch die Einführung jener Polare geleistet wird. 

Die Schnittpunkte dieser letztern mit dem Kreise hatten die reellen 


1 a ir 
Wurzeln + VD a are 
a 


Re = 


ni 
als zugehörige Parameter. Wir definieren nun die unbestimmte 
Form (a, b,c) als eine reduzierte, wenn diese Parameter ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben, genauer: wenn ©, >(0, 
0 <0 ist, d.h. wenn die Schnittpunkte der Polaren zu bei- 
den Seiten des Durchmessers (0 oo) liegen, die Polare also 
den letzteren schneidet. 

Wie immer aber die Polare auch liegt, jedenfalls durchsetzt sie 
Elementardreiecke und daher auch Elementarsehnen. Und, wenn s, 
eine dieser Sehnen ist, so trifft die Polare notwendig auch in jedem 
der beiden ihr zur Seite liegenden Elementardreiecke noch eine Seite 
jedes der letzteren, d.i. zwei neue Elementarsehnen s, und s_,, welche 
wir der ersteren benachbart nennen wollen. So gehört dann wieder 
zu jeder der Sehnen s,, s_, neben s, noch eine wieder benachbarte 
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Elementarsehne s, bzw. s_,, welche von der Polaren geschnitten wird; 
es bildet sich also von s, aus nach beiden Seiten hin eine ganze 
Kette solcher Sehnen 


(22) se as u 


Waren aber u . die Endpunkte einer Elementarsehne, so gingen 


diese durch die Substitution (* 5) in die Punkte 0 bzw. 00, die Ele- 


3 


mentarsehne also in den Durchmesser (OÖ oo) über. Daher ordnet 
sich der Kette der Sehnen eine andere Kette von Substitutionen 


(23) te aD Das Das no 


zu, derart, daß allgemein die Substitution S, die Sehne s, in den 
Durchmesser überführt. Und werden diese Substitutionen auf die 
Form f= (a, b, c) zur Anwendung gebracht, so entsteht eine den 
Ketten (22) und (23) entsprechende Kette von Formen 


(24) A I; Plan farlaı.a=as 


welche alle der Form fund daher auch untereinander äquivalent sind. 
Diese Formen aber sind sämtlich reduziert, denn, da die Substitution 
S, die Form f in f, überführt, so geht durch sie auch die zu f ge- 
hörige Polare in die zu./, gehörige über, und weil die erstere die 
Sehne s, schneidet, welche durch die Substitution S; in (0 oo) über- 
geht, so schneidet die Polare zu f; die letztere Linie; f, ist also nach 
obiger Definition eine reduzierte Form. 

Hieraus entnimmt man zunächst den Satz, daß jede un- 
bestimmte Form reduzierten Formen äquivalent ist. 

Nun sei f’ eine der Form f äquivalente Form und $ eine Substi- 
tution, durch welche f in f’ übergeht, was wir durch die Gleichung 


Pf: 
ausdrücken. Der Form f’ kommt ebenfalls eine Kette von Elemen- 
tarsehnen 
(22') te fi S_2 s_1, 3_0 s_1, S_3, 7, 
zu, welche ihre Polare durchsetzt, also auch eine entsprechende Kette 
von Substitutionen 


(23) SR a race 


die den Übergang dieser Sehnen in den Durchmesser (0 0) bewirken 
und die Form f’ in eine Kette von äquivalenten reduzierten Formen 


(24°) hs Bu Im fi; füs, j 


verwandeln. Durch die Substitution S, welche f in f’, also auch die 
Polare der ersteren Form in die Polare der zweiten überführt, wird 
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die von der ersteren Polare geschnittene Sehne s, in eine derjenigen 
übergeführt, welche die zweite Polare durchsetzt, etwa s, in s/ und 


damit allgemein jede der Sehnen s, in die Sehne s,,,, was sich aus- 
drückt in der Gleichung 


Er a et 


woraus, da s, durch S, in den Durchmesser (0 oo) übergeht, erkannt 
wird, daß dies für s,,, durch die Substitution $-!- 8, geleistet wird, 
und daß folglich re 

A lee 3 2 


sein muß. Also schließt man weiter für jeden Wert des Index 
N I le Dan DA] De 


Mit andern Worten: die Kette reduzierter Formen, welche der Form 
f' zugehört, ist, wenn /’ äquivalent ist mit /, mit der zu f gehörigen. 
Kette reduzierter Formen bis auf eine Verschiebung ihrer Glieder 
gegeneinander identisch. 

Umgekehrt aber, wenn dies letztere für zwei Formen /, f’ der Fall, 
also für jedes 2 
(25) fr+i = 
ist, so folgt die Gleichung 

JE 9; wi I, Rieah ee SA CE ie per N 

die Formen f, f’ sind also einander äquivalent. Wir erhalten demnach 
den Satz: Zwei unbestimmte Formen sind dann und nur dann 
einander äquivalent oder der gleichen Klasse angehörig, 
wenn dieihnen zugehörigen Ketten reduzierter Formen bis 
aufeine etwaige Verschiebungihrer Glieder gegeneinander 
identisch sind. 

Identifiziert man aber die beiden Formen f f’, so nimmt die Glei- 
chung (25) die Gestalt an Fee 


für jeden Wert des Index :, und die Substitutionen $,(S,,,)”' trans- 
formieren die Form f in sich selbst. Hieraus erkennt man, daß 
dannundnurdanneineunbestimmte FormTransformationen 
in sich selbst zuläßt, wenn die zu ihr gehörige Kette redu- 
zierter Formen periodisch ist. 

Dies aber findet immer dann und nur dann statt, wenn 
die Koeffizienten der Form kommensurabel sind. Daß es nur 


dann statthat, folgt daraus, daß für eine Transformation ( N) der 
Form in sich selbst für jede ihrer Wurzeln & die Gleichung 


eh 
a Fr gene 
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d. i. die ganzzahlige quadratische Gleichung 
vo+(d— a)o +ß=0 


erfüllt wäre; die Koeffizienten der Form müßten also proportional 
sein mit 9, 6 — «,ß. Sind aber umgekehrt diese Koeffizienten kom- 
mensurabel, so kann die Form durch einen Punkt mit ganzzahligen 
Koordinaten repräsentiert werden, und gleiches gilt auch für die ihr 
äquivalente reduzierte Form (a, b, c), für deren Wurzeln 


—b+YD —b—-yD 
a ER Be 
die Ungleichheiten 

Er un N eine, 


erfüllt sein müssen. Aus ihnen schließt man aber leicht weiter 
aD>045 VD ab <VD,c< 0) 


also aus D — b? = a(—c) den Umstand, daß es nur eine endliche An- 
zahl ganzer Zahlen a, b, c gibt, die ihnen genügen, mithin auch in 
der Kette der reduzierten Formen nur eine endliche Anzahl voneinan- 
der verschiedener, und daß folglich diese Kette periodisch sein muß.!) 

6. Nachdem wir diese geometrische Deutung der Formen und ihrer 
Reduktion dargelegt haben, wollen wir ihr eine zweite folgen lassen, 
welche durch eine einfache Abbildung der Kreisfigur 1 daraus her- 
vorgeht und für die Beziehungen der positiven quadratischen Formen 
zur Theorie der elliptischen Funktionen von hervorragender Bedeu- 


tung ist. 
Unsere Betrachtung beruhte wesentlich auf der Gleichung 
(26) DE: 


durch welche die gleichnamigen Wurzeln zweier äquivalenter quadra- 
tischer Formen verknüpft waren. Man nennt dann auch diese Wurzeln, 
allgemeiner je zwei Zahlen ®, @’, zwischen welchen eine Gleichung 
(26) besteht, in der die vier ganzen Zahlen «, ß, y, ö der Gleichung 


(27) eö — pPr=1 


genügen, zwei einanderäquivalente Zahlen, weil aus jener Glei- 
chung auch umgekehrt »’ durch & mittels der Beziehung 


(27 a) 0 een u ET 








1) Vgl. zu diesen Darlegungen A. Hurwitz „Über die Reduktion der bi- 
nären quadratischen Formen“. (Math. Ann. Bd. 45, S85) und F.Kleins Ausge- 
wählte Kapitel der Zahlentheorie I. 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 2 
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von gleichem Charakter bestimmt wird. Ist nun wieder & äquivalent 


mit 0”: HINRE 
’ ER 
(28) 62) nr y a ”_ 3” s 
(29) und «ö -By=l, 
so ergibt sich durch Substitution in (26) 
ao” + ß” 


Fi „’o’+ 0" $) 
fe" =ad+ßy, BT=uß + PO 
Iy” ne ya au öy, RE vB Te 66 
gesetzt ist, Gleichungen, aus denen wegen (27) und (29) 
(31) ei — By = (ad — By) (—Py)=1 
hervorgeht; hiernach sind auch ®, ®&” äquivalente Zahlen, und man 
erhält den Satz: Zwei Zahlen, welche derselben dritten Zahl 
äquivalent sind, sind es auch untereinander. Dies gestattet, 
sämtliche Zahlen in Klassen zu verteilen, indem man die unterein- 
ander äquivalenten je in eine Klasse zusammenfaßt. Unsere bisherige 
Darlegung ging von der Betrachtung rationaler Werte von © und 
o’ in der Beziehung (26) aus; man sieht leicht ein, daß alle diese 
Zahlen eine einzige Klasse bilden und erfüllen. In der Tat 


ß 


können in ihr offenbar nur rationale Zahlen sein; ist aber 


irgendeine rationale Zahl, wobei ß, Ö teilerfremd gedacht wer- 
den können, so lassen sich zwei andere ganze Zahlen angeben, für 
welche «&ö — ßy =1 ist, und nach der Identität 


Ari 


sy +6 


ist die beliebige rationale Zahl 2 der Null äquivalent, sind alle solche 


(30) wo 


also zu derselben gehörig, die wir hinfort als die Klasse R bezeichnen 
wollen. — Indem wir von dem Falle irrationaler Zahlen einst- 
weilen absehen, werden wir jetzt ausschließlich die Äquivalenz kom- 
plexer Zahlen, also positiver quadratischer Formen, ins Auge fassen. 

Jede komplexe Zahl &+ ni denken wir in Gaußscher Weise als 
Punkt einer Ebene dargestellt, dessen rechtwinklige Koordinaten $&, 7 
sind. Da nun die Wurzeln der positiven quadratischen Form (a, b, e) 
mit der Determinante D=W’ —ac=— A 

por int: == iyA 

sind, so wird die erste dieser Wurzeln durch den Punkt der positiven 
Halbebene dargestellt sein, dessen Koordinaten 
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(32) Inne a Bun 


sind, aus welchen Gleichungen 
(32a) + N—- 


hervorgeht. Somit wird eine reduzierte positive Form (a,b, c) zu- 
folge der für solche charakteristischen Bedingungen (3) durch einen 


Sn 








Fig. 2. 


Punkt repräsentiert werden können, dessen Koordinaten &, n die Un- 
gleichheiten erfüllen 

(33) I 

d.h. durch einen Punkt desjenigen Gebietes der positiven Halbebene, 
das einerseits zwischen den beiden zur Axe der imaginären Größen 
im Abstand 5 zur Rechten und zur Linken gezogenen Parallelen, 
andererseits außerhalb des um den Nullpunkt O (Fig. 2) mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kreises gelegen ist. Umgekehrt entspricht 
jedem Punkte &, 7 der positiven Halbebene nach den Formeln (32), 
(32a), wenn darin «a positiv gedacht wird, eine positive Form (a, b, c) mit 
der Determinante — A = b?— ac, insbesondere also jeden Punkte 
&, n des bezeichneten Gebietes eine solche Form (a, b, c), welche den 
Ungleichheiten (33) zufolge reduziert ist. Nennen wir mit Dede- 
kind das genannte Gebiet das Hauptfeld der positiven Halb- 
ebene, so repräsentiert es mithin die Gesamtheit der redu- 
zierten positiven Formen und erweist sich so als das Ab- 
x F 9# 
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bild desreduzierten Raumes (Z oo E’) der Kreisfigur. Über- 
haupt, wenn man bedenkt, daß die Beziehungen zwischen den trime- 
trischen Koordinaten a, b,c eines Punktes und den rechtwinkligen 
Koordinaten &, 7 des neu eingeführten, ihm zugeordneten Punktes in 
Gestalt der folgenden Proportion geschrieben werden können: 
a:rb:c=1:—E8:#° +7), 

so lassen sich die neuen Verhältnisse einfach durch eine Abbildung 
der Kreisfigur gewinnen, indem man in der Gleichung jeder Linie 
der letzteren die laufenden trimetrischen Koordinaten a,b, c durch 
1, — 8, 8° +9? bzw. ersetzt. Wir ziehen aber vor, sie direkt abzuleiten, 
wie folgt.!) 

7. Setzen wir o@ = & + ni als äquivalent mit © = & + ni, also eine 





Beziehung LETTER 
Eee rer 
voraus, so folgen daraus die Gleichungen 
er Del +2”) 
| +20yE + y’E’+ 7?) 
r n 


2 er Een ge) 

I“ u A a 
AHLEN 

Der Nenner dieser Brüche ist positiv als Norm der komplexen Zahl 

re&+tni) +6, 

demnach hat n’ dasselbe Vorzeichen wie » und ist also positiv, wenn 

o als Punkt der positiven Halbebene vorausgesetzt wird. Es wird 

nun behauptet, daß jeder Punkt » dieser Halbebene einem Punkte 

des Hauptfeldes äquivalent ist, also einem Punkte &@ =&’+ ni, dessen 

Koordinaten den Ungleichheiten 


(35) elz4, gu4msı 
oder, wenn N(o’) die Norm der komplexen Zahl &’ bedeutet, den 
Ungleichheiten 








(36) No +) SNW)S1 
genügen. Zum Beweise bemerke man, daß die Norm 
(37) Ne + yo) — at + 2Euy + (& + )y 


eine positive quadratische Form (1, 8,8°-+ n?) ist, welche daher für 
gewisse teilerfremde Zahlen = 0, y= y ihren kleinstmöglichen Wert 
annimmt. Setzt man dann 


(38) EN 


F yoa—+6’ 
1) Vgl. Dedekind, Journ. f. Math. 83, S. 270—273. 
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so findet sich hierdurch allein schon die dritte der Ungleichheiten (36) 
erfüllt. Nun lassen sich aber die ganzen Zahlen «, ß auf unendlich 
viele Arten so wählen, daß «ö — 3y=1 wird, und, wenn «,, ß, eine 
Lösung dieser Gleichung bedeutet, so sind sie sämtlich 


e=nu+Y7,ß=P,+ dr 


für alle ganzzahligen 2. Dabei wird aber der reelle Bestandteil von 
©’, wenn & den zu & konjugierten Wert bezeichnet, gleich 

1/0,@ &, @ 

gt, 
und nimmt für einen ganz bestimmten Wert der ganzen Zahl z einen 
Wert zwischen — 5 und +5 an. Diese so bestimmte mit & äquiva- 
lente Zahl o’ leistet also den Aussagen des behaupteten Satzes Ge- 
nüge. 

Jedem Punkte ® des linken Randes des Hauptfeldes ist offenbar 
der symmetrisch zur imaginären Axe liegende Punkt © + 1 desrechten 
Randes äquivalent. Desgleichen ist jedem Punkte o=&8-+ nt des 
halbkreisförmigen Randes, für welchen mithin &° +»? =1 ist, der 


ihm zur imaginären Axe symmetrische Punkt —& + ni = zB äqui- 
valent. Rechnet man also zum Hauptfelde nur die in der Figur 2 
stark ausgezogenen Teile des Kandes, so ist imübrigenkein Punkt 


o@=&-+ni des Hauptfeldes, für welchen die Ungleichheiten 
(39) =3<$<h +f>lh n>0 
erfüllt sind, einem andern Punkte des Hauptfeldes äqui- 


valent. Bestände nämlich für einen solchen Punkt @ =&'+ ri, für 
den also die Ungleichheiten 


) RL 
gelten, eine Beziehung von der Gestalt 
’ «wo + ß 


in welcher &ö—ßy=1 wäre, so wäre einerseits wegen (39) die 
quadratische Form 
Nae+yo)=ar + 250y+ (+ n)y 

eine im engeren Sinne reduzierte Form, die (nach Ende von Nr. 4) 
keiner von ihr verschiedenen solchen Form äquivalent sein kann; 
andererseits ergäbe sich durch Einsetzen des Ausdrucks (41) in die 
Norm N(«’ + y'o’) die Gleichung 

N(& + yo) = N(yo +8) [a2 + 28a y + + 7dy3], 
wenn z=ödr +ßyY, yya+ay 
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gesetzt wird; die reduzierte Form zur Linken wäre also der Form 
zur Rechten äquivalent, welche sich mit Rücksicht auf (40) als im 
weiteren Sinne reduziert erweist. Demnach müßte 


Nyoa+0ö)=|1, er 
also —ı1<f<z und ?+y=Hr>LT, 


die Form also im engeren Sinne reduziert sein. Daraus folgte (nach 
Ende von Nr. 4) £ + Ein also er 


der Voraussetzung zuwider, wonach » von » verschieden gedacht ist. 

8. Nachdem wir so die vollständige Übereinstimmung des reduzier- 

ten Raumes mit seinem Abbilde, dem Hauptfelde der positiven Halb- 
ebene, bestätigt haben, sehen wir nun zu, wie sich dieses Hauptfeld 
durch jede beliebige Substitution in ein äquivalentes Gebiet der Halb- 
ebene überträgt. Die so entstehende Einteilung dieser Halb- 
ebene ist dann das genaue Korrelat zur Einteilung des 
Kreisinnern in seine Elementardreiecke. 
Allen Punkten mit derselben Abzisse 8, d.i. jeder Parallelen zur 
imaginären Axe, insbesondere also jedem der beiden geradlinigen 
Ränder des Hauptfeldes entspricht nach der ersten der Formeln (34) 
in der positiven Halbebene ein Halbkreis, welcher seinen Mittelpunkt 
auf der reellen Axe hat, diese also unter rechten Winkeln schneidet. 
Für die besonderen Substitutionen von der Form »@ = o + ß artet 
diese Kreislinie in eine zur imaginären Axe parallele Gerade &=&+ß 
aus. Der Kreislinie &?+ „= 1 aber, d. i. dem untern Rande des 
Hauptfeldes, entspricht nach der dritten der Formeln (34) gleichfalls 
eine Kreislinie von der zuvor bezeichneten Art. Daher wird im all- 
gemeinen jedes dem Hauptfelde äquivalente Gebiet der Halbebene 
ein von Kreisbögen begrenztes endliches Dreieck sein, welches nur 
für jene besonderen Substitutionen in einen nach unten durch einen 
Kreisbogen begrenzten, nach oben unendlich ausgedehnten Parallel- 
streifen zur imaginären Axe ausartet. 

Da jeder Punkt der Halbebene einem Punkte des Hauptfeldes äqui- 
valent ist, also einem der gedachten Felder angehören muß, so über- 
decken alle diese Felder die ganze Ebene lückenlos, Sie 
überdecken sie aber auch nur einfach, d. h. zwei von ihnen 
haben keinen inneren Punkt gemeinsam. Denn, gehörte ein Punkt » 
zwei verschiedenen Feldern an und dabei wenigstens einem derselben 
als ein innerer Punkt, so gäbe es zwei verschiedene Substitutionen 


N. do Bl AR ww wi 
 yo+96? "Yo. 0? 


durch welche » zwei verschiedenen Punkten des Hauptfeldes äquiva- 
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lent würde?), von denen wenigstens einer dessen Innerem angehörte; 
diese würden also auch miteinander äquivalent sein, was dem in voriger 
Nr. Bewiesenen widerspricht. Nur der Punkt & = x ist allen dem 
Hauptfelde äquivalenten Parallelstreifen gemeinsam, aber nicht als 
ein innerer Punkt, sondern als ihr dritter Eckpunkt. Die diesem Punkte 
des Hauptfeldes entsprechenden Eckpunkte der endlichen Felder sind 


die rationalen Punkte der reellen Axe, da jeder Ausdruck er für 


* . . & . . 
© = 00 sich auf einen rationalen Wert — reduziert. In jedem solchen 


D 
Punkte der reellen Axe aber stehen senkrecht zur Axe unendlich viele 
äquivalente Dreiecke, die ihn zur einen Ecke haben; denn ist in klein- 


u » . . . . . 
sten Zahlen — irgendein rationaler Wert, so gibt es unendlich viele 


ganzzahlige Lösungen ß,ö der Gleichung «d — ßy —=1, also unendlich 
viele verschiedene Substitutionen #0 = ee und unendlich viele dem 
Hauptfelde äquivalente Felder, denen der = & entsprechende Punkt — 


als ein gemeinsamer Eckpunkt angehört. Alle diese Felder rücken der 
reellen Axe, indem sie kleiner und kleiner werden, immer näher, und 
somit kann die obenerwähnte Klasse R der rationalen reellen Zahlen, 
soweit es sich um Äquivalenz handelt, als die eigentliche Begrenzung 
der positiven Halbebene angesehen werden. Sie ist das genaue Korre- 
lat zur Gesamtheit der auf der Kreisperipherie liegenden Eckpunkte 
sämtlicher Elementardreiecke. 

9. Wir fügen diesen Betrachtungen zunächst noch einige: inter- 
essante Bemerkungen an (s. A. Hurwitz, Math. Ann. Bd. 18, 5.528). 

Zuerst sieht man leichtein, daß in jedem Parallelstreifen 
zur imaginären Axe nur eine endliche Anzahl von Punkten 
0 —=#&-+ni vorhanden sein kann, welche einem gegebenen 
Punkte o=&+ni äquivalent sind, und für die 7 >» ist. Setzt 


.. lı h > 
man nämlic ER Vaaaude il DR STEH By = 














70406’ 
voraus und bezeichnet mit ®, ®’ die bzw.zu ©, ® konjugierten 
Werte, so ist ee Br +ß _eö+ e) Dre rc 
2\yvo+d yoa-to6 N(yo-+8) 
ee Ar +P + Th) 
TR 2yo+ö yoa-t6 
1) Wären nämlich ®’, @” einander gleich, so bestände eine Beziehung 
@ ak: © oder vo’ + (e—-M)o—u=0 mit %e — uv=1 und den für eine 


Reduzierte (v, g — 4, u) negativer Determinante geltenden Ungleichheiten 
= = . . . ’ . r IFrR we 3 
e—4Z|v|<Z|u|; dies gibt aber nur die Werte # =: oder 0’ = Ra — 


die auf den Rand des reduzierten Gebietes fallen. 
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Die Bedingung 7'> n kommt also auf die Ungleichheit 
Nyo+I)=9°+280y+ (+)? <1 


hinaus, der nur eine endliche Anzahl ganzzahliger, a fortiori also auch 
nur eine endliche Anzahl teilerfremder Zahlen y, ö genügen kann. 
Ist dann für ein solches System von Zahlen «,, ß, irgendeine Lösung 
der Gleichung «&ö — ßy = 1, so darf man 


e=ÜurY2, P=ßt 92 
setzen, wo 2 ganzzahlig, und demnach wird 


’ he he Ya 0 

Erg Icrer, ler. 
und es gibt nur eine endliche Anzahl ganzer Zahlen z, für welche 
etwa dieser Wert zwischen die den Rändern des Parallelstreifens zu- 
gehörigen Abszissen fallen kann. 

Auf Grund dieses Satzes wollen wir nun die Substitution aufsuchen, 
durch welche ein beliebig gegebener Punkt © =& + nt in das Haupt- 
feld übergeführt wird. Sei } die zunächst an & gelegene ganze Zahl, 
so daB &— h zwischen die Grenzen + } zu liegen kommt; dann ist 
der Punkt 





Fr a & ai mi, 
vorn d=&—h y=n ist, zufolge der Beziehung 
(42) V=o—h 


äquivalent mit o, und man hat — 3<&'<;. Ist daher auch &$°+ 7” 31, 
so fällt ®&’ in das Hauptfeld hinein. Audemfall ist 


(43) 


das ist a 


ein mit ©',also auch mito äquivalenter Punkt, dessen Abszisse „> y'=n 
ist. Von diesem ausgehend gelangt man durch eine Substitution 
von der Form (42) zu einem wieder mit o äquivalenten Punkte @”, 
dessen Ordinate 7” gleich 7’ und dessen Abszisse &”’ zwischen — # 
und + % enthalten ist, der also entweder im Hauptfelde liegt oder 
durch eine Substitution von der Form (43) in einen Punkt &”” über- 
geht, dessen Ordinate wieder größer als 7” > n ist, usw. Da ein un- 
begrenzter Fortgang dieser Art unendlich viele mit © äquivalente, 
zwischen den das Hauptfeld begrenzenden Parallelen liegende Punkte 
mit einer Ordinate größer als 7 liefern müßte, so folgt nach dem vor- 
aufgeschickten Satze, daß man nach einer endlichen Anzahl von Sub- 
stitutionen von der Art (42) und (43) zu einem mit ® äquivalenten 
Punkte des Hauptfeldes gelangen muß. Man bedenke ferner, daß eine 
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Substitution von der Form (42) offenbar, je nachdem "h negativ gleich 
— x# oder positiv ist, durch die «malige bzw. hmalige Wiederholung 
der Substitution „ —_ u Re ar gr 
deren letztere die Inverse der ersteren ist, hervorgebracht werden 
kann. Daraus entnimmt man sogleich das nachfolgende bemerkens- 
werte Ergebnis: Jede Substitution von der Form 


‚ 7 
(44) Di u 
worinaed— ßy=1list, kann aus den beiden Substitutionen 
(45) g=o+l, @ = 22 


(und ihren Inversen) zusammengesetzt werden. 

Man kann diesem Satze einen anderen Ausdruck geben, wenn man 
beachtet, daß jeder Substitution (44) eine Substitution anderer Art, 
nämlich die Beziehungen von der Form 


(46) “=ax+tßy Y-ya+tböy 


zwischen zwei Systemen &, y und «, y’ von Zahlen, an die Seite ge- 
stellt werden kann. Ist 


4T\ RS, ar? d 

(47) Er Are 

eine zweite Substitution der ersteren Art und 
(48) x ER ac” + By", Yy u ya + öy" 


das ihr entsprechende System von Gleichungen, so haben wir in Nr. 6 
gezeigt, wie die beiden Substitutionen (44) und (47) sich zu einer 
einzigen ri 

y'o’+6 
zusammensetzen, deren Koeffizienten durch die Gleichungen (30) be- 
stimmt wurden. Verbindet man aber die Gleichungen (46) und (48), 
um x, y zu eliminieren, so erhält man neue Gleichungen 


[4 ’» mM ver 0er ’ w_n 1 
“=-aw+ßy, yerardy 


mit ebendenselben Koeffizienten, welche mithin die zur zusammen- 
gesetzten Substitution der ersteren Art zugehörige Substitution der 
zweiten Art darstellen. Die Bildung der Koeffizienten bei der Zu- 
sammensetzung von Substitutionen ist also in beiden Fällen die gleiche. 
Nun entsprechen den beiden besonderen Substitutionen (45) der 
ersteren Art die beiden Gleichungssysteme 





(49) =ı+yyY=y bw d!=--yy=-ı. 
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Demnach kann der vorige Satz auch dahin ausgesprochen werden, 
daß jede lineare Substitution von der Form (46), für welche 
«Ö — ßy=1 ist, sich aus den beiden besonderen Substitu- 
tionen (49) — und ihren Inversen — zusammensetzen läßt. 
10. Es bleiben nun noch die unbestimmten Formen zu behandeln. 
Diesen entsprechen die irrationalen Punkte der reellen Axe, aber sie 
lassen sich nicht in ähnlicher Weise in äquivalente Gebiete zerlegen 
wie die Gesamtheit der den positiven Formen entsprechenden Punkte 
der Ebene. Vielmehr muß man hier wieder auf jenen Hermiteschen 
Grundgedanken zurückgreifen, den wir in Nr.5 erwähnten und zu 
diesem Zwecke nun in seiner ursprünglichen Fassung entwickeln. 
Man denke die unbestimmte Form 


f= ax? + 2baxy -+ cy? 
in ihre beiden irrationalen Faktoren zerlegt: 
(80) f= ala — 0,y) (@ — 0%), 
wo also @,, @, die beiden reellen Wurzeln der Form sind; Hermite 


stellt, unter A einen reellen Parameter verstehend, der positiv gedacht 
werden kann, ihr die positive Form 


(51) F=(£ — o,y)’ + 42 — &Y)* 

an die Seite und bezeichnet die unbestimmte Form fals re- 
duziert, wenn es Werte von A gibt, für welche die Form F 
reduziert ist. Die Wurzeln der letzteren sind 


De —io,t oa, +0, , , Ma, — @) 





ATi 0 E araa e se 
also ist F' und damit auch f eine reduzierte Form, wenn 
l&] = [trt 
ST PEWT 2 


(52) NR 
ß A 2.1473 “2, > 

+n= ar mi 

ist. Eliminiert man aus diesen Beziehungen den Parameter 4, so er- 

gibt sich EL M— (io, +0) + 0,0, — 0 

oder a. +) +2b5+c=0, 


d.i. die Gleichung eines Kreises, der seinen Mittelpunkt auf der reellen 
Axe hat, sie in den Punkten &= o, und 5 = », schneidet und nach 
der Schlußbemerkung in Nr. 6 das Abbild der zum Punkte a, b, c ge- 
hörigen Polare ist; die Ungleichheiten (52) aber definieren diejenigen 
Punkte &, n7 desselben, welche etwa in das Hauptfeld hineinfallen. 
Demnach darf man auch sagen: DieForm f heißt reduziert, wenn 
der hier bezeichnete Kreis das Hauptfeld schneidet. 
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Nun ist aber der möglicherweise in dieses Hauptfeld fallende Bogen 
des Kreises begrenzt, mit anderen Worten: der Wert des Parameters 
} ist durch die Ungleichheiten (52) auf ein endliches Intervall be- 
schränkt; läßt man ihn von irgendeinem, diesen Ungleichheiten ge- 
nügenden Werte an stetig wachsen oder stetig abnehmen, so wird 
ein Augenblick eintreten, wo sie nicht mehr erfüllt werden, die Form 
F also aufhört, eine reduzierte Form zu sein. Alsdann aber kann sie 
durch eine geeignete unimodulare Substitution 


an +ßy, yayaıoy 


in eine äquivalente Form verwandelt und dieser die Gestalt 





(e— ya,)’: F 
gegeben werden, wo, wenn 
er Te Khan, 
und F=(# —o,y)” +32? (& — o,y) 


gesetzt wird, F’” eine Form ist, die ihrerseits in einem gewissen In- 
tervalle für A’, d. h.in einem gewissen neuen Intervalle für A redu- 
ziert bleibt. Durch dieselbe Substitution geht auch die Form f in 
eine ihr äquivalente Form 


x Er a (x As o%) (x 3} 0%) 
über, worin a = ale — yo,) (« — yo,) 


gesetzt ist, und welche nach der angegebenen Definition zugleich mit 
F’ reduziert ist. Wiederholt man am Ende des neuen Intervalls für 
i dieselbe Betrachtung, um wiederum zu reduzieren usw., So er- 
hält man aus der Form feine unbegrenzte Reiheäquivalen- 
ter reduzierterFormen (die nicht alle verschieden zu sein brauchen), 
denen in der Ebene eine ebensolche Reihe sich aneinander- 
schließender Kreisbögen entspricht, welche das Hauptfeld 
durchsetzen. — Sollten für die gegebene Form f die Ungleich- 
heiten (52) für kein A erfüllbar sein, so müßte man schon anfangs 
die Form F reduzieren, um dann von den so aus F' und f erhaltenen 
ihnen bzw. äquivalenten Formen ab das dargelegte Verfahren auszu- 
führen. Es treten hiermit völlig entsprechende Verhältnisse ein, wie 
sie bei der früheren geometrischen Deutung der quadratischen For- 
men in Nr. 5 bemerkt worden sind, obwohl, was hervorgehoben wer- 
den mag, die hier gegebene Definition reduzierter unbestimmter For- 
men sich mit der dortigen nicht deckt. Weiter auf jene Verhältnisse 
einzugehen dürfen wir hier unterlassen, da wir sie später noch näher 
erörtern werden; hier genügt uns, das Prinzip der Hermiteschen 
Auffassung kurz gezeichnet zu haben. Es sei nur zum Schluß noch 
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auf den wichtigen Unterschied zwischen bestimmten und unbestimm- 
ten Formen aufmerksam gemacht, der bei beiden geometrischen Deu- 
tungen sich in dem Umstande geäußert hat, daß bei jenen aus jeder 
Klasse eine einzige Form als reduziert herausgehoben werden kann, 
während bei diesen stets nur eine ganze Kette solcher Formen sich 
absondern läßt, ein Umstand, der für die Entscheidung über die Äqui- 
valenz zweier Formen wesentliche Bedeutung hat. 


Zweites Kapitel. 


Gitter und Kettenbrüche. 


1. Bisher haben wir die Gesamtheit der quadratischen For- 
men (a,b,c) betrachtet; nunmehr wollen wir der Gesamtheit der 
Werte unsere Aufmerksamkeit zuwenden, welche durch eine ein- 
zige quadratische Form az? + 2bxy + cy? dargestellt werden, 
also der Gesamtheit der ganzzahligen Wertesysteme zweier 
reellen Variabeln x, y entsprechen. 

Die Werte einer einzigen reellen Veränderlichen « lassen sich geo- 
metrisch als Punkte einer Geraden darstellen, nämlich als die End- 
punkte der Abszissen, deren Längen je gleich |x| sind. Hiernach 
sprechen wir dann vom Werte x auch als vom Punkte x und um- 
gekehrt. Allen ganzzahligen x entspricht so eine vom Nullpunkte nach 
beiden Seiten hin ausgehende Reihe äquidistanter Punkte, deren Ab- 
stand je gleich der willkürlich angenommenen Längeneinheit ist. Hier 
gelten zwei Tatsachen, die, so selbstverständlich sie erscheinen, doch 
ebenso wichtig zu bemerken sind. 

Erstens: In jedem Intervall von x bis <> x der Geraden, wel- 
ches gleich oder größer als 1 ist, liegt mindestens ein ganzzahliger 
Punkt. Denn, bezeichnet [x] die größte nicht über x gelegene ganze 
Zahl und setzt man «= [x] + r, so ist nach Voraussetzung 

“>|eltr+1>lelti1>e, 
mithin die ganze Zahl [x] + 1 in dem gedachten Intervall enthalten. 
Grenzt man also um den Nullpunkt als Mittelpunkt ein 
Intervall ab, welches > 2 ist, so findet sich in demselben 
mindestens ein Paar ganzzahliger, gegen den Nullpunkt 
symmetrisch liegender Punkte. 

Zweitens: Liegen im Innern eines Intervalls von x bisx’>x, welches 
gleich oder kleiner als die ganze Zahl » ist, n + 1 der Größe nach 
geordnete Punkte 2,2%, , &,,,, wobei einer der Punkte ©,,%,,, 
auch mit dem Punkte & bzw. x” zusammenfallend gedacht werden 
darf, so ist wenigstens für zwei aufeinanderfolgende jener Punkte ihr 
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Abstand voneinander kleiner als 1. Denn sonst wäre die Summe die- 
ser Abstände, d. i. der gesamte Abstand von x, bis &,,, mindestens 
gleich n und a fortiori das Intervall- von x bis x’ größer als n. — 
Oder auch so: Denkt man die Punkte x, mit den bezüglichen Inter- 
vallen von &, — 5 bis x, + 3 umgeben, so ist deren gesamte Summe 
gleich » + 1. Da sie aber insgesamt in dem Intervalle von x — } bis 
x + % enthalten sind, dessen Größe höchstens gleich n + 1 ist, so 
sind nur zwei Fälle denkbar: entweder schließen jene Intervalle ge- 
nau aneinander, so daß allgemein 
AR et rk En Ar 

ist; dann wäre &,,, =&, + 1, und die Punkte x, 9, '%,,, würden 
in diesem besonderen Falle, während der erste und letzte das Inter- 
vall x2° begrenzen, es in n gleiche Teile zerlegen; oder jene Inter- 
valle müssen teilweise übereinandergreifen; ist dies etwa für die zu 
x, und zu x,,, gehörigen Intervalle der Fall, so ist für jeden ihnen 
gemeinsamen Punkt $ 

FE ee A 
mithin z,,, — 2, <1 (s. Borel, Journ. des Math. (5) t. 9). 

Man kann dieser Tatsache auch die folgende Fassung 
geben. Teilt man das Intervall von O bis » durch die ganzen Zahlen 
1,2,3,.+:n— 1 in n gleiche Teile, so müssen von » + 1 in das 
Innere dieses Intervalls fallenden, der Größe nach geordneten Punk- 
ten &,, 29, ° 2,,, wenigstens zwei in dasselbe Teilintervall fallen. 
Denn sonst läge zwischen je zwei aufeinanderfolgenden dieser Punkte 
mindestens ein ganzzahliger, also lägen im Intervall x, bis » inklu- 
sive, welches kleiner ist als 2, mindestens a + 1 voneinander ver- 
schiedene ganzzahlige, d. h. solche Punkte, deren gegenseitiger Ab- 
stand > 1 ist, was der vorigen Bemerkung zuwiderläuft. 

Von dieser Bemerkung hat zuerst Dirichlet einen genialen weit- 
gehenden Gebrauch gemacht. Im Grunde besagt sie nur die triviale 
Tatsache, daß die Elemente einer aus „+1 Dingen bestehenden Mehr- 
heit den Elementen einer Mehrheit von » Dingen nur so zugeordnet 
werden können, daß wenigstens einem Elemente der letzteren mehr 
als ein Element der ersteren zugeteilt wird. 

2. Ließ sich die eindimensionale Manniefaltigkeit einer reellen 
Veränderlichen x durch die Punkte einer Geraden veranschaulichen, 
so bedarf es zur Versinnlichung der zweidimensionalen Mannigfaltig- 
keit aller Wertesysteme zweier reellen Veränderlichen x, y einer Ebene. 
Man denke sich in einer solehen zwei unter einem beliebigen Winkel 
sich kreuzende Geraden OX, OY als Koordinatenaxen, trage auf OX 
nach beiden Seiten von O gleiche Strecken von einer beliebigen Länge 
a, auf OY solche von einer ebenfalls beliebigen Länge b ab und ziehe 
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durch die Endpunkte derselben Parallelen bzw. zur Axe OY und OX; 
die zwei Parallelenscharen bilden dann ein Netz oder ein Gitter, 
das sich aus lauter kongruenten Parallelogrammen von der Größe 


ab-sing 


zusammensetzt: wir wollen es als Grundgitter bezeichnen; ihren 
Durchschnittspunkten, den sog. Netz- oder Gitterpunkten aber 
kommen die Koordinaten az, by für alle ganzzahligen W ertsysteme 
x, y zu; sie können demnach als Repräsentanten der letzteren an- 
gesehen werden. Faßt man die Koordinaten als Vektoren auf, so 
entspricht jedem Gitterpunkte ein Vektor 


ax + by 
oder ein Wert der Linearform 
(1) f=ax + by; 


man darf daher das Gitter, genauer seine Gitterpunkte, auch als den 
geometrischen Ausdruck für die Gesamtheit der Werte betrachten, 
welche aus der Linearform f mittels ganzzahliger x, y hervorgehen. 
Letztere Gesamtheit bildet einen sog. Zahlenmodul, d. h. sie hat 
die charakteristische Eigenschaft, daß zwei beliebige ihrer Zahlen als 
Summe und Differenz wieder eine Zahl der Gesamtheit ergeben. Sind 
daher 

(2) U=ac+by B=aß+bo 


zwei solche Werte von f, wobei wir voraussetzen wollen, daß «ö — By 
nicht Null sei, so gehören auch die Werte 


Ar’ +Dy = alaX +PBy) + b(ya’ + dy) 


für alle ganzzahligen x, y’ derselben Gesamtheit an, bilden aber 
offenbar selbst wieder einen Modul von Zahlen. Durch die Substitution 


(3) w= ar +ßByY, y-ya+oy 


mit ganzzahligen «, ß, y, d, durch welche die Linearform f in die 
andere 


(4) F=XUr + By 
übergeht, so daß die Beziehung 
(5) ac +by= Ar + By 


durch die Gleichungen (3) identisch erfüllt wird, geht also aus dem 
Modul / ein anderer Modul F' hervor, dessen Zahlen sämtlich dem 
ersteren zugehören, da zufolge (3) ganzzahligen x’, y' auch ganzzahlige 
%, y entsprechen. Der Modul F' ist daher ein Teiler von f, d. i. ent- 
halten in f. Sollen auch umgekehrt ganzzahligen x, y stets ganz- 
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zahlige x, y’ entsprechen, so ist bekanntlich notwendig und hin- 
reichend, daß der Substitutionsmodul 


(6) ö Py— Hl 


ist. In diesem Falle gehören dann zufolge der Identität (5) auch alle 
nr 


ZEN 
SSBE/ER 
en 





Fig. 3. 


Zahlen des Moduls f zum Modul F, und somit sind beide Moduln 
identisch, d. h. sie bestehen insgesamt aus denselben Zahlen. 

Faßt man dies nun geometrisch auf (Fig. 3), so bestimmen die 
Gleichungen (2) die beiden Vektoren OX und OB, die nach den Punk- 
ten «, » bzw. ß,ö des Grundgitters hingehen; das Gitter aber, wel- 
ches aus diesen Vektoren gebildet wird wie das Grundgitter aus den 
Vektoren Oa und Ob, ist diesem eingelagert, d.h. alle seine Gitter- 
punkte fallen mit Gitterpunkten des letzteren zusammen; und die Be- 
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ziehung (6) bezeichnet die Bedingung dafür, daß auch das Umge- 
kehrte eintritt und somit das neue Gitter mit dem Grundgitter sich 
deckt. Bekanntlich bestimmt sich der Inhalt jedes der dem neuen 
Gitter zugehörigen Parallelogramme aus den Koordinaten a«, by; 


aß, bö der Punkte A und DB mittels des Ausdrucks 
+(ae-bd— aß. Dby)sinpg=+ (ad — Py)-absing, 


ist also um den Absolutwert von «ö — ßy mal größer als das Fun- 
damentalparallelogramm des Grundgitters, Die Bedingung 
dafür, daß die beiden Gitter sich decken, läuft geometrisch 
also darauf hinaus, daß die Fundamentalparallelogramme 
beider Gitter gleichen Inhalts sind. 

Behält man im Gitter nur die Gitterpunkte bei, während die Par- 
allelen, deren Durchschnitte sie sind, unterdrückt werden, so ent- 
steht im Unterschiede von dem ursprünglichen Parallelgitter ein 
sog. Punktgitter. Aus der voraufgehenden Betrachtung ersieht man, 
daß ein solches Punktgitter auf unzählig viele verschiedene Arten als 
Parallelgitter aufgefaßt werden kann, und daß diese sämtlich aus 
einem beliebigen von ihnen, das als Grundgitter zu denken ist, durch 
die verschiedenen Substitutionen mit dem Modul +1: 


z=aXr + By, Ye ya GE öy, («6 — hy = ei 1) 


hervorgehen. Wir bezeichnen sie als diedem Punktgitter eigenen 
Parallelgitter. 

3. Nun leiten wir einen Satz her, der nur eine Verallgemeinerung 
der ersten der in Nr. 1 hervorgehobenen einfachen Tatsachen, selbst 
aber einer großen Verallgemeinerung für Mannigfaltigkeiten beliebiger 
Dimension fähig ist und das wesentliche Prinzip für die Untersu- 
chungen bildet, dieMinkowski unter dem Titel einer „Geometrie der 
Zahlen“ zusammengefaßt hat. Wir werden ihn deshalb in der Folge 
als den Minkowskischen Grundsatz bezeichnen. 

Man denke sich um den Nullpunkt O des Punktgitters ein end- 
liches Gebiet abgegrenzt durch eine in sich geschlossene Kurve, wel- 
che O zum Mittelpunkt hat und nach außen hin überall konvex ist, 
einen Kreis, eine Ellipse oder dergleichen. Wird diese gleichmäßig 
in allen Richtungen von O aus hinreichend zusammengezogen, so 
wird sie außer dem Nullpunkte keinen weiteren Gitterpunkt ein- 
schließen; von da aus aber ebenso wieder ausgedehnt, wird sie all- 
mählich ein oder zugleich mehrere Paare P, P’ gegen 0 symmetrisch 
gelegener Gitterpunkte in der Umgebung von O in sich aufnehmen. 
In dem Augenblicke, wo dies geschieht, sei 7% der Inhalt der von der 
Kurve begrenzten Fläche. Nun ziehe man die Kurve wieder im Ver- 
hältnisse von 2:1 gleichmäßig zusammen, so daß der Inhalt der von 
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ihr umschlossenen Fläche S wird, und denke dann diese Fläche nach 


jedem der Gitterpunkte des Grundgitters als Mittelpunkt parallel ver- 
schoben. Es ist klar, daß die so um P, P’ abgegrenzten Flächen die 
Fläche um O in den Mittelpunkten der Strecken OP bzw. OP’ nur 
von außen berühren, also von der Fläche um OÖ völlig getrennt blei- 
ben werden. Da für jeden anderen Gitterpunkt und seine Umgebung 
genau gleiches gelten muß, sieht man, daß auf jeden einzelnen Gitter- 


punkt des Grundgitters je ein Flächenstück von der Größe “ kommt, 


diese sich aber nirgends überdecken, sondern im allgemeinen noch 
Teile der gesamten Ebene unbedeckt lassen werden. Wenn aber 
andererseits um jeden Gitterpunkt ein Parallelogramm konstruiert 
wird, das ihn zum Mittelpunkte hat und dem Fundamentalparallelo- 
gramme kongruent ist, so werden diese die gesamte Ebene lücken- 


los und einfach überdecken. Daraus ist zu schließen, daß A nicht 


größerseinkann alsder Inhalt des Fundamentalparallelogrammes. Wird 
letzterer zur Flächeneinheit gewählt, so ergibt sich also 
die Beziehung 

(7) 8 <4 

Wenn jetzt bei stetiger Ausdehnung der um OÖ gedachten Kurve die 
von ihr umschlossene Fläche > 4 wird, so wird sie der vorstehenden 
Ungleichheit zufolge um so mehr > %, umfaßt also diese Fläche und 
mit ihr die Gitterpunkte P, P’. Somit gelangt man zu folgendem Er- 
gebnisse: 

Minkowskis Grundsatz. Ein um den Nullpunkt des Gitters 
durcheinegeschlossene Kurve, welcheihnzumMittelpunkte 
hat und nach außen konvex ist, abgegrenztes Flächenstück 
enthält, falls sein Inhalt S4 ist, inseinemInnernoderdoch, 
falls das Gleichheitszeichen gilt, auf seiner Begrenzung 
mindestens ein Paar gegen den Nullpunkt symmetrisch 
liegender Gitterpunkte. 

4. Von diesem Grundsatze soll sogleich eine sehr folgen- 
reiche Anwendung gemacht werden.!) 


Seien 
(8) gE=axr+tby, n=ci+dy 
zwei Linearformen mit reellen Koeffizienten und 
(9) A=ad—bc 


ihre von Null verschieden gedachte Determinante. Die Gleichungen 


1) S. hierzu Minkowski, „Geometrie der Zahlen“ (Leipzig 1910), 8. 147 ff. 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 3 
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&£=(0,n=0 stellen dann zwei durch den Nullpunkt O, d. i. den Gitter- 
punkt 0, O hindurchgehende Geraden und die Gleichungen 


(10) Ee= +4, N u 


die Seiten eines Parallelogrammes dar, welches den Nullpunkt zum 
Mittelpunkt hat und kurz als das Parallelogramm [A, u] bezeichnet 
werden soll. Sein Inhalt Z, unter welchem das über das Par- 


allelogramm erstreckte Integral / [dxdyverstanden werde, 
ist, da zufolge (8) die Funktionaldeterminante der &, 7 in bezug auf 


die x, y gleich A ist, gleich Br Sfaza, also 
(11) I =. 


In einen solchen Parallelogramme kann außer dem Nulipunkte nur 
eine endliche Anzahl von Gitterpunkten liegen, die sich stets zu 
Paaren von je zwei zum Nullpunkte symmetrisch gelegenen Gitter- 
punkten zusammenfassen lassen. Ein Parallelogramm [A, w] soll ein 
freies heißen, wenn es keinen Gitterpunkt außer dem Nullpunkt in 
seinem Innern enthält, während solche auf seiner Begrenzung vor- 
handen sein können. Hört es auf, ein freies zu sein, wenn A oder u 
oder beide auch noch so wenig vergrößert werden, so soll [A, u] ein 
äußerstes (freies) Parallelogramm genannt werden. 

Aus dieser Definition geht sogleich hervor, daß bei einem äußersten 
Parallelogramm sowohl auf den &-Seiten als auch auf den y-Seiten 
mindestens ein Gitterpunkt liegen muß, diese aber nicht nur in seine 
Ecken fallen dürfen, denn andernfalls könnte man zwei parallele 
Seiten weiter voneinander entfernen, ohne daß zunächst Gitterpunkte 
in das Innere träten. Ferner ergibt sich der Satz: 

A. Sind [A, u], [4, u] zwei äußerste Parallelogramme, so 
mußentwederA>A, uw<uwoderA<A, u>u’ sein. Denn, wären 
zugleich A> 4, u>w oder A<A,u< u’, so enthielte im ersteren 
Falle [A, #] das Parallelogramm [A’, u], wenn es nicht mit ihm iden- 
tisch ist, samt den Gitterpunkten desselben in seinem Innern, und um- 
gekehrt im zweiten Falle, entgegen der Bedeutung eines äußersten 
Parallelogrammes. 

5. Als weitere Grundlage für unsere Betrachtungen beweisen wir 
die nachfolgenden Sätze: 

B. Ist das von den Geraden 


(12) sehr! 
begrenzte Parallelogramm ein freies und liegen auf seiner 


Begrenzung mehr als zwei Paare von Gitterpunkten, so 
muß die Determinante A=-+ 1 sein. Denn, wären mindestens 
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drei solcher Paare darauf vorhanden, also sechs ganzzahlige Systeme 
&, y, für welche wenigstens eine der Größen &, n absolut 1 wäre, so 
müßten, da die Werte von &, n nur vier verschiedene Vorzeichenkom- 
binationen darbieten, ihnen wenigstens zwei jener Systeme: x’, y'; 
x", y' Werte von je demselben Vorzeichen erteilen. Der vom Null- 
punkte verschiedene Gitterpunkt 2 = x’ — x”, y’ = y’ — y’ würde 
ihnen also Werte geben, die absolut kleiner als 1 sind, es sei denn, 
daß für eins der beiden Systeme, etwa x’, y', eine der Größen &, n, 
etwa n—= 0, mithin die andere &= + 1 wäre, wo dann 7 für den 
Gitterpunkt x°, y’ absolut gleich 1 sein könnte. Dieser Fall müßte 
aber eintreten, denn im andern würde x°, y° ins Innere des Parallelo- 
grammes fallen, dasselbe also kein freies sein. Somit müßte x’, y eine 
ganzzahlige Auflösung der Gleichung 


(13) n=c#+dy=0 
und zugleich 
(14) gs=-ar+by=+1 


sein. Der Punkt x’, y' wäre hiernach Mittelpunkt einer der &-Seiten. 
Nun könnte innerhalb dieser Seite kein weiterer Gitterpunkt liegen, 
da sonst gegen die Voraussetzung, wie sofort einzusehen, auf der Ge- 
raden &= 0 im Innern des Parallelogramms noch ein von Null ver- 
schiedener Gitterpunkt vorhanden sein würde. Die übrigen der vor- 
ausgesetzten Paare von Gitterpunkten lägen daher auf den n-Seiten. 
Sei dann z,,y, ein Gitterpunkt auf der Seite 7 = 1, mithin 


(15) ea +dy=l, 


so findet man durch Verbindung dieser Gleichung mit den beiden 
voraufgehenden die Beziehung 
Ary-ay)=4tl; 

aus welcher, da x’y, — x,y’ eine ganze Zahl ist, |A|< 1 hervorgeht. 
Andererseits beträgt nach Minkowskis Grundsatz der Inhalt des als 
frei vorausgesetzten Parallelogrammes (welches als eine konvexe Figur 
gelten darf) nicht mehr als 4, zufolge (11) ist also A|S1, und 
demnach wie behauptet, A= +1. 

C. Umgekehrt: Ist das gedachte Parallelogramm ein freies 
und A=+[1, so liegen auf seinen Seiten mehr als zwei Paare 
vonGitterpunkten. Denn nach Minkowskis Grundsatz findet sich 
darauf wenigstens ein solches Paar. Wäre nur ein solches vorhanden, 
etwa auf den &-Seiten, oder auch nur zwei, beide auf diesen Seiten, 
so bliebe für ein hinreichend kleines ö das Parallelogramm [1,1 + 6] 
noch ein freies, hätte aber einen Inhalt > 4, dem Minkowskischen 


Grundsatze zuwider. Es müßte also, wenn nur zwei Paare vorhanden 
3* 
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sind, sowohl auf die &- als auch auf die n-Seiten ein Paar fallen. 
Läge nun eins derselben, etwa das auf den y-Seiten, nicht in deren 
Mitte, so bliebe das Parallelogramm noch ein freies, wenn diese Seiten 
hinreichend wenig um ihre Gitterpunkte gedreht würden; dadurch 
würde aber bei einer der beiden Richtungen der Drehung der Inhalt 
> 4, was wieder gegen jenen Grundsatz verstößt. Hiernach fielen 
notwendig die beiden Paare von Gitterpunkten in die Mittelpunkte 
der Seiten; dann lägen aber solche auch in den Ecken, und es gäbe 
vier, nicht nur zwei Paare von Gitterpunkten auf dem Parallelogramm. 
Demnach sind stets mehr als zwei Paare vorhanden und als- 
dann, wie bei B., ein Paar in den Mitten zweier Parallelen, die übrigen 
auf den anderen Parallelen. Es könnten zudem auf diesen auch nicht 
mehr als zwei Paare liegen, denn sonst fielen zwei Gitterpunkte auf 
dieselbe Hälfte derselben, woraus sogleich erkennbar, daß dann im 
Innern des Parallelogramms außer dem Nullpunkte noch ein Gitter- 
punkt vorhanden wäre, gegen die Voraussetzung. 

D. Ist endlich A=+1 und gelten Gleichungen wie die 
Gleichungen (13) und (14), liegt also auf der Mitte einer der 
Seiten des Parallelogramms (12) ein Gitterpunkt «', y und 
sind dabei &, y’ teilerfremde Zahlen, so ist das Parallelo- 
gramm ein freies, nämlich kein vom Nullpunkte verschiedener 
Gitterpunkt in seinem Innern vorhanden. Denn, wäre z,,%, ein sol- 
cher, so hätte man neben den Gleichungen (13) und (14) statt der 
Gleichung (15) die Ungleichheit 


le, + ay|<1, 
und es ergäbe sich die Beziehung 
en-ayi<i, 


was nur sein könnte, wenn xy, — &,y' = 0 wäre, aber durch den Um- 
stand, daß x’, y’ teilerfremd sind, ausgeschlossen ist. 

6. Wir setzen vonnunan A= 1 voraus und betrachten unter 
dieser Voraussetzung das Parallelogramm (10), dessen Inhalt 
zufolge (11) dann gleich 4Au ist. Dann fließt aus Minkowskis 
Grundsatz sogleich der andere Satz: 

E. Für ein freies [Au] ist stets Au <1. 

Da die Gleichungen (10) mit den anderen: 


b d 
ty El ern! 


gleichbedeutend sind, deren Determinante gleich 0 hier also der 


Einheit nur gleich ist, wenn Au =1 ist, so lassen die Betrachtungen, 
die zu B. geführt haben, die Tatsache erkennen, daß ein freies 
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[4, u] nur dann mehr als zwei Gitterpunktspaare aufweisen 
kann, wenn wenigstens auf einer der Mittellinien &=(, 
n=0 ein Gitterpunkt liegt und Au=1 ist. Die Gerade 
S=ax+by=( enthält aber nur dann Gitterpunkte, wenn a und 
b ein rationales Verhältnis haben; wenn dann m der positive Wert 
ist, für welchen ma, mb zwei teilerfremde ganze Zahlen werden, 
so ist = — mb, y=ma einer der beiden dem Nullpunkt nächsten 
Gitterpunkte auf &= (0 und 


n=—-mb.c+ma:d=m 


der kleinste Wert, den n für die Gitterpunkte auf dieser Geraden an- 
nehmen kann. Für ein freies [A, u] muß also u <m sein. Eben- 
so kann auf n = (0 nur dann ein Gitterpunkt liegen, wenn c, dein 
rationales Verhältnis haben; und wenn dann ? den positiven Wert 
bedeutet, für welchen Zc, ld teilerfremde ganze Zahlen werden, so ist 
x=ld, y=— Ic einer der beiden dem Nullpunkte nächsten Gitter- 


unkte auf n = (0 und 
2 N =ld-a—ldb=| 


der kleinste Wert, den & für die auf dieser Geraden gelegenen Gitter- 
punkte erhält; für ein freies [A, «] ist also A <I. Treten beide 
Fälle zugleich ein, so folgt, daß 


ma-ld— mb.lce=Im(ad — be) = Im 


eine ganze Zahl, mithin {m > 1 ist. Diese Ungleichheit besteht aber 
allgemein, wenn wir für den Fall, daß a, b bzw. c,d kein ratio- 
nales Verhältnis haben, m bzw. ! gleich oo setzen; und dann 
gelten die zuvor für freie [A, u] gefundenen Ungleichheiten A < 1, 
u <A auch in diesen Fällen. Man schließt ferner aus der vorhin her- 
vorgehobenen Tatsache den Satz: 

Ein freies [A,»u], für welches Au <1 ist, kann nicht mehr 
als zwei Paare von Gitterpunkten haben. 

Ist dagegen für ein freies [A, «] 


Au=]1, 
so folgt aus O., daß drei oder vier Paare von Gitterpunkten vorhan- 
den sein müssen, deren wenigstens eins in die Mitten zweier Paral- 
lelen fällt, daß also wenigstens eine der Größen !, m endlich und 
[A, #] mit einem der beiden Parallelogramme 1%, 7); [+ m | iden- 


tisch sein muß. Nach D. ist aber auch jedes der letzteren, falls } bzw. 
m endlich ist, wirklich ein freies Parallelogramm. 

Für den Fall, daß Im =1 ist, fallen sie beide in ein einziges 
zusammen, bei welchem dann Gitterpunkte in den Mitten der Sei- 
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ten, sowie auch in den Ecken gelegen und ihrer vier Paare vorhan- 
den sind. Dieses Parallelogramm ist jedenfalls ein äußerstes. 


Ist dagegen Im > 1 bei endlichem /, also 7 < m, so ist [3, 7 nach 


D. ein freies Parallelogramm und hat nach C. ein Paar Gitterpunkte 
in den Mitten der E- 

Seiten undzweiPaare 

auf den y-Seiten, doch 

I: wegen - <m keins 
in deren Mitten, noch 

also auch in den 

Ecken; es ist dem- 

nach wieder ein 

äußerstes. Da die 

Gitterpunkte nicht 

auf dieselbe Hälfte 

RN der n-Seiten fallen 
dürfen (siehe bei C.), 

so hat& für einen derselben einen zwischen —! und O fallenden Wert —1,, 
und demnach muß (Fig. 4) für den anderen derselben &=1—I, sein. — 


Das Entsprechende gilt für ;; ; m|, falls m endlich ist. 


Hieraus fließen für jedes von diesen zwei Parallelogrammen ver- 
schiedene äußerste [A, u] zufolge A. die Ungleichheiten 


1 1 
ı> m’ u> 1’ 
aus denen auch ersehen wird, daß, wenn /m=1 ist, außer dem einen 
Parallelogramme E a 1 
Dar 


kein äußerstes Parallelogramm weiter vorhanden ist. 

Für jedes andere äußerste [A, u] aber ist Au < 1, mithin ist nur 
je ein Gitterpunkt auf jeder Seite, aber weder in ihrer Mitte noch 
in den Ecken vorhanden. | 

7. Seinunmehr /!m >1. 

Werden bei einem Parallelogramme [4, u] die $-Seiten gleicher- 
weise vom Nullpunkte entfernt oder ihm genähert, so soll dies als 
ein Heben bzw. Senken der &-Seiten (bzw. der n-Seiten, wenn das- 
selbe mit den letzteren geschieht) bezeichnet werden. 


| 1 ’ 
Sei ea, ul 


eine Bestimmung, die möglich ist, da wir < ! vorausgesetzt haben. 
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Dann ist das Parallelogramm [7, 7] von jedem der beiden Parallelo- 


gramme L 7 A - 8 m | verschieden, kann also, da A’: 2 = 1 ist, kein 
freies sein und enthält somit Gitterpunkte, doch keinen auf der Ge- 
raden „= 0, da für einen solchen |&|>1> A’ sein müßte. Sei nun 
n= u der absolut kleinste Wert, den n für einen jener Punkte an- 
nimmt, so kann man durch Senken der n-Seiten bis zu diesem Punkte 
ein [A’, #] bestimmen, das auf den n-Seiten Gitterpunkte, zwischen 
ihnen aber keinen solchen enthält, also ein freies ist. Liegen dabei 
die Gitterpunkte nur in Ecken, also auch in den &-Seiten, so kann 
man durch Heben der n-Seiten es erreichen, daß, während jene in den 
&-Seiten bleiben, zwischen den letzteren noch auf die 7-Seiten Gitter- 
punkte treten, was nach Minkowskis Grundsatz spätestens in dem 
Augenblicke geschehen muß, wo der Inhalt des Parallelogramms die 
Grenze 4 überschreitet. Das so gewonnene Parallelogramm 
[7,w], in welchem u’ > u, wäre dann ein äußerstes. Wenn da- 
gegen Gitterpunkte innerhalb der y-Seiten von [A’, u] vorhanden sind, 
so tritt ebenso beim Heben der &-Seiten ein Augenblick ein, in wel- 
chem auch auf diese zwischen den n-Seiten gelegene Gitterpunkte 
treten, und das so erhaltene Parallelogramm [A, u], in wel- 
chem A>4#4 ist, wäre wiederum ein äußerstes. Zudem gibt es 
in diesem Falle kein äußerstes [A°, u], bei welchem 4 > AP > A wäre; 
denn zufolge A. müßte dann u" >u sein, das Parallelogramm [A°, u°] 
enthielte also [A’, #] und könnte kein äußerstes sein, da es nicht ein- 
mal ein freies wäre. Die Betrachtung bleibt auch anwendbar, wenn 
X =1, das Ausgangsparallelogramm also 1%, 7] ist; offenbar fällt dann 
[?, #] mit diesem zusammen. Hiermach ist folgendes festgestellt: 
Ist -<r 21, so gibt es ein bestimmtes, von r m) ver- 
schiedenes äußerstes [A, u], bei welchem AS A und dabei 
möglichst klein ist. Wenn also Z und m unendlich, d. h. die Ver- 
hältnisse a:b und c: d irrational sind, so ist stets ein äußerstes [A, u] 


vorhanden, für welches Au < 1 ist, da die Parallelogramme [2 r) 


R m | dann ausfallen. Da innerhalb jeder der Seiten eines solchen 


ein Gitterpunkt liegt, gibt es ganze, von 0, O verschiedene Zahlen 
%, Y, für welche | RZ 
art+by—=4, \cxt+dy Zu 
(a8 + by) (ex + dy)| Zu <1 
ist. Man schließt also den Satz: 

Sind ar + by, cx+.dy zwei Linearformen mit beliebigen 
reellen Koeffizienten, die in irrationalen Verhältnissen 


mithin 
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stehen, und mit einer Determinante ad — bce= 1, so gibt es 
ganze Zahlen 2, y welche die Ungleichheit 


(16) (ax + by) (ex + dy)!<1 


erfüllen und nicht beide Null sind. 
Geht man nun von irgendeinem äußersten [A, u] aus, bei 


welchem 4 > a ist, so kann man durch Senken der &-Seiten bis 


zu dem der Geraden &= 0 nächstgelegenen Gitterpunkte der n-Sei- 
ten ein freies [A,, w] bilden, in welchem A, < A ist; durch Heben seiner 
n-Seiten aber muß man, spätestens in dem Augenblicke, wo der In- 
halt des Parallelogramms größer als 4 würde, auf ein [A,, «,] mit 
u, > u kommen, das zwischen den $-Seiten auf den n-Seiten einen 
Gitterpunkt hat, mithin wieder ein äußerstes Parallelogramm 
ist. Zudem gibt es kein äußerstes [A,, u,], bei welchem A>4,>A, 
wäre; denn sonst wäre (nach A.) u,> u, mithin enthielte [A,, u,] das 
Parallelogramm [},, u] und könnte kein äußerstes sein, da es nicht 
einmal ein freies wäre. Daraus folgt: Zu jedem äußersten [A, u], 


bei welchem {A >: ist, gibt es.ein anderes äußerstes [A,, u, |, 


bei welchem A, <A und dabei möglichst groß ist, und wel- 
ches deshalb jenem benachbart heißen soll. 

So kann durch abwechselndes Senken der &- und Heben der 7-Sei- 
ten eine ganze Kette von schrittweise benachbarten äußer- 
sten Parallelogrammen [A, u] mit stets abnehmendem A, also zu- 
nehmendem u gebildet werden. Irgend zwei Glieder dieser Kette wer- 
den dabei nur durch eine endliche Anzahl von Zwischengliedern ge- 
trennt sein. Denn, sind w und W > w irgend zwei positive Zahlen, 
so gibt es nur eine endliche Anzahl äußerster [A, uw], bei welchen 


w<A<W ist; in der Tat ist bei jedem solchen u < + <_ und 
1 
w 

nur eine endliche Anzahl von Gitterpunkten liegen kann, so kann 


auch A, d. h. der Wert von & für einen dieser Punkte nur endlich viele 
verschiedene Werte haben. 


Ist ! endlich, so beginnt die Kette mit [3 7] und endet, wenn m 


daher [A, #] enthalten in |w, | ; da nun in letzterem Parallelogramm 


endlich ist, mit FR m | ; andernfalls ist sie nach jenem oder diesem 


Ende, und wenn /, m beide unendlich sind, nach beiden Enden zu 
unbegrenzt. 
Für im = 2 reduziert sich die ganze Kette auf die beiden 


Parallelogramme 3, 7 F F j m |. Denn, ist dann /, der für den Fall 


Nr. 8. Zu den Parallelogrammen gehörige unimodulare Substitutionen 41 
Im >1 in Nr. 6 ehe Wert und /’ der kleinere der beiden 
Werte /,, 1 — I,, also U’ < + 5, 80 ist das mit 3; 7 |penachbarte äußerste 


[A,, u,] offenbar [7',u,], wo 7 > >, — 2 und nun wegen der vorauf- 


gehenden Ungleichheit ! = v = 2, also [?, u, ] mit - $ m identisch 
gefunden wird. 


8. Im folgenden setzen wir deshalb /!m > 2 voraus. Ange- 
nommen, ! sei endlich. Dann kann die soeben mit /’ bezeichnete Zahl 


: Bilat; = Kir. 3 
nicht — sein, denn sonst wäre [?, 7) ein freies Parallelogramm, wel- 


ches nur in den Ecken Gitterpunkte hätte und durch Heben der 7- 
Seiten zu einem äußersten würde, das auf den &-Seiten mehr als ein 


Paar solcher Punkte besäße, also nach Nr. 6 nur mit Fr m | iden- 


. . .. . .. 3 l | . 
tisch sein könnte; somit wäre =, — —, also Im = 2 gegen die 


Voraussetzung. Demzufolge liegt jetzt auf [3 A in den Mitten der 
£-Seiten je ein Gitterpunkt und auf den y-Seiten ein solcher, für wel- 


chen |&| =’ < 4 ist, d.h.es gibt ganze Zahlen », g, r, s, für welche 
ap+bg=l, ar+bs=el 
cp+dgq=(, er +ds= 7 


ist, wobei unter & die positive oder negative Einheit verstanden wird. 
Dies aber sagt aus, daß 

E=ax+by, n=ct+ dy 
durch die Substitution 


apa try, y-qartsy 
in n 
gelatrely, n-7YV 
übergehen, und da die Determinante der ursprünglichen sowohl wie 
der transformierten Ausdrücke gleich 1 ist, erweist sich 


ps—gr=1, 
d. h. die Substitution (2 | ') als unimodular. So gehört zu 3, T) wenn 
es existiert, nämlich 7 endlich ist, eine ganz bestimmte unimodulare 


Substitution, und offenbar gilt das gleiche für Pr m | , wenn m end- 
lich ist. 
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Nun sei [A, #] irgendein anderes äußerstes Parallelogramm der 

Kette. Sowohl auf den &- als auf den y-Seiten eines solchen, aber 

weder in der Mitte 

derselben, noch in 

den Ecken liegt je 

ein Gitterpunkt. 

Diese können aber 

nicht demselben 

der vier Quadran- 

ten angehören, in 

welche die Mittel- 

linien das Paral- 

Fig. 5. lelogramm zerle- 

gen (Fig. 5), da 

sonst noch ein vom Nullpunkte verschiedener Gitterpunkt ins Innere 

desselben fiele. Demnach gibt es hier ganze Zahlen 9, q, r,s der Art, 
daß Gleichungen stattfinden von der Form: 


= ( +bg=4, ar +bs = ei 
Sa op+dgq=-—ewu,cer+ds=u, 
wo A, u, X, w positiv und 
Eu 0<e&<ı 


ist. Durch die Substitution B .) gehen also jetzt &,n über in 


(18) Ee=-Al+teiy, n=-e.uX +uy, 
und es wird ap ron Franke ah 
eal gsi” iu a) 


also ps —gqr=Au+4w>0O und zugleich, da Au’ <Au<1 ist, 
ps —qar<24u<2, 
mithin wieder 9s — qr = 1. Man bemerke noch hieraus die folgende 
Ungleichheit Au >. 
Aus diesen Betrachtungen findet sich allgemein der Satz: Zu 
jedem Gliede der Kette äußerster Parallelogramme [A, u] 


gehört eine ganz bestimmteunimodulare Substitution & ') 
Nun gilt aber auch das Umgekehrte: Werden &,n durch eine 
unimodulare Substitution We u in Ausdrücke der Form (18) 


verwandelt, in denen A>0 und entweder 


(a) 0<7<1 0<E<1 
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oder 


(b) 


ist, so gibt eseinäußerstes Parallelogramm [A, u], und (a ') 


ist die zu ihm gehörige Substitution. Denn zunächst folgt aus 
den Voraussetzungen (a) 


Klk, KH 
Au(l+76)=Au+ Ku =ps—- =], 


demnach auch u, sowie auch A’, w’ positiv. Also ist [A, u] ein Paral- 
lelogramm, auf dessen &- bzw. n-Seiten den Gleichungen (17) zufolge 
die Gitterpunkte p,q bzw. r, s so liegen, wie es bei äußersten [A, w] 
der Fall ist; daß [A, u] aber wirklich ein äußerstes Parallelogramm 
ist, d.h. in seinem Innern keinen Gitterpunkt außer dem Nullpunkte 
enthält, erkennt man daraus, daß die Ungleichheiten 

Ar eiyl<a eu tuyl<u 


für kein ganzzahliges x’, y' gleichzeitig erfüllbar sind. In der Tat, 
wäre eine der ganzen Zahlen x’, y' Null, so ergäbe sich wenigstens 
einer der beiden Ausdrücke > A bzw. u; sind sie aber beide von Null 
verschieden, so ist notwendig einer der beiden Brüche N oder 
a positiv, worauf aber einer jener Ausdrücke >A bzw.u würde. — 


Findet dagegen eine der Voraussetzungen (b), z. B. die erste derselben 
statt, so erhält man aus (17) cep+dq=0,d.h.c:d als rationales 
Verhältnis, mithin p=1!d, 9=—lc, demnach A=ap-+bg=l(ad—be) 


=L, fernerps — gr=iu=1,u= r = = die Substitution ist also 
die zum Parallelogramme [A, u] = [3 7 gehörige und ebenso bei 


1 
der zweiten jener Voraussetzungen (b) diezum Parallelogramm F , m| 
gehörige. 
9. Kennt man ein Glied [A, u] der Kette und diezuihm ge- 
hörige Substitution (> ') ‚so erhält man daraus durch einen 


einfachen Algorithmus das nächste Glied der Kette nebst 
seiner zugehörigen Substitution. Nennen wir nämlich die letz- 


teren [A,, u,] und (6 n ei: so bestehen eben wie die Gleichungen (17) 


und (18), in welchen [A, #] nicht als letztes Glied gedacht, also 4’ > 0 
ist, die entsprechenden Beziehungen: 
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& ! 
a, +da,=- am, en tds=u 
und 
(18a) E= 41, + aA, Nah at N 


mit positiven A,,A,', &, 4, , während g, gleich + 1 oder — 1 ist. Da 
aber [A,, u,] aus [A, u] gefunden wird, wenn die &-Seiten des letzteren 
bis zu dem & = O0 nächstgelegenen Gitterpunkte auf den n-Seiten ge- 
senkt werden, muß 4, =4’ sein; durch Vergleichung der ersten der 
Gleichungen (17a) mit der zweiten der Gleichungen (17) findet sich 
also p, = er, q, = 85, folglich — gu =euunddgs =—e u =u. 
Dadurch nehmen die Gleichungen (18a) die Gestalt an 


E=-1n — Eh Yy, N=Eun + MY, 


und sie entstehen offenbar aus den Formeln (18) durch eine Sub- 
stitution von der Form 


1 sa\-1I (A, —sl" ea 
© a ) NER IR ) m ( ,) ae .) 
(Se 
worin ,=-Ppı - 
gesetzt ist. Schreibt man diese Beziehung wie folgt: 
(18) er, 
so findet sich 
Al =i—ig, wu Hug. 

Da A,’ positiv und kleiner als A’ sein muß, erweist die erste dieser 
Gleichungen g, als das größte in 5 enthaltene Ganze und führt zu 
der Formel 


= Si 1 
(20) 109 


h 
At 


Hiernach sind g,,A,’ allein durch A, A’, diese beiden aber nach den 
ersten zwei der Gleichungen (17) außer durch die Substitution & { .) 


nur durch die Koeffizienten der Form & bestimmt. So erkennt man 
den wichtigen Umstand, daß der Fortgang in der Kette von 
irgendeinem ihrer Glieder nach Seite der abnehmenden A 
hin außer von der zum Gliede gehörigen Substitution ganz 
allein von der Gleichung& =0, nämlich von den Koeffizien- 
ten der Form & abhängig ist. 
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Man bemerke noch, daß 9, > 2 sein muß, wenn [A, u] erstes oder 
[?,, u,] letztes Glied der Kette ist; denn im ersten Falle ist A’ Sr 


— 2 also n > 2, in letzterem Falle aber wäre A,’ = 0, mithin g, = n il} 


10. Von nunan wollen wir unsaufden für unsere Betrach- 
tungen allein wesentlichen Fall beschränken, in dem /, m 
unendlich, also die Kette der [A, u] nach beiden Enden hin 
unbegrenzt ist. 

Das Ergebnis der vorigen Nr. führt zu der Frage, wie sich die 
Kette der Substitutionen verhält, wenn statt 7 eine andere Form 
&=y&-+0dymitE& verbunden wird, für welche entsprechend ad —by=1 
ist. Die Antwort lautet: In den zu &,n und zu &, & gehörigen 
Ketten lassen sich stets zwei Glieder angeben, denen die 
gleiche Substitution zukommt; zufolge hiervon stimmt 
dann der weitere Fortgang in beiden Ketten überein. Dies 
zu beweisen, ziehen wir zuvörderst aus den Gleichungen 


ad—be=1, adAa—by=1 


die andere a(ö—-d)=b(y— ce), 


mithin, unter z eine von Null verschiedene Zahl verstehend, die Be- 
ziehungen EIERN EN FEN IM 


also &=n-+ &2. Bezeichnet nun o einen positiven Wert, so bilden 


die Geraden N IRRE 


ein Dreieck mit der Spitze im Nullpunkte, in welchem 7 und & von 
entgegengesetzten Vorzeichen, also, wenn z>0 ist, n<0, E20, 
wenn dagegen z2< 0 ist, n> 0, &<0 sein wird; umgekehrt verhält 
es sich in dem Dreieck, welches zu jenem gegen den Nullpunkt sym- 
metrisch ist. Sind in denselben überhaupt Gitterpunkte vorhanden, 
so kann doch deren Anzahl nur endlich sein, und für einen von ihnen 
nimmt & den absolut kleinsten Wert an, welcher 6 heiße; ist über- 
haupt keiner vorhanden, so setzen wir 6= 0. Dann sind bei jedem 
vom Nullpunkte verschiedenen Gitterpunkte, für welchen |&|< o ist, 
der also gewiß außerhalb jener Dreiecke liegt, 7 und & von Null ver- 
schieden und von gleichem Vorzeichen. Zufolge Nr. 7 aber wird in 
der zu &,n gehörigen Kette der [A, u] nach einer endlichen Anzahl 
von Gliedern die Größe A + A’, welche < 2A ist, unter den Wert o 
herabsinken. Die dann zu einem solchen Gliede jener Kette gehörige 


Substitution (? ; ') ‚ welche &, 7 in die Ausdrücke 


9, 8 


Aa + eiy, IRBE ewx 4 uy 
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mit positivem A, u, 4’, w überführt, verwandele & in den Ausdruck 
— eve + vY. 

Da für die Gitterpunkte "= — ., y=0; X =e, y=1 sich bzw. 


= —e, n=W, $=v; 


E- a4 2), n-umn, uvm 
ergibt und W>0, u— u’>O ist, so finden sich auch v’ und v— v’>0; 
dem letzten Satze in Nr.8 zufolge ist also [A, v] ein Glied und die 
Substitution I ,) auch die zu ihm gehörige Substitution der Kette 
von &, & — 

Unter der anfangs dieser Nr. eingeführten Voraussetzung kann a 


nicht Null sein, man darf also z = -- wählen. Dann wird 
ey 
DE 25 N; 


Die Substitution (ei .) liefert also die Gleichungen 


ar+bs=eA, also Jar +bs|<A 


S 


und 7 —», mithin Jar +bs!<Av<] 


Ss 
@ 
und lar+bs|<-. | 


Da hiernach ar + bs unter jeden Grad von Kleinheit herabsinkt, in- 
dem bei unendlich abnehmendem A die Größe v, mithin auch die ganze 
Zahl s unendlich wächst, so dient die unbegrenzte Kette der &, n bzw. 


&, & dazu, das Verhältnis ei mit beliebig großer Annäherung anzu- 


geben, mit anderen Worten, es zu definieren. 

Sind nun Aw’ +. y, — gw x’ + uy' die Ausdrücke, welche einem 
beliebigen Gliede der Kette von &, n entsprechen, also durch eine uni- 
modulare Substitution S aus 8, n entstehen, und geht man jetzt von 


diesen Ausdrücken aus, denen eine anfängliche Substitution ( ı) 


entspricht, so hängt der weitere Fortgang mittels der Zahlen g, nach 
dem Satze voriger Nr. nur von dem ersteren Ausdrucke ab und be- 


stimmt das Verhältnis & seiner Koeffizienten. Soll daher in der Kette 


zweier anderer Formen &', 7’ mit der Determinante 1 von einem be- 
stimmten Gliede an der Fortgang durch dieselbe Reihe der Zahlen 
9, geschehen, so muß diesem Gliede ein Ausdruck für 8’ entsprechen, 
der dasselbe Verhältnis der Koeffizienten darbietet, also die Form hat 
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#(Ax' + eAy) mit x > 0 und eine unimodulare Substitution 8’, 
durch welche er aus &’ entsteht. Demnach müssen offenbar $ 
und & durch eine Substitution 7= 8’. $S-! vom Modulus +1 
miteinander verbundensein. Umgekehrt: ist dies der. Fall, 
geht also & durch eine solche Substitution über in & —=x$, zugleich 


also 7’ in einen Ausdruck = -&, wo&=n-+ &Ez gesetzt werden kann, 


so folgt leicht mit Hilfe des zuvor bewiesenen Satzes, daß 
der Fortgang in den beiden Ketten von &, 7 und von&,n 
schließlich mittels ein und derselben Reihe von Zahlen g, 
geschieht. 

11. Die hier in nahem Anschluß an Minkowski aus der geome- 
trischen Vorstellung des Systems ganzzahliger x, y als eines Gitters 
hergeleiteten Sätze zeigen, rein arithmetisch gefaßt, die Möglichkeit, 
die Form &=ax + by durch ganze Werte der Unbestimmten x, y 
beliebig klein zu machen, d. i. die diophantische Gleichung ax + by 
=() mit beliebiger Annäherung zu lösen oder das irrationale Ver- 


hältnis 2 als Grenzwert einer Reihe rationaler Werte zu bestimmen. 
Sie sind dadurch aufs engste mit der Theorie der Kettenbrüche ver- 
wandt, und es soll nun gezeigt werden, wie diese in der Tat nur in 
einer Spezialisierung jener Betrachtungen besteht. 
Verstehen wir jetzt unter &, 7 die besonderen Formen 

(21) g=r7—oy, NY 

und unter ® eine reelle Zahl von der Beschaffenheit, daß in o=[o]-+ o 
der Rest o positiv und <} ist, und setzen g=[o]. Die Kette 
dieser Formen hat ein Anfangsglied 17, 7 ‚ indem hier offenbar =1 


ist; da 2 keine ganze Zahl ist, so ist m > 2 also auch 1m >2, und 
die Betrachtungen der drei letzten Nummern sind anwendbar. Für 
die zu diesem Gliede gehörige Substitution finden sich nach Anfang 
von Nr. 8 die Bestimmungsgleichungen 


vr-oag=1l r—-os=el, q=0, sel, 
woraus 9 = 1 und leicht r = g erhalten wird; sie ist also 
\ _(hI9\ _ 0,1, (9, —1 
ee 
und verwandelt &;n in , rt 
Tr len, yı 
während o=9+ = gesetzt werden kann, so daß &e= —1 ist. Der 


durch die Formel a9) gegebene Fortgang in der Reihe der Substitu- 
tionen liefert dann für das nächste Glied die Substitution 
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Pı» r, er pr 4 0, 1 

" :) (e ) [“ 1, E) 4 
wo (nach Ende von Nr. 9) 9, >2 sein muß, und allgemein für die 
zum (x + 1)ten Gliede gehörige Substitution die Formel 
© Par.\ _ (Px-v Tx-ı\, 0, ehe 
> Fr & 32 ER 6) (® 1), I ) 
in welcher g, eine positive ganze Zahl ist. Durch entsprechende Fort- 
setzung der Formel (20) aber ergibt sich die Entwicklung von ® in 
einen gewöhnlichen Kettenbruch mittels der Formel 

1 
en 
23 9 + Y 1 
(23) ge nuckia 
Ia T Aarı 


’ 
% 


deren Schlußglied die Ungleichheiten 
Bun 
0< wir a, 


erfüllt, da die A, positive, stets abnehmende Werte erhalten. 

Für den Fall, von dem jedoch hier abgesehen werden soll, daß o 
eine rationale Zahl, also m endlich ist, muß einmal einer dieser 
Werte gleich Null werden; ist dies etwa der Wert A,,,, so erhält 
man & unter der Gestalt des endlichen Kettenbruchs 


1 
g mu 
Gei-iaä; 


in welchem (nach Ende von Nr. 9) 9,> 2 sein muß. Gewöhnliche 
Kettenbrüche dieser Beschaffenheit bezeichnet Minkowski als nor- 
male. 

Die so nachgewiesene Darstellbarkeit einer Irrationalen ® in einen 
unbegrenzten Kettenbruch mit lauter positiven ganzzahligen Teil- 
nennern ist aber nicht auf die zuvor über & gemachte Voraussetzung 
beschränkt. In der Tat, bezeichnet &, wie bisher, jede Irrationelle mit 
einem Reste oe <$, so st— ao = — (+1) + (1-—.o) jede Irratio- 
nelle, deren Rest 1—0>}+ ist. Setzt man nun nach 23)o =g9+ a 

1 


das ist 1 
5 =M+ N, 
Ihr 
2 ’ 


% 
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so findet man 
1 
— 90=-—-9-— -—=-—- +) + ——, 
©, 1 + 1 


mithin für — » die Kettenbruchentwicklung 


(24) ter 
BE SEN 
+‘, 
Re ar 
h 
Vaheer 3; 
welche dieselbe Gestalt hat wie die für o und vom dritten Gliede 
ab die gleichen Teilnenner aufweist wie jene. 


12. Bricht man einen solchen gewöhnlichen Kettenbruch, den wir 
zur Abkürzung mit dem Symbole 


(25) Ela; 91,985 953 =.) 


bezeichnen wollen, bei seinen einzelnen ganzzahligen Teilnennern ab, 
so erhält man seine sog. Näherungsbrüche 


(26) 20 2 Ag 


n., $) OLE 
INDIEN, 





Die einfachen Gesetze, welche diese letzteren befolgen und nach denen 
sie zu bilden sind, setzen wir aus der Theorie der Kettenbrüche als 
bekannt voraus. Danach bestehen die Beziehungen 





Zerı _ Ida t roı 
N, „Nn,t N, 
und u! IN, Ey 5 


(27) zn —n,2,1 = DT", 


z» r—1 


der zufolge Zähler und Nenner der Näherungsbrüche (26) teilerfremd 
sind und die voraufgehende Gleichung mit dem Systeme der beiden 
folgenden: 

(28) 2,41 23), I,R, TE #,-10 N.+1 1: I,N, = N._ı 


gleichbedeutend ist. Da hiernach die Zähler und ebenso die Nenner 
der sukzessiven Näherungsbrüche über jede Grenze hinaus wachsen, 
erkennt man aus der in der Gestalt 


ea - 
N,N,- 1 


geschriebenen Gleichung (27), daß jene Näherungsbrüche einander be- 
liebig nahe kommen, indem stets die Brüche ungerader Ordnung 
größer bleiben als diejenigen gerader Ordnung, und daß ihre Reihe 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 4 
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gegen einen bestimmten Grenzwert konvergiert, welcher den Wert 
des unbegrenzten Kettenbruchs (25) ergibt.!) Somit stellen die un- 
begrenzt fortgesetzten Kettenbrüche (23), (24) wirklich die Irratio- 
nellen & bzw. — © dar, aus denen sie entwickelt worden sind. Dabei 


2, 


bestehen zwischen den Näherungsbrüchen des letzteren, welche ; 


heißen mögen, und den Näherungsbrüchen - des ersteren die Be- 


ziehungen f 
(29) Ba er wol END 
In der Tat findet man zunächst 
7 
3=49+l, mn =; 2-9, ml 

= 99 N = 9, 
jene Beziehungen also für x = 0, x = g, erfüllt; sind sie es aber für 
irgend zwei aufeinanderfolgende Werte des Index x, so zeigen die 
Formeln (28) und die entsprechenden für z/.,, %,;,, daß sie es auch 
noch für den nächsten Wert desselben, also allgemein bleiben. 


Erinnern wir uns nunmehr der Formel (22). Sie liefert für jedes 
x > 0 die Beziehungen 


rBayırydı nt: (= Lymipsahr AR, or (= Lola 
(30) # “—1 
pP; a > 1) 7,099 4, ae, = 1) 5.1) 
mithin für jedes x > 1 
(31) V, ee Il ER „29 S, Eu Iu-1 En 5,2 
und insbesondere 
=er=9,9,=5=-l, n=9 +1 14 
Führt man also zwei Anfangsglieder 
rl, s,=-0d 


ein, so bestehen die Gleichungen (31) auch noch für =1. Die 
Vergleichung dieser Beziehungen mit den Formeln (28) und den 
Werten der ersten Näherungsbrüche läßt erkennen, daß allgemein die 
zuvor gefundenen Zahlen r,, s, bzw. — r,, s, Zähler und Nenner der 
Näherungsbrüche des Kettenbruchs für & bzw. — & bedeuten. 


Die Formel x— oy geht durch die unimodulare Substitution (> = 
ın die Form € se (yo + Ö) . (x ee 2y) 


1) S. hierüber etwa des Verf. „Niedere Zahlentheorie“, Bd. 1, 8. 105ff. 
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mit der zu & äquivalenten Größe 
coat pP 
Toto 
über. Erinnert man sich des am Schlusse von Nr. 10 Gesagten, so er- 
hält man hieraus die Folgerung: In der zu den Formen E= x — oy, 
n = y gehörigen Kette findet dann und nur dann schließlich der Fort- 
gang mittels der gleichen Reihe von Zahlen g, statt wie in der zu 
den Formen &= x — Qy, n = y gehörigen Kette, wenn », Q zwei 
einander äquivalente Zahlen sind. Mit andern Worten: in die- 
sem und nur in diesem Falle sind die Kettenbrüche für o 
und für & von einer endlichen Stelle an identisch. 
13. Ist [A,, #,] das Glied der Kette für die Funktionen (21), wel- 


chem die Substitution (a % ”) zugehört, so bestehen die Gleichungen 


(32) 2, 090g, is eb 
deren erste wegen (30) auch durch die andere 
a Qt ri 1)”, 


ersetzt werden darf. Man denke sich nun wieder das quadratische 
Gitter der x, y und in demselben die Gerade OZ mit der Gleichung 
x — @y = (0) gezogen. Der voraufgehen- 
den Gleichung zufolge liegen die Gitter- 
punkte r,, s, mit geradem Index auf der 
einen Seite von OL, diejenigen mit un- 
geradem Index auf der anderen Seite, 
und da A, mit wachsendem Index un- 
endlich abnimmt, rücken sie immer 
näher an diese Gerade heran. Verbindet 
man also je zwei aufeinanderfolgende, auf 
derselben Seite gelegene Punkte durch 
Gerade, so entstehen zwei Polygon- 
züge, welche die Gerade OL zwischen 
sich fassen und ihr sich asymptotisch 
annähern. Nach dem Vorgange von F. 
Klein (s. Vorlesungen über ausgewählte 
Kap. der Zahlentheorie, Bd. I, S. 17 ff.) be- 
zeichnen wir sie daher zusammen als das 
Umrißpolygon der Geraden. Um es 
zu konstruieren, dienen folgende Bemerkungen. 

Sei (Fig. 6) ABCD das Parallelogramm [A,, u,] und A’B’C’D' 
das in der Kette folgende, so liegt der Punkt S,_, (r,_,, s,_ı) auf 
einer der zu OL parallelen Seiten des ersteren; er ist in der Figur 

4* 





Fig. 6. 
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angenommen auf AB. Der Punkt S,(r,, s,) liegt dann auf der anderen 
Seite von OL, in der Seite des C’D’ nächsten Parallelogramms. 
Nun folgt aus (31) 


ER NL 
Sl, %-1 98 


d. h. die Gerade, welche die Punkte v,_,, s,_, und r,,,,S,,, ver- 
bindet, ist zur Geraden, welche den Nullpunkt mit dem Punkte r,, s, 
verbindet, parallel. 


Aus LER, Birne Ir, tr r,_1 S.41 — 92% Fi 5.1 


ersieht man aber, daß die Strecke zwischen den ersten Punkten 9, mal 
(in der Figur, in welcher g, = 2, 9,,, = 1 angenommen ist, doppelt) 
so lang ist, wie der Vektor des Punktes r,, s,. So stellt sich also 
die folgende Regel zur Konstruktion des Umrißpolygons 
heraus: 

Ausgehend von den beiden Punkten 1,0; 9,1 findet man aus zwei 
aufeinanderfolgenden Eckpunkten r,_,,8s,_1; ?,, 5, die nächste Poly- 
gonseite, d.i. die Gerade, welche von dem erstereu zum nächstfolgen- 
den Eckpunkte r,,,, $,;, führt, indem man an jenen den zu r,, S, 
gehörigen Vektor so oft anträgt, als es die zugehörige Zahl g, an- 
gibt. Verbindet man also in der Figur O mit r,,,, S,;ı und legt 
diese Strecke nun von r,, s, aus in gleicher Richtung g,,, mal (in 
der Figur einmal) an, so gelangt man zum Punkte r,,s, S,;, und 
konstruiert also die nächste Seite des Umrißpolygons usw. 

Es sollnoch gezeigt werden, daß zwischendenzweiZügen 
desselben kein Gitterpunkt liegen kann. Auf seinen Seiten 
liegen im allgemeinen noch Gitterpunkte außer den Ecken, z. B. auf 
der Seite von v,_,, S,_ı bis r,, 1, S,,1, sobald g, >1 ist, noch die 
Gitterpunkte 


(33) hr, 2; r,_1 hs, Ey 5,—1 
fürh=1,2,::-9,—1, für welche Ma: das Verhältnis 
hr, r,- 
he, tr ee 


die sog. Nebennäherungsbrüche des Kettenbruchs darstellt. 
Läge aber ein Gitterpunkt r, s zwischen den Zügen, so müßte er in 
einem der Dreiecke liegen, welches O zur Spitze und eine Polygon- 
seite, etwa die eben genannte, zur Basis hat, genauer in einem der 
Dreiecke mit den Ecken 


0,0; kh+Dr,+r,_, h+Ds.+5,_5 Ir tr. h,t+s_V 


um so mehr also in dem Parallelogramme, das aus den Seiten des 
letzteren gebildet ist. Nun sind die Zahlen (33), welches auch « sei, 
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teilerfremd, denn jeder ihnen gemeinsame Teiler müßte auch auf- 
gehen er s,(hr, u“ ERS, ai? (hs, ar $,_1) ch 1. 

Demzufolge kann auf den Strecken, welche O mit den Eckpunkten 
des gedachten Dreiecks verbinden, außer diesen Eckpunkten kein 


Gitterpunkt vorhanden sein. Andererseits ist der Inhalt des Parallelo- 
gramms der absolute Wert des Ausdrucks 


(A+Dr,+r,)0, +85.) (+ DD, +8,) Ar, + nr) 
EI Der ar 1 ’ 

d. h. gleich dem Inhalte des Fundamentalparallelogramms. Nach Nr. 2 
ist also das Parallelogramm ein Elementarparallelogramm, und es kann 
daher auch in seinem Innern kein Gitterpunkt vorhanden sein, womit 
die Behauptung bewiesen ist. 

14. Da für jedes Parallelogramm [A,, u,] immer A,u, < 1 ist, folgt 
aus den Gleichungen (32) die Ungleichheit 

| Va: Ar @S,_1)8, | = 1, 

und da s,_,<s, ist, um so mehr 
(34) | (1,1 17% 08,_1)32-1 | < 1, 


eine Ungleichheit, der man auch, den Index um eine Einheit ver- 
größernd, die Gestalt geben kann 


(35) 





"3 1 
aa 
In der ersten Gestalt spricht sie den Satz aus, daß man in den 


Zählern und Nennern der Näherungsbrüche für ® unend- 
lich viele Systeme ganzer Zahlen z,y besitzt, für welche 


\@-oyyi<1 

ist, also nur einen besonderen Fall des allgemeinen Satzes, den wir 
in der Formel (16) in Nr. 7 schon fanden, nur daß dort noch nicht 
hervorgehoben wurde, daß die Anzahl solcher Systeme unendlich ist. 
In der zweiten Gestalt aber gibt sie ein Gesetz für den Grad der 
Annäherung, die zwischen dem Werte der Irrationellen » 
und jenen Näherungsbrüchen erzielt werden kann. Dieses 
zuerst von Lagrange festgestellte Gesetz hat auf die einfachste 
Weise Dirichlet mittels des schon in Nr. 1 erwähnten Prinzips her- 
geleitet wie folgt. 

Sei n eine beliebige positive ganze Zahl und das Intervall von O 


bis 1 in » gleiche Teile von der Größe n geteilt. Gibt man dann in 


dem Ausdrucke x — oy der Zahl y die » + 1 verschiedenen Werte 
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0,1,2,...,n, so kann man x jedesmal so bestimmen, daß der Wert 
des Ausdrucks zwischen O und 1, also in eins jener » Intervalle hin- 
neinfällt. Demnach müssen für mindestens zwei dern+ langegebenen 
Systeme x, y, etwa für die Systeme x’, y’ und x”, y”, deren erstes den 
größeren Wert des y haben möge, die zugehörigen Werte x’ — oy', 
x" — oy" in ein und dasselbe Intervall fallen und deshalb der Wert 


x — 0Y, 
wenn ex" —a”,y=y —y” gesetzt wird, absolut kleiner als - 
sein, während O<y<.n ist. Man findet also 
2 — oy|< — as 
Y 
oder | 


© :-aj<a 


Hat man aber so ein oder auch schon mehrere Systeme x, y gefunden, 
für welche diese Ungleichheit erfüllt ist, so wähle man nun die be- 


liebige ganze Zahl n so groß, daß 3 kleiner ist als die sämtlichen 


für jene Systeme geltenden Werte des Ausdrucks x — oy. Für das 
nach Dirichlets Methode dann sich ergebende Wertsystem x, y muB 
folglich dieser Ausdruck kleiner ausfallen als für alle jene und dem- 
nach das neue System von den früheren verschieden sein. Somit er- 
kennt man, daß es in der Tat unendlich viele Wertsysteme der ge- 
dachten Art gibt. 

Noch einer andern Methode hat sich Hermite bedient, indem er 
den Zusammenhang wahrte, in welchem diese Betrachtungen mit der 
Reduktion der quadratischen Formen stehen. Der Ausdruck (x — oy)y 
ist eine unbestimmte quadratische Form, für welche die nach Her- 
mite ihr zugeordnete positive Form die Gestalt 


(87) @— oy)? +1. y’ 
hat. Sucht man nun diese für einen gegebenen Wert des reellen Pa- 
rameters A durch eine unimodulare Substitution E ; .) ‚ bei welcher 


q > 0 gedacht werden darf, zu reduzieren, so ist nach Kap. I, Nr. 1 
der erste Koeffizient der reduzierten Form, nämlich 


P—- oqN’+Ar.q, 


der kleinste durch sie darstellbare Wert, also auch das Minimum 
der Form (37), und nach Formel (4) daselbst 


(38) w-ag’+M.g’<A-.Y3- 
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Da nun das Produkt zweier positiver Größen nie größer ist als das 
Quadrat ihres arithmetischen Mittels, so folgt aus dieser Ungleich- 


heit die andere: (p—og‘: P<1i 
und sonach auch 4. 
p-ou<ty4 oder 
va bil 
84 r ü <y% EIg 





während wegen (38) zugleich 9?’ < Ve ist. So ist zunächst das 


Vorhandensein ganzer Zahlen x, y, welche der Ungleichheit (36) ge- 

nügen, nachgewiesen. Aus dem Umstande aber, daß p, q das Minimum 

der Form (37) liefern, folgt für jedes ganzzahlige System x, y 
@-oy’ + yY>(p-ag'+4.g 

und folglich, sooft |y|<g ist, die Ungleichheit 

|2-oyl>ip-eg|. 

Die Zahlen p, q geben also unter allen Systemen x, y, deren |y|<g 

ist, dem Ausdrucke x — oy den kleinsten Absolutwert oder machen 

ihn, wie man sagt, zu einem relativen Minimum. 

Nun hat schon Lagrange den Satz bewiesen!), daß die 
Zähler und Nenner r,,s, der Näherungsbrüche des Ketten- 
bruchs für » die sämtlichen Systeme z,y mit positivem y 
ausmachen, für welche £ — »y zu einem relativen Minimum 
wird. Die Wahrheit dieses Satzes ergibt sich aufs einfachste aus den 
zuvor entwickelten Betrachtungen von Minkowski. Inder Tat: einer- 
seits bestimmten 


r, u 05, = (— ER A413 5, = U,rı 
ein äußerstes, also freies Parallelogramm [A,,,, #,;ı], d.h. es gibt 
außer r,,s, keinen Gitterpunkt x, y, für welchen zugleich |y| <u, ,, =, 
und |£ — oy|<A,,,, also keinen Gitterpunkt, für welchen 

IvI<s, und |e—-oy|<|r,— os,| 
wäre. Sind andererseits p, g ganze Zahlen, qg > O und für jedes ganz- 
zahlige System x, y, bei welchem |y| <q ist, 

2-eoy>ip-eg|, 

so bestimmen p— oqg=4, q=u ein freies [A, uw], welches durch 
Heben seiner &-Seiten zu einem äußersten, also zu einem der Parallelo- 


1) Siehe Additions aux &l&mens d’Algebre d’Euler, $ 2, 23—27: L. Euleri 
opera omnia, ser. I, vol. 1, pag. 538—548 (1911) und J. L. Lagranges Zu- 
sätze zu Eulers Elementen der Algebra (Ostwalds Klassiker der exakten 
Wiss. Nr. 103, 1898), S. 39—50. 


56 Zweites Kapitel. Gitter und Kettenbrüche 


gramme [A,,,,4,;,,] wird, sodaß g=u=u,.,, di.g=s, und 
daher auch = r, gefunden wird, da sonst für =r,, y=s,, wie 
gezeigt, |e — oy|<|p — »gq| sein würde. Diesem Satze zufolge sind 
also die Zahlen p,g, welche für irgendeinen Wert von A die Form 
(37) zu einem Minimum machen, Zähler und Nenner eines Näherungs- 
bruchs von ®. Läßt man nun A unbegrenzt abnehmen, so kann (38) 
nicht dauernd durch dasselbe System »,g erfüllt bleiben; es wird 
für einen gewissen Wert von A geschehen, daß es in ein anderes 
p',gq' übergeht. Dann darf für diesen Wert von A 

j% —- ag’ +Rg—1.Y3 


Wade V 
dagegen für ein unendlich kleines positives Ö 
(P- ag)’ + (ad >(R—8)Yz 
P-og)’+aA-s’g’<A-5)Y5 
gesetzt werden. Die Zahlen 9’, q’ sind wieder Zähler und Nenner 
eines Näherungsbruchs des Kettenbruchs für ©; durch Verbindung 


vorstehender Ungleichheiten mit den entsprechenden Gleichungen 
aber ergibt sich unschwer |q|<|g’| und demgemäß 


(41) p-eal>iP—ag), 
d.h. der letztgedachte Näherungsbruch ist also ein späterer als der 
vorige. Die Multiplikation der beiden Gleichungen (40) miteinander 


liefert ferner einer Eulerschen Formel für das Produkt zweier Quadrat- 
summen zufolge die Gleichung 


w-edp—ag)+ rg’ + pP’ 5, 
aus welcher rd -pal<Vi<2, also 
(42) 2a ng u 
hervorgeht. Bei weiterer Abnahme von 4 kommt man ebenso zu einem 


neuen Systeme 92”, q”, welches für einen kleineren Wert von A die 
Form (37) zu einem Minimum macht; es ergeben sich entsprechend 


ai<le”), | -ogd|>p"—og 


(40) 


„ 








} 
und 


(43) Meer MR al ae 
p”,q” sind also Zähler und Nenner eines späteren Näherungsbruches, 
usw. Bestimmt man nun Zahlen h, k durch die Gleichungen 
„ Bo hp’ nn kp, q" en hq’ + kq, 
„_ea—nd‘ 


rq—rq 


so findet sich 


Nr. 15. Die Annäherung Sl @ | <a 
d.i. wegen (42) und (43) gleich + 1, mithin 
Php, Chltg. 


Sind daher FL 7 zwei aufeinanderfolgende Näherungsbrüche 
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für ©, so erkennt man aus diesen Beziehungen mit Rücksicht auf 
das Bildungsgesetz der Näherungsbrüche sogleich, daß F dernächst- 


folgende Näherungsbruch sein muß. Beachtet man aber, daß für 
sehr große A bis zu dem Werte A=4Y3 ausschließlich offenbar 
&=1,y=(, von diesem Werte des A an aber zunächst = g,y=1 
das Minimum der Form (37) liefern, nämlich die Ungleichheit (38) 
erfüllen, so folgt aus dem Gesagten, daß die Werte x,y, welche 
entsprechend den stets kleineren Werten von A die sukzes- 
siven Minima der Form (37) hervorbringen, mit denZählern 
und Nennern der sukzessiven Näherungsbrüche des Ketten- 
bruchs für © identisch sind. 

15. Hermites Methode hat dahin geführt, daß der Satz, nach wel- 
chem es unendlich viele Systeme ganzzahliger &, y gibt, die der Un- 


gleichheit | (x zieh y)y| ft 


genügen, schärfer gefaßt, nämlich die Schranke 1 durch die kleinere 
V: ersetzt werden kann. Es wird sich zeigen, daß man noch weiter- 
gehen kann, und daß insbesondere unendlich viele ganzzahlige Systeme 
x, y die Ungleichheit | (x — ay)y| * 3 a 


(44) io er 


erfüllen. Hier soll jetzt der R ualauen, nachgewiesen werden, 
den ebenfalls schon Lagrange erkannt hat, daß jedes ganzzahlige 
System %,y mit positivem y, welches dieser Ungleichheit 
genügt, mit dem Zähler und Nenner eines Näherungsbruchs 
des gewöhnlichen Kettenbruchs für ® übereinstimmen muß. 

Nennt man o, den Schlußnenner des Kettenbruchs (23), der stets 
ein positiver Wert > 1 ist, so ist einerseits 


(45) 0, Kur; Iurzs Iurss '" ); 
andererseits folgt aus der Formel 


ng PR RERR ar $,_9) 





wenn man 
5% 
(46) 4x ENT, 
setzt, h 
(47) Gr I 
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und, da insbesondere g, = 9, ist, die Formel 

(48) gg, K(g,; (PER N): 

Da nun dem Bildungsgesetze der Näherungsbrüche zufolge 


Tg 


0,5, > 8,-1 


gesetzt werden kann, so ergibt sich die Differenz 














et T, : = 198 T Fade Int ri 
5, s,(@, 5, „+8 Sx— 1) 5,.(0,5, rt 8,-1) 
oder 21% 
(49) do) = = all 
wenn ; 
(50) 9,-0,+:=0,+ n 


gedacht wird; nach (45) und (48) darf man dafür auch schreiben 


(51) 24 a: 033 I,+29 De .) Hi 8(0; Ir In: 9). 
Da o, > 1 ist, zeigt (50), daß 
Ss. 8 BE N 


(52) > 


5, 


sein muß. Bedeutet also - einen Näherungsbruch von o, 
ee und. 4 „den ihm vorangehenden, so erfüllt die Größe 
®,ıin (49) HB vorstehende Ungleicheit. 


Sei umgekehrt z ein rationaler Bruch und 


ra 909939) 


seine ran in einen gewöhnlichen Kettenbruch, so daß en 
ru 


und 2 — rn die beiden letzten Näherungsbrüche desselben sind. 
Dich die Gleichung 
(53) - 0 — 





0,7, a 
0,5, er 5-1 


bestimmt sich dann aus & ein Wert »,, und nunmehr erhält man 
eine Gleichung 
u Biss)? 


(54) a 


in welcher ®, durch (50) ausgedrückt wird. Nun darf die Anzahl 


der Glieder des Kettenbruchs für nach Belieben gerade oder un- 
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gerade angenommen werden; denn man darf seine beiden letzten 
Glieder 1 
I.-1 2 Gr N) 


wenn 9, >1 ist, durch 
nt ar 
und wenn 9, = 1 ist, durch 
(9-1 +) 


ersetzen, also nach Belieben die Anzahl der Glieder um eine Einheit 
verändern. Mithin kann x so gedacht werden, daß in (54) der Wert 
von ®, positiv wird. Ist dann o, positivund > 1, so ist 


SO 0.0) 


ein gewöhnlicher Kettenbruch, welcher nach Formel (53) den 
Wert o darstellt und = — = als einen Näherungsbruch für 


o erweist. Dieser Umstand trifft aber wegen (50) jedenfalls zu, so- 
- bald 


um so mehr also, wenn ©, > 2 oder 


8 
1% o = en 
ist, und hiermit ist der Dh Nachweis erbracht. 

16. Man kann nun fragen, welches die schärfste Schranke, 
d.i.welchesder größte Wertvon @ist,fürdendie Ungleichheit 


2, <ay 


ganzzahlige Lösungen x, y besitzt. Wir stellen dabei diese Frage 
in dem Sinne, bei welcher größten ® für jede Irrationalzahl » 
solche Lösungen vorhanden seien, wie dies bei den bisher gefundenen 
Schranken 1 und Y! zu verstehen war. Später wird auch die andere 
Frage berührt werden, welches bei gegebenem » der größte dafür 
zulässige Wert von ® sein könne. 

Hurwitz hat in einer in den Math. Annalen, Bd. 39, S.279 erschie- 
nenen Abhandlung auf diese Frage mit folgendem Satze geantwortet: 
Es gibt für jedes » unendlich viele ganzzahlige z,y, für 
welche 


5 len: 
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ist; wenn aber @>yB5 ist, so gibt es Irrationalzahlen o, 
1+Y5 


jedenfalls dieZahl © = —, — und die mit ihräquivalenten 


Zahlen, für welche höchstens eine endliche Anzahl ganz- 
zahliger Systeme x,y die Ungleichheit (55) erfüllen. 

Sein Beweis gründet sich durchaus auf die in voriger Nr. gegebene Be- 
ziehung (51). Wir bedienen uns aber hier derselben nur zu dem Zwecke, 


den auf die Zahl @ = u bezüglichen Teil des Hurwitzschen 
1+Y5 
—- 


Satzes zu beweisen, setzen also zunächst & = ‚d.i. die sämt- 


lichen Teilnenner des Kettenbruchs für & gleich 1 voraus. Dann hat 
der erste Kettenbruch zur Rechten von (51) den Wert al ,‚ und 


offenbar nähert sich der zweite mit unbegrenzt wachen # der 





2 
Grenze — 
11y5 mithin erhält man 
1 2 V5 2 = 
im , = —— + ——=))3. 
| eV 
Zudem aber nimmt die Beziehung = die Gestalt an 
er, 

Ist nun g,_,<- En so folgt ,,>1+ er = ll umge- 

ar v5 1 u V5 


kehrt folgt 0,5, ist. bei wachsendem 





‚„ wenn q,_1 >- 


# wird also q, stets abwechselnd größer und kleiner als Lrlın, um- 
gekehrt wird 2 ‚d.h. der Wert des zweiten jener Kettenbrüche, ab- 


wechselnd kleiner und größer als wen 

1+Y5 
®,, indem es seinem Grenzwerte Y5 zustrebt, unendlich oft um ihn 
und ist also für unendlich viele Werte des Index « größer als Y5. Nach 
Formel (49) ist daher die Ungleichheit 


r, 


10x 


und demgemäß schwankt 


1 


1 
2 1723 . s. 
in Übereinstimmung mit dem ersten Teile des Hurwitzschen Satzes 
für unendlich viele Näherungsbrüche erfüllt. Bedeutet aber © irgend- 
einen Wert > V;5, 50 bleibt 











Da ac 
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u 
von einem hinreichend großen, aber endlichen Werte des x an dauernd 


größer als 3: Gibt es also überhaupt ganze Zahlen x, y, für welche 
x 1 1 
see, 


ist, so kann doch = nach Lagranges Satz sich nur unter der end- 
lichen Menge der Näherungsbrüche für ® finden, deren Index kleiner 


ist als jener Wert von x, w. z. b. w. 

Nach dem Ende von Nr. 12 stimmen die Kettenbrüche für © = Au v5 
und für die mit dieser Zahl äquivalenten Zahlen von einer endlichen 
Stelle an überein und schließen somit diese letzteren sämtlich mit 


lauter Teilnennern gleich 1. Daher nimmt für hinreichend großes x 
die Formel (51) die Gestalt an: 


eu iz 81; Y, 2: he .) us (0; l, n 1,09 9) 
wo der zweite Kettenbruch bei wachsendem x immer mehr Teil- 


2 
nenner 1 aufweist, also gegen ııy% konvergiert. Man gelangt also 


zu demselben Grenzwerte für ©, und daher auch für die mit » äqui- 
valenten Zahlen zu gleichen Schlüssen wie für & selbst. 

Um nun aber weiter allgemein den ersten Teil des Satzes zu be- 
stätigen, schlagen wir den lichtvolleren Weg ein, auf welchem Borel?) 
dahin gelangt ist. Aus (47) folgt leicht, daß für jede Irrationalzahl 


© eine der Größen g,, q,_, größer sein muß als s u) . In der Tat, 


wenn 9,>1 ist, so ist q, > 2, also > - {ap ; ist aber g,=1 und 
ist nicht q,_, > Aa so ist vorher schon bemerkt, daß dann 
4,> Se sein muß. Bestimmt man nun die Größe n, aus der Gleichung 

en cheil: 
so findet sich einfacher 
(67) a ar 
Da aber der Ausdruck © + — für x > 1 um so größer ist, je größer 
x selbst ist, so folgt, wenn q, > A ist, 

nz “a “ Auer =, 


1) Borel, Journ. des Math. (5), t. 9, p. 329. 
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also m <Te: Dem über g,,9,_ı Gesagten zufolge muß also 
5 h % 


M 1 
eine der beiden Größen n,,n,_ı Kleiner sein als ve 
Wir wollen nun das Intervall von * — ——-— bis = Aelae —— kurz 
Sx ER 0 7 .g° 


. ” Tr 
als „die Umgebung“ des Näherungsbruchs Fi N und zwei 


x 
solche Intervalle oder auch die zugehörigen Näherungsbrüche „ein- 
ander anliegend“ nennen, wenn sie einen gemeinsamen Teil haben. 
MS 
PER, $, 
der Fall sei, ist offenbar notwendig und hinreichend, daß, je nachdem 
der erstere kleiner als der zweite gedacht wird oder umgekehrt, 




















nut Set RT. N 
, V5-s2 S,-1ı V5.8_, 
oder 
Tr, —1 1 LP au 1 
’ 
8-1 V5:s2_, $, v5 s2 
N N Y 1 1 1 
das heißt a ne -(‚ ve =) 
| 5. $.-1 v5 s2_ 1 3 ; 


1+Y5 
2 


also n,< TE ist. Diese Bedingung war erfüllt, wenn q, > 


war. Umgekehrt folgt aber aus ihr diese letztere Ungleichheit; denn, 


da die Gleichung 1 

Fer v5 
oder q?—- V5:q,+1=0 die Wurzeln ae Er vs hat und 
DSH re wenk ist, muß 9, > Laien sein, wenn n, < 76 d. h. 
1 — Ein. -q,+1>0 ist. Man Es hierdurch zu dem Schlusse: 


Damit zwei aufeinanderfolgende Näherungsbrüche _ Ix-1 N 


anliegend sind, ist notwendig und hinrei hei "daß 


ger IERVE); st. 


Da au eine der beiden Zahlen. q,, q,_,, wie gezeigt, diesen Wert 
übersteigt, so schließt man weiter: Von drei aufeinanderfolgen- 
den Näherungsbrüchen müssen wenigstens zwei benach- 
barte einander anliegend sein. 

Nun liegt & stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden Näherungs- 
brüchen; sind also zwei solche anliegend, d. h. greifen ihre Um- 
gebungen übereinander, so muß ® notwendig wenigstens einer dieser 
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Umgebungen mit Ausschluß ihrer Grenzen angehören. So leuchtet 
ein, daßesunendlich viele Näherungsbrüche’* gibt,zuderen 


Umgebung » gehört, so daß = — o zwischen pr ent- 
halten ist, also unendlich vieleZahlenz=r,,y=s,, welche 
der Bedingung (56) genügen. Man darf hinzufügen, daß es in der 
Reihe der zu ® gehörigen Näherungsbrüche keine drei aufeinander- 
folgende gibt von der Art, daß » nicht in wenigstens einer ihrer Um- 
gebungen enthalten wäre. 

17. Dieim vorigen so ausführlich behandelte Aufgabe, die Gleichung 


z—-oy=0 


mittels ganzer Zahlen x, y approximativ zu lösen, ist von Tschebi- 
scheff für die allgemeinere Gleichung 


(58) z—- 0y— 2—=0 


gestellt worden, und er hat gezeigt, daß es ganzzahlige x, y 
gibt, für welche der Ausdruck 

1 
2ly| 
gemacht werden kann. Hermite!) hat dann wieder die Schranke 
1 durch die kleinere Y; ersetzt, indem er sich, worauf später zurück- 
zukommen sein wird, zu diesem Zwecke der Reduktion einer ter- 
nären quadratischen Form bediente. Endlich ist es Minkowski?) 
gelungen, diese Grenze durch die noch kleinere 4 zu ersetzen und 
das Ergebnis gleichzeitig sehr erheblich zu verallgemeinern. 

Die Behauptung von Tschebischeff läßt sich wieder sehr ein- 
fach mit Hilfe des Kettenbruchs für die Irrationelle & bestätigen. 


2—-0y— |< 


Sind Em = zwei aufeinanderfolgende Näherungsbrüche desselben, 
also Y, =: di.-+l, 

so setze man 

(59) sr Ant RN ton 


wobei n, _,, rn, als die zunächst an den Produkten liegenden ganzen 
Zahlen, also o,_,, 0, absolut kleiner als $ gedacht sind; hieraus geht 


E00 en — r,.N._-ı ar N,T„_ı — V,0,-1 4: 0,r.-ı 
1) Hermite, Journ. für die reine u. angew. Math., Bd. 88, S. 10. 
2) Minkowski, Diophantische Approximationen, S. 42 oder Mathem. Anna- 
len, Bd. 54, 8. 91. 
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hervor. Für die ganzzahligen Werte 

EN, IN, IN. 

y—H_ N, EN Fer 0 
erhält man dann 


(60) 


ya 


&(X 5 By 2) 9 0,_1(r, 25 @s,) Mn 0,(r,-ı an 98,_1)- 
Mit Benutzung der Beziehung 


und 


AR" Ey er “2 


„0. 8%- 1 
geht diese Gleichung in die ee 


9,0: F 9-1 
8,0, 8,-1 
über, deren rechte Seite absolut kleiner ist als 

5 0.1. 
2 8,0, + 8,-1 2 
d.i. eine Funktion von ®,, die mit wachsendem Argumente abnimmt, 
also, da ®,>1 ist, kleiner ist als = - REBEL. = A. 
in der Tat 


(61) 2 —-oy— 2|<—- 


ee —- oy—2)=—e- 





Somit wird 


ai: 


Die Funktion x — @y— 2 kann möglicherweise durch ganzzahlige 
x, y genau gleich Null werden, auch wenn, wie vorausgesetzt, ® irra- 
tional ist. Wenn dies aber geschieht, so kann es jedenfalls nur auf 
eine Weise geschehen; denn, wäre zugleich für zwei ganzzahlige Sy- 
steme a7, y’;; x”, y" 
x—-oy—- L=0), "ol" 2-0, 


so ergäbe sich 2’ — x” = o(y’ — y”), mithin ® rational gegen Vor- 
aussetzung. Nehmen wir nun an, es sei für ganze Zahlen x,, %, 





(62) Hm —- L—=d. 
Dann erhalten die Formeln (59), da bekanntlich 
© een) Ban m BELLE 
8-1 8,—19% $% S4Sy+1 


gesetzt werden kann, wobei d,_,, 0, absolut < 1 sind, die Gestalt 
* 
2 =, N.) + Er 


Ö,Yo 
s,,-2 = (85,10, —-r,Yy) + et 
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und die beiden Brüche werden absolut < 5, sobald x so groß ge- 
wählt wird, daß s,,, > s, > 24, ausfällt. Alsdann aber ergeben sich 
nach (59) 


N._1 = 52-180 — N-1% 
Ne Bud, 7 7 2Yo 
und hieraus durch Vergleichung mit (60) 
Ego U Yo: 


Man ersieht hieraus, daß, falls die Gleichung (62) in ganzen Zahlen 
lösbar ist, die unbegrenzt vielen Lösungen x, y der Ungleichheit (61), 
zu welchen man auf dem obigen Wege gelangt, wenn man x wachsen 
läßt, von einem endlichen Werte des x an stets mit der Lösung der 
Gleichung identisch sind und daß folglich diese Lösung — wenn sie 
existiert — auf dem angegebenen Wege gefunden werden muß. 

18. Schreibt man die Ungleichheit (61) in der Form 


\@-aoy— 2yyI<p 


so steht zur Linken nur ein ganz besonderer Fall des allgemeineren 
Ausdrucks 


N En) = lar +by—E)(lr +tdy— m); 
bei welchem 
(63) ada—bce=1 


ist. Minkowski hat nur für diesen allgemeineren Ausdruck 
das Vorhandensein ganzzahliger x, y nachgewiesen von 
der Beschaffenheit, daß 


(64) IE-&)n-m)I<Zi 


ist. Umgibt man zum Zwecke solchen Nachweises den Nullpunkt 
des Gitters aller x, y als Mittelpunkt mit einem Parallelogramme, 
welches die Geraden 


gE=axrx+tby=0, n=ca+dy=0 


zu Diagonalen hat, und jeden anderen Gitterpunkt, den wir durch 
die zugehörigen Werte &,n' von &,n bestimmt denken und als den 
Gitterpunkt 8’, 7’ bezeichnen können, mit einem zu jenem homologen 
kongruenten Parallelogramme, so kann man diese zunächst so zu- 
sammenziehen, daß sie keine gemeinsamen Teile haben, sie aber dann 
gleichmäßig anwachsen lassen, bis die gesamte Ebene von ihnen über- 
deckt wird. Würde sie dabei genau zweifach überdeckt, so käme 
offenbar auf jeden Gitterpunkt 8,7’ ein Flächenteil gleich 2; und 
ließe sich das gedachte Parallelogramm so wählen, daß die Ebene 
nirgends mehr als zweifach überdeckt wird, so wäre jener 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 5 
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Flächenteil höchstens gleich 2. Dieser Flächenteil wäre aber der 
Inhalt des Parallelogramms um €', Be welches durch die Ungleichheit 





(65) +7 
ausgedrückt werden kann, wenn 20, 26 die Längen der halben Dia- 
gonalen bedeuten, und beträgt daher 806, wenn man die Diagonalen 
aufeinander senkrecht denkt, was durch passende Wahl der Axen für 
das Grundgitter erreicht werden kann. Somit ist bei der vorausge- 
setzten Beschaffenheit des Parallelogramms 806 <2, d.i. 


(66) 00 <4 
Da aber jeder Punkt &,» oder &,y der Ebene in wenigstens einem 
dieser Parallelogramme liegen muß, so gilt dies auch von demjenigen 
Punkte x, y, welcher durch die Gleichungen 
= &0 72,16 

bestimmt wird, und man erbält aus (65) für den zugehörigen Gitter- 
punkt &’, 7’ die Ungleichheit 

De + Plz, 


aus welcher sich nach a bekannten Satze vom arıthmetischen Mittel 
zweier positiver Größen 








ee 
e AR an: 
mit Rücksicht auf (66) also 

EA) m)I<H 
d.h. ein System ganzer Zahlen x, y ergibt, welches die Ungleich- 
heit (64) befriedigt. 

Alles gipfelt hiernach in dem Nachweise, daß eine Wahl des 
Parallelogramms möglich ist, der die angenommene Überdeckung der 
Ebene entspricht. Statt diesen Nachweis, welchen Minkowski a.a.O. 
in der Tat führt, hier anzufügen, zielen wir es vor, seinen Satz 
jetzt auf dem rein arithmetischen Wege zu erweisen, wel- 
chen neuerdings Remak dafür gewiesen hat.') 

Bestimmt man zwei Zahlen &,,%, durch die Gleichungen 


a + by — 5 6% + dyy = No, 
so läßt sich der Ausdruck 
0 (8 — 5) (m — 90) 


1) Reziak, Journ. für die reine u. angew. Math., Bd. 142, S. 278. 
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in der Form schreiben: | 
[a(& — 2) + by — %)]  lel® — %) + d(y — Yo)] 
und ist mithin gleich der quadratischen Form 
f(z, y) = Al — ©)" + 2Blka — 0) y-%) + 0Yy— 
wenn A=ac, 2B=ad+bc, C=bd 


gesetzt wird; für ihre Determinante J) findet sich mit Rücksicht auf 
die vorausgesetzte Beziehung (63) der Wert 


ad—bcea? 1 
D-( Au ws 





Nun sei z=an+ßy, y-ya+öy 


eine unimodulare Substitution, und man bestimme durch die ent- 
sprechenden Gleichungen 


% = &%y + BY, Yo rP%o + 9% 
zwei neue Größen &,,Y,. Durch jene Substitution verwandelt sich 
f(x, y) in die ihr äquivalente Form 
f@,y) =-A@—- u” +2B@—-u)yV-n)+ eo -) 
durch welche mittels ganzzahliger x’, y' dieselben Zahlen dargestellt 
werden, wie mittels ganzzahliger x,y durch die Form /(z, y); ihre 


Determinante ist die vorige, also D. Wie in Kap. I Nr.1 gezeigt wor- 
den ist, darf vorausgesetzt werden, daß der neue erste Koeffizient 


(68) A<VP-V: is 
Wenn nun erstens A’ von Null verschieden ist, so wähle man 
y =y, so, daß |y, — y, |< + wird. Dann ist f’(x’, y,) nur noch eine 
Funktion zweiten Grades von x, die wir kurz schreiben, wie folgt: 
Fey) yla)-aa®+2ge th, 
wo d=4, g-By-yw)— An 
"=-An’—-2Bu m -u)t en); 
also 
‚ ‚yr ’ Wal ‚ ‚ AHTS Si 2 
g?—- ah = (B?- AO) (y— = Dr - Mr) 
und daher | 
(69) ”—ahZg 
ist. Da dieser Ausdruck zudem positiv ist, so hat die Funktion p(%) 
reelle Linearfaktoren; schreibt man also 


ya)=- ap) — N, 
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so bedeuten p, q reelle Größen. Ist wenigstens eine von ihnen, etwa 
p, eine ganze Zahl, so verschwindet p(x’) für 2 =p, und die Form 
f’(x’, y) nimmt für das ganzzahlige System «=», y’ =y, den Wert 
Null an, wird also <+4. Ist aber keine der Größen p, q eine ganze 
Zahl, so sind nur zwei Fälle möglich. Entweder liegen sie beide 
zwischen denselben zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen x, und 


Beat REN 


wobei wir unter p die kleinere von ihnen verstanden haben. Bildet 
man dann das Produkt yo): pP, +1), 


dem man die Gestalt geben kann 

(+4 H-le 44-0’, 
Aut 1 
16 ’ 48’ 
einer seiner Faktoren muß also kleiner sein als Va<1}. Bedeutet 
daher Ö einen passenden der Werte O0 oder 1, so nimmt die Form 
f («’,y) einen Wert <! an, wenn 


so findet sich sein Wert < RL = d.i. wegen (68) kleiner als 


v=1+0, y=y 
gesetzt wird. 
Oder man findet, die größte ganze Zahl unterhalb g mit x, be- 
zeichnend, die Ungleichheiten 


vr <a d.< rt 
Wendet man dann auf die Form 
F(&,y)=a«xX’+2gcy + hy? 
mit der Determinante 9’? — ah’ die unimodulare Substitution 
«= tde tray, Yarıry 
an, so geht sie in eine Form 
F (a, y’) = a’? + 2g"a"y" + KW y? 
über, in welcher offenbar 
«= +1), Ko) 
und demnach die mit 9’? — a’h’ gleiche Determinante gleich 
ya) ya +1) 
ist. Da nur die eine Wurzel der Gleichung 9(z’) = 0, nämlich g, 


zwischen x, und x, + 1 enthalten ist, so ist das Produkt in diesem 
Ausdrucke negativ und somit der Ausdruck selbst gleich 


+ ea)yn + DM). 
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Aus (69) entnimmt man daher die Folgerung 
ya) ya t+1)I<Zie 
wo das Gleichheitszeichen nur nötig ist, wenn g” = 0; da alsdann 
aber die beiden Faktoren nicht gleich sein dürfen, weil sonst 
@',y)- a’ y) 
für @=1,y =--—-1, also F(e&', y) fr! -1l,y=0,di.e=4' 


gleich Null würde, gegen Voraussetzung, so folgt wieder in allen Fällen 
für einen der Werte d = 0 oder 1 die Ungleichheit 


ya +9)|<% 


und der gleiche Schluß, wie im früheren Falle. 
Ist aber zweitens a = A’ gleich Null, also B?=D=-4, BD|=}, 


so ist 
fa N)=-W- vw) ERW -n)+ÜW—Y)), 


und jeder der beiden Faktoren kann durch passende Wahl zuerst von 
y und dann von x’ als ganzer Zahlen absolut kleiner als $, das Pro- 


dukt also < 4 gemacht werden. Nur, wenn zugleich y, und a, — 2 


mitten zwischen zwei ganze Zahlen fielen, würden beide Faktoren 
gleich #- In diesem Falle könnte also nur gesagt werden, daß es 
ganze Zahlen x’, y’ gibt, so beschaffen, daß 


Fa,y)<z 
wird. 


Da nun für f(x, y), d.i. für den Ausdruck (67) dasselbe gilt, wie 
für f(x’, y’), so ist Minkowskis Aussage bewiesen und zugleich der 
Fall bezeichnet, in welchem in der Bedingung (64) neben dem Un- 
gleichheitszeichen auch das Gleichheitszeichen erforderlich ist. 


Drittes Kapitel. 


Die Reduktion unbestimmter binärer Formen. 
1. Es ist schon bemerkt worden, wie die BetrachtungenMinkowskis 
über das System zweier Linearformen 
E=ax+by, n=cx+dy 


und die zu ihnen gehörige Kette äußerster Parallelogramme, insbe- 
sondere die daraus entwickelte Theorie der Kettenbrüche eng mit der 
Reduktion der unbestimmten quadratischen Formen zusammenhängen. 
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Wir wollen jetzt diese Reduktion eingehender erörtern und den 
genannten Zusammenhang, indem wir ihn weiter verfolgen, in ein 
helleres Licht rücken. 

Die Definition reduzierter unbestimmter Formen kann verschieden 
gefaßt werden, wie in Nr. 5 und 10 des ersten Kapitels zu sehen ist, 
ohne daß dadurch, wie ebenfalls dort zu ersehen, an den wesentlich- 
sten Eigenschaften derselben etwas geändert würde. Dies werden die 
folgenden Betrachtungen noch weiter bestätigen. Wir stellen zunächst 
die schon erwähnte Hermitesche Reduktionsmethode — 
ausführlicher, als bisher geschah, ins einzelne gehend — 
hier dar. 

Die unbestimmte quadratische Form 


(1) f(a,y) = an? + 2bay + cy 


mit der positiven Determinante D = b? — ac, in welcher a2 0 sei, 
kann in Linearfaktoren zerlegt und, indem man ihre Wurzeln 


—b+yD -b-YyD 
mn, 


mit @,, @, bezeichnet, folgendermaßen geschrieben werden: 


(2) f(x, y) = a(& — 0,9) (@ — @gY). 


Als zugeordnete positive Form gilt dann nach Hermite die 
Form 


(3) Fa, y) = (@ — o,y)" + #(@ — @,Y)° 


mit veränderlichem reellen Parameter A. Ihm zufolge nannten 
wir jene Form reduziert, wenn nach den Bestimmungen von 
Lagrange diese letztere Form für irgendwelche reellen 
Werte von A reduziert ist. Schreibt man 
(4) Fa, y) = Aa? + 2Bay+ Cy, 
so findet sich 

A=1+ 1°, B=—o, —-4o,, (= a + 1°‘, 


während „__ at K 
At 0C= mA 


ist, und hieraus folgen die Beziehungen 
DP’—ac- (o, — 09), DP—-Al=— 1(o, — 9)", 
also Be AO a 
a 


und 


(5) a0—25B+cA=0. 
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Die simultane Invariante beider Formen ist demnach Null. 
Geht also f(x, y) durch eine unimodulare Substitution 


s=anu +Pßy, y-ya+ody 


in eine äquivalente Form f’(x’, y’) über, so ist die aus F'(x, y) durch 
die gleiche Substitution entstehende äquivalente Form F’(x’, y’) die 
zugeordnete Form von jener, und umgekehrt: wenn die Substitution 
auf F(x,y) angewandt zu einer Form F’(x’, y') führt, so muß die 
Form f(x‘, y'), welcher die letztere zugeordnet ist, aus f(x, y) durch 
die gleiche Substitution hervorgehen. 

Ist nun 7x, y) für keinen Wert des A reduziert, also der Definition 
gemäß auch f(x, y) keine reduzierte Form, so lasse man A alle seine 
möglichen Werte von O bis oo durchlaufen. Geht man aus von einem 
bestimmten dieser Werte, 4 = 4,, so wird F(z, y) durch eine unimo- 
dulare Substitution S, in eine Form F,(x, y) verwandelt, welche für 
ein gewisses Intervall des Parameters A reduziert bleibt und die Zu- 
geordnete derjenigen Form /,(z, y) ist, die mittels der gleichen Sub- 
stitution aus f(x, y) gewonnen wird. Hört sie für A = 4, auf, redu- 
ziert zu sein, so führe man sie durch eine neue Substitution 8’, d.h. 
die ursprüngliche Form durch die Substitution S, = 8,8’ wieder 
in eine reduzierte Form F\ (x, y) über, die in einem neuen Intervalle 
des Parameters A reduziert bleiben wird, und die Zugeordnete der 
Form f, (x, y) ist, welche durch die nämliche Substitution aus f(x, y) 
entsteht. So findet sich für alle aufeinanderfolgenden Werte von A, ge- 
nauer für eine unbegrenzte Reihe aufeinanderfolgender Intervalle des A 
eine ebensolche Reihe positiver, für diese einzelnen Intervalle redu- 
zierter Formen 


(6) F&y, F&y, R@y),: 
und ihnen entsprechend eine Reihe 
(7) fo(&, y), fı(®, Y), f(& y), um" 


reduzierter unbestimmter Formen, welche derselben Klasse äquiva- 
lenter Formen angehören, wie die gegebene Form f(x, y). Die letztere 
Reihe enthält aber auch alle Formen dieser Klasse, welche nach Her- 
mites Definition reduziert sind. Denn, bezeichnet p(x, y) irgendeine 
mit f(x, y) äquivalente reduzierte Form und F' die Substitution, durch 
welche sie aus letzterer entsteht, so muß dem oben Gesagten zufolge 
die ihr zugeordnete reduzierte positive Form durch dieselbe Substi- 
tution aus F'(x, y) hervorgehen, also mit einer der Formen (6), welche 
die einzigen Formen dieser Art darstellen, identisch sein, und so- 
mit kann p(x, y) nur eine der Formen (7) sein. Jede Klasse un- 
bestimmter Formen mit der Determinante D enthält daher 
einen ganz bestimmten Komplex (f) reduzierter Formen, 
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welche durch stete Reduktion der zu einem Repräsentan- 
ten der Klasse zugeordneten positiven Form für alle Werte 
ihres Parameters ermitteltwerdenkönnen. Dieser Komplex (f) 
ist aber unabhängig von der willkürlichen Wahl des Repräsentanten 
f(z, y). Ist nämlich 


FEN) aa y) Ey) 
eine mit /(x,%y) äquivalente Form, so stimmt der ihr entsprechende 
Komplex (f’) in seiner Gesamtheit mit dem Komplexe (f) überein. 
In der Tat: sei zer tin, Vera ıdy 


eine unimodulare Substitution S, welche f(x’, y) in f(x, y) überführt, 
so bestehen einerseits die Beziehungen 


Ba A a rt 
z yo,+6’ . 70, +0’ 


andererseits ist die zu f(x, y’) zugeordnete positive quadratische 
F 4 (4 1 (4 EA 4 £ BET 
RR F&,y)=-@-oy’ +r’@—-oYy)), 





und sie geht bei Beachtung der obigen Beziehungen durch die gleiche 
Substitution $ über in 


(a @, pe a)" + Aka — @y)’] = (a - ar)’: Fin y), 
wenn darin zu na Yaligr 
gedacht wird. Es besteht also dann in bekannter Schreibweise die 
Beziehung Ben A 
F@,y; 2)-8= (ao y): Pia, y; A). 


Ist nun & eine unimodulare Substitution, welche für ein gewisses 
Intervall für A die Form F und somit auch die Form (@ — @,'y)- F 
reduziert, also, auf f angewandt, eine Reduzierte f- & des Komplexes 
(f) hervorbringt, so wird die Form F” durch die Substitution $- & 
in dieselbe Form übergeführt, die für ein entsprechendes, durch die 
gedachte Beziehung zwischen A und A’ zu bestimmendes Intervall für 4° 
reduziert ist und somit zu einer Form f’-$ 2 des Komplexes (f”) führt. 
Man hat aber f'-S2=f- 2%; jede Form in (f) ist also auch eine 
solche in (f”) und offenbar auch umgekehrt, w. z.b.w. Hier liegt 
dieLösungder Frage,obzweigegebeneunbestimmteFormen 
f(x, y) und f(x,y) äquivalent sind. Man bilde für jede von ihnen 
den zugehörigen Komplex reduzierter Formen, was durch das oben an- 
gegebene Verfahren geschehen kann. Je nachdem diese Komplexe eine 
Form gemein haben oder nicht, werden die gegebenen Formen der- 
selben Klasse angehören oder nicht. 


Nr. 2. Transformation der Formen des Komplexes ineinander 13 


2. Im ersteren Falle wird man alle Transformationen verlangen 
können, welche f(x, y) in f(x, y) überführen. Hat man nun den Kom- 
plex (7) für die Funktion f(x, y) gebildet und findet etwa bei Auf- 
suchung des der Funktion f’(z, y) entsprechenden Komplexes, daß ihm 
die Form f;(x, y) mit jenem gemeinsam ist, und sind $, 8’ die Sub- 
stitutionen, durch welche f(x, y) bzw. f(x, y) in sie übergehen, so 
wird man die gedachte Aufgabe lösen, indem man alle Transforma- 
tionen von f(z,Yy) in sich selbst mit der Substitution $- S’-! zu- 
sammensetzt. Die Substitution S selbst aber läßt sich zusammensetzen 
aus einersolchen, dief(«,y)indieerste Formf,(2,y)des Komplexes(7)ver- 
wandelt, undausden Substitutionen, durch welchejede Form dieses Kom- 
plexes bis f,(x, y) hin in die nächstfolgende übergeht. Indem wir von 
den automorphen Substitutionen von/(x,y) einstweilen absehn, wollen 
wir nun zeigen, wie die letztbezeichneten Übergänge zwischen den 
Formen des Komplexes (7) zu bewerkstelligen sind. 

Voraufgeschickt sei eine Bemerkung überreduziertepositiveFormen. 
Ist F(x, y) = Ax® + 2 Bay + Oy? 
eine solche, also 


2BI<ZA<G, 


so sind die Zahlen A,C,A— |2B| + C in wachsender Folge 
die drei kleinsten durch die Form, also auch durch jede 
andere Form ihrer Klasse darstellbaren Zahlen. In der Tat, 
da das mittlere Glied der Form je nach den Vorzeichen von 2, % 
positiv oder negativ wird, im letzteren Falle aber einen kleineren Wert 
der Form liefert als im ersteren, so werden ihre kleinsten Werte 
durch den Ausdruck 


dm, y) = Aa? — 2|Bjay+ Oy 
gegeben, während x, y gleiches, etwa positives Vorzeichen haben. Ist 
eine dieser Zahlen Null, so erhält man entweder Az? oder Üy? 


und als die kleinsten Zahlen dieser Art A und OS 4. Andernfalls 
zeigen die Identitäten 


3@ —-1,W)- Ta y) - Ak N)-yA-2|B))—- Aa-1), 
°a,y—1)= da, y) - Cy—- 2%) — 2x(C—2|BI)-Cy-—I1), 


daß der Wert der Form, solange x > y ist, mit x und, solange y>x 
ist, mit y abnimmt, bis x und y gleich werden; dann ist aber der Aus- 


og: 3a, y) =(4—2|B|+ O)a° 
und erhält für x = 1 seinen kleinsten Wert 
A—2|BI+C05>C05A 
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w. z. b. w. — Umgekehrt wird eine Form (A, B, O) stets eine redu- 
zierte sein, wenn jene drei Zahlen die drei kleinsten durch sie dar- 
stellbaren Zahlen bedeuten. 

Man denke sich nun alle durch die Form F,(x, y) darstellbaren 
Zahlen nach ihrer Größe geordnet, indem man dabei die etwa gleichen 
Zahlenwerte in einen einzigen zusammenfaßt: 


(8) F(a,9), Fo Yy), Fre 9) -- 5 
die drei ersten derselben sind, wenn 
(9) Fy(&, y) = Aw® + 2 Bay + Oy’ 


gesetzt wird, A, ©, A— 2|B| + C. Wenn nun A von A, an sich stetig 
verändert, so verändert sich ebenso stetig auch die Form und die 
Reihe der Werte (8), doch wird zunächst deren Aufeinanderfolge un- 
geändert bleiben, bis etwa für einen gewissen Wert von A zwei Glie- 
der der Reihe, nachdem sie einander gleich geworden, ihren Rang 
vertauschen. Solange dies bei den ersten drei Gliedern nicht geschieht, 
bleibt die Form eine reduzierte. Eine Vertauschung ihrer Rangord- 
nung aber kann eintreten entweder zwischen dem zweiten und dritten 
Gliede oder zwischen den beiden ersten von ihnen. Für den ent- 
sprechenden Wert von A hört dann F,(x%,y) auf, reduziert zu sein 
und wird, aufs neue reduziert, die folgende Form des Komplexes (6) 
ergeben. Tritt der erste Fall ein, d. h. wird 2|B|>A, etwa 
2|B|=4+ 0, so geht die nicht mehr reduzierte Form 


As? +:(A+6ö)ay + Cy, 


wo dem Vorzeichen von B entsprechend <= + 1 ist, durch die Sub- 
stitution = 2° — ey’, y= y über in die Form 


As? — s(A—d)ay +(C— )y®, 


welche für hinreichend kleines positives ö wieder reduziert ist, also 
die folgende Form des Komplexes (6) vorstellt. In dem besonderen 
Falle, wo C= A wäre, müßte man die genannte Substitution mit der 
zweiten «= y', y = — x” verbinden, wodurch die Form 


(C— d)2?+ e(A — H)r’y’ + Ay”? 


entstünde, die allen Bedingungen reduzierter Formen entspräche. 
Dieser erste Fall kann sich wiederholt ereignen, es muß aber auch 
einmal der zweite Fall eintreten, da die Beziehung A = C eine nicht 
identische lineare Gleichung für den Parameter A? bedeutet. Wird 
dann also bei weiterer Änderung des Parameters C<A, etwa 
= 4A—Öö, so geht die Form (A, B, C) durch die Substitution 


(10) Bey, y-— 
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in die Form (A — d, — B, A) über, die für hinreichend kleine posi- 
tive d wieder reduziert, also die folgende Form des Komplexes (6) 
ist. Bezeichnet man die Substitution 


(11) Bram, YmYı 
von welcher die andere 
N =uty, yYy 
nur die Inverse ist, mit 7’ und die Substitution (10) mit U, so können 
also die Substitutionen, durch welche die Formen des Kom- 


plexes (6), also auch diejenigen des Komplexes (7) sukzes- 
sive ineinander transformiert werden, in folgende Formel 


(12) ER AM Des Mara SE dee 
in welcher h,,,k,--- positive oder negative ganze Exponen- 
ten bedeuten, zusammengefaßt werden. 

Hermite bezeichnet diejenigen Formen des Komplexes (7), die 


aus der voraufgehenden durch die Substitution U entstehen, also dem 
Gleichwerden von A und C entsprechen, als Hauptreduzierte. Soll 


(13) fo(@, y) = a0? + 2b,2y + 0y? = ala — R,Y) (8 — Rey) 
eine solche sein, so ist notwendig und hinreichend, daß die für} =}, 
aus der Form (3) abgeleitete reduzierte positive Form gleiche äußere 


Koeffizienten erhalte. Diese Form ist aber die für A = A, der Form 
fo(&, y) Zugeordnete, mithin von der Gestalt 


(14) (Ay) + Aka — ey)"; 
demnach müßte Tremor sn: 


sein, während zugleich, den Bedingungen reduzierter positiver For- 
men gemäß, 2 + ZS1+r 28 


wäre. Durch Elimination von A,” mittels der voraufgehenden Gleichung 
und Quadrierung nimmt diese Ungleichheit die Gestalt an: 


Ho 


Ist aber diese erforderliche Bedingung erfüllt, der man auch die 
Form geben kann: 


4(1 rr 2,°) (1 a 2°) Dip 3(R, "3 2)” z 0, 





so erweisen sich die Differenzen 1— 2,?, 1 — 2,° als von verschie- 
denen Vorzeichen, demnach wäre 
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ein positiver, also A ein reeller Wert, für welchen die Form (14) die 
Gestalt erhält: 


2,3—Q,? 1 2,8 
er rar (2° _9. a a ”), 


also reduziert ist und gleiche äußere Koeffizienten hat; daher ist 
die Form f,(x, y), der sie zugeordnet ist, eine Hauptreduzierte. Hier- 
nach ist die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für, daß die Form (13) eine Hauptreduzierte sei, die Un- 
gleichheit (15) oder 


(16) buI>SIw + %|;, 


d.h.der Umstand, daß der mittlere Koeffizientabsolut nicht 
kleiner ist als die Summe der beiden äußeren. 

3. Stellen wir jetzt der Hermiteschen Methode diejenige an die 
Seite, zu welcher die Kette der äußersten Parallelogramme die Hand- 
habe bietet. Die unbestimmte quadratische Form 


(17) “ —_ f=art +2bay+ cy 


läßt sich in zwei reelle Linearfaktoren zerlegen. Damit die Deter- 
minante der beiden Linearformen &, n, wie bei der Betrachtung jener 
Ketten vorausgesetzt, gleich 1 sei, wählen wir 





(18) $=1— 9,%, %3= vB rip os Y), 


indem wir 5 — ac=D und 


a —b—-YVD 
ı PER ETWAS Tr 


setzen. Man hat dann 


(19) f= ax: +2bay+cy? =2YD : En. 
Nun sei 
(20) spa try, yaqaa+sy 


irgendeine Substitution der zu den Formen (18) gehörigen Kette, 
welche nach beiden Richtungen unbegrenzt ist, wenn die Koeffizien- 
ten beider Linearformen kein rationales Verhältnis haben; wir wollen 
voraussetzen, daß o, irrational sei. Durch diese Substitution mögen 
&,n in die Gestalt übergehen 


(21) E=- ri HA yY, n=— euer + uy, 
wobei A,A’, u, u’ positive Werte bedeuten und die Ungleichheiten 


4 w 
(22) ee I, m fg | 
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erfüllen; man findet dann für ihre Werte die Gleichungen 

»=P— 0,9, &l=r— 8 

a Las 


au = ayD — 99), 4 = a — 038). 


Durch dieselbe unimodulare Substitution (20) geht die Form f in eine 
ihr äquivalente Form 

(23) F= Ax?+2Bey + Cy” 

über, für welche die mit &, 7 entsprechend gebildeten Linearformen 
durch 


A 
24 X=-r— N, Y = —el®@ — 8,Y 
mı = bie 
—B D — B-YVD 
(25) SH Een fe Be 


bezeichnet seien. Da entsprechend (19) 

F=4Ax?+2Bay+0Cy?=2YD:-XY 
ist, so besteht infolge der Beziehungen (20) die Gleichung 
(26) XY= En. 


Nun sind X, Y lineare Formen in &’,y' mit der Determinante 1, 
ebenso wie nach (21) die Formen &,n, da diese durch eine uni- 
modulare Substitution aus den Formen (18) mit einer Determinante 1 
hervorgehen. Demnach kann man auch X, Y als lineare Formen in 
&,n mit einer Determinante 1 auffassen, und daher kann (26) nur 
bestehen, wenn entweder 


Kmım.'Er Y-2.n 


1 
ode X =, Y = t& ist, unter r einen konstanten Faktor verstan- 


den; die letztere Alternative aber ist auszuschließen, da ihr die Deter- 
minante — 1 entspräche. Somit erhält man die Beziehungen 


X" — Ay =rtÜrX + ery) 
’ ‚ 1 ER ’ 
——= Ey) = (eur tuy), 


aus denen r = —, also 


en) ae, 


= — Au -2YD, A ——Au:2YD 
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und daher 


® er 
und R W 

2 RR I © In 
(29) 2, Au 


gefunden wird. Demzufolge erweisen sich die beiden Wurzeln 
der quadratischen Form F von entgegengesetzten Vor- 
zeichen und wegen (22) die erste Wurzel absolut kleiner, die 
zweite absolut größer als Eins. Definiert man nun als re- 
duzierte unbestimmte Form jede Form, deren Wurzeln 
diesen Charakter haben, so läßt sich das Ergebnis der Betrach- 
tung in den Satz fassen: Der unbegrenzten, zu den Formen &,n ge- 
hörigen Kette von Substitutionen entspricht eine ebensolche Kette 
reduzierter Formen, welche der gegebenen Form f äquivalent sind, 
Durch irgendwelche dieser Substitutionen kann man letztere Form also 
in eine reduzierte überführen. 

Nun findet sich aber auch jede mit f äquivalente redu- 


zierte Form Fin jener Kette. Denn, ist (&; ) eine unimodulare 


Substitution, durch welche f in F' verwandelt wird, die man, even- 
tuell alle ihre Koeffizienten entgegengesetzt nehmend, stets so denken 
darf, daß 


(30) P—0,g4>0 


wird, und gehen dadurch &,n in Ausdrücke (21) über, in denen wegen 
vorstehender Ungleichheit A > O und bei passender Wahl von s auch 
A >0 ist, so erfüllen die Größen A, A, u, w’ infolge der für die Wur- 
zeln der Form vorausgesetzten Bedingungen mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (27) bis (29) die Ungleichheiten 


0<i<ı, O<wW<u; 
nach dem Schlußsatze in Nr. 8 des zweiten Kapitels ist daher die 
Substitution ei .) eine zur Kette von &,n7 gehörige Substitution, mit- 


hin die Form F' eine der reduzierten Formen, die dieser Kette ent- 
sprechen. 

Die auf solche Weise ermittelte Kette reduzierter Formen ist 
also das völlige Analogon zu dem Hermiteschen Komplex (f) 
solcher Formen, und dementsprechend folgert man sogleich wie- 
der, daß zwei Formen dann und nur dann einander äquiva- 
lent sind, wenn sie dieselbe Kette reduzierter Formen dar- 
bieten. Zur Entscheidung über die Äquivalenz zweier Formen ge- 
nügt es daher, für eine von ihnen diese Kette zu bilden, dann für 


Nr. 3. Die Kette der äquivalenten reduzierten Formen 19 


die zweite irgendeine ihrer reduzierten Formen und zuzusehen, ob 
auch diese in jener Kette befindlich ist oder nicht (s. hierzu weiter 
unten Nr. 7). 

Aber die hier aufgestellte Definition reduzierter Formen ist von 
der Hermiteschen verschieden und deckt sich auch nicht mit der- 
jenigen, die in Nr. 5 des 1. Kap. gewählt worden ist. In der Tat ist 
sie enger als diese, da zu der Bedingung, daß die beiden Wurzeln 
entgegengesetztes Vor- 
zeichen haben sollen, ° -! 1 RUE 
noch weitere hinzutre- 
ten. Man kann diese B- ——— ——— 1 1 
dingungen auch durch 
die Koeffizienten der 
Form zum Ausdruck bringen. Zeichnet man auf einer Geraden die zu- 
lässige Lage der Punkte 0,+1,2,,2,, so sind jenen Bedingungen gemäß 
nur die beiden in nebenstehenden Figuren 7 angegebenen möglich, 
deren erste einem positiven, die zweite einem negativen Werte von 
2, entspricht. Da nun 2,, 2, die Wurzeln der Gleichung 


A2?+2Bz-+0=0 


Fig. 7. 


bedeuten, so nimmt dieser Ausdruck im ersten Falle für z= 0 und 
2=1 entgegengesetzte, für z=0 und z2=— 1 gleiche Vorzeichen 
an, und umgekehrt im zweiten Falle. Demnach haben jedenfalls 


(31) Se a 


entgegengesetzte Werte, ebenso wie A und ©. Durch Ver- 
bindung der Formel 


F=2YD.:. XY=2YD.&n 
mit (21) ergibt sich ferner, da für reduzierte Formen Aw < Au <Ll ist, 
(32) B=YDüu—-ıwW)>0 und <YD; 
ss: A=-siuW-2YD, C=siu:2YVD, 
daB — A und Ü dasselbe Vorzeichen haben wie & und daß die Be- 
dingungen = el, n <1mit Rücksicht auf die Beziehung 
—AC=(VD+B):(VD-B) 
gleichbedeutend sind mit den folgenden: 
mr IA|<VYD+B 


33 Ei 
(83) VYD=Bs\hQ0|<VDihB. 
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4. Auch die Definition der reduzierten positiven Formen kann 
anders gefaßt werden, wenn man darauf verzichtet, daß in jeder Klasse 
nur eine einzige Form dieserArt vorhanden sein soll. Hier hatSelling?) 
einen eigentümlichen Weg eingeschlagen, der seine Vorzüge hat und 
in seinen wesentlichsten Punkten mitgeteilt werden soll. 

Statt einer positiven Form, welche (a,f,b) heiße, betrachtet Selling 


immer zugleich deren drei, welche durch die Substitution bar ı) 
zyklisch auseinander hervorgehen, nämlich die Formen 

(39) (80, (6,90, (© 

deren Koeffizienten durch die Gleichungen 

(40a) a+h+rt=0, b+t+g=0, c+9+5=0 

(4b) a=b +29 +5 b=c+2d+a c=a+t2f+b 

aus a,f,b sich finden. Zwischen ihnen bestehen infolge davon die 
Gleichungen 


(41) sh+hi+fg=A, ag+bh rei=— 24, 
in welchen 
(42) A=ob—t 


den Absolutwert der Determinante der drei äquivalenten positiven 
Formen bezeichnet. Nach Selling wird dann jede der drei For- 
men (39) reduziert genannt, wenn keine der drei Zahlen g,h,t 
positiv ist. 

Daß jede Klasse äquivalenter Formen solch Tripel redu- 
zierter Formen enthält und somit jede Form einer redu- 
zierten äquivalent ist, erkennt man folgendermaßen. Sei 
(a, f, b) eine beliebige Form der Klasse, wobei f als nicht-positiv ge- 
dacht werden kann, da man sonst statt von (a, f, b) von der ihr äqui- 
valenten Form (b, — f, a) ausgehen könnte. Sind dann nicht g und 
auch bereits nicht-positive Zahlen, die Form also nicht schon redu- 


ziert, so sei etwa g> 0. Durch die Substitution ( e geht (a, E, b) 


in eine äquivalente Form (a’, E, b") über, für welche die den g, bh, £ 
entsprechenden Zahlen 


—t+29g=g-b,d—5.+ 29 = g reizen 


sind; hier ist nun ? < O und die Zahlen g’, h‘, wenn sie noch positiv 
sind, jedenfalls kleiner als 9. Wenn dagegen h > 0, so führt die Sub- 


stitution R h) die Form (a, f, b) in eine äquivalente Form (a’, E”, b”) 


1) Selling, Journ. für die reine u. angew. Mathematik, Bd. 77, 8. 143. 
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über, in welcher 
"9429-46, tt U -h, 


mithin jetzt  <O ist und die Zahlen g”, 5", falls sie noch positiv sind, 
doch jedenfalls kleiner als 5 sind. Durch eine endliche Folge solcher 
Substitutionen muß man daher, wie leicht zu übersehen, zu einer 
Form (a®, ®, b®) der Klasse gelangen, in der keine der Zahlen g®, H®, £@ 
mehr positiv ist, welche also in Sellings Sinne eine reduzierte ist. 

Der Übelstand, daß bei solcher Definition reduzierter Formen jede 
Klasse noch mehrere derselben aufweist, wird durch die Bemerkung 
behoben, daß alle drei Formen des Tripels (39) aufeinen ein- 
zigen Ausdruck zurückgeführt werden können. Versteht man 
nämlich unter u, v, ww drei Veränderliche, welche durch die Beziehung 


(43) urv+u=0 

miteinander verbunden sind, so geht der Ausdruck 

(44) — gu? — hv? — fw?, 

. je nachdem man u, v, w aus ihm eliminiert, in die drei Formen 
cv? — 2gvw + bwf, 

(45) aw? — 2hwu + cu, 
bu? — 2fuv +av 


über, welche den drei Formen des Tripels (39) äquivalent sind. Hier- 
aus erkennt man auch, daß in jeder Klasse äquivalenter 
Formen nur ein einziges Tripel reduzierter Formen vor- 
handen ist. Denn, da für ein solches die drei Zahlen — g,— 9, —f 
nicht negativ sind, zeigt der Ausdruck (44), daß, welche ganzen mit 
der Gleichung (43) verträglichen Werte den Zahlen u, v, w auch bei- 
gelegt werden, er stets gleich oder größer als jede der Zahlen 


—h-!=a —-g9-I!I=b —9-I=c 


sein muß, daß also diese drei Zahlen die kleinsten sind, welche mittels 
ganzzahliger Werte der Unbestimmten durch die Formen (45), mit- 
hin durch die Formen der Klasse darstellbar sind; mit a, b, c zugleich 
sind aber auch g, 5, f bestimmt. 

Greifen wir hier auf einen Augenblick auf die Lagrangesche De- 
finition reduzierter Formen zurück, wonach 


(46) 211 <Za<b 
wäre, und wählen dabei, falls £ nicht Null ist, von zwei solchen mit 


entgegengesetzten mittleren Koeffizienten, durch welche dieselben 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 6 


28 Drittes Kapitel. Die Reduktion unbestimmter binärer Formen 
Zahlen darstellbar sind, diejenige mit negativem, so ist a+ 2150, 
also c=-a+2f+bS05n, 
und aus 

a=b+29+6 b=c+2hb+a 
folgt b +29 <0, a+25<0, mithin g und H negativ; die Form 
(a, E, b) ist also auch im Sellingschen Sinne reduziert. Somit schließt 
man aus dem Stattfinden der Bedingungen (46) den Umstand, daß 
a,b,a+2f-+b der Reihe nach die drei kleinsten Zahlen sind, wel- 
che durch die Form (a, £,b) mittels ganzzahliger Werte der Unbe- 
stimmten dargestellt werden können, eine Tatsache, die schon in 
Nr. 2 auf rechnerischem Wege festgestellt worden ist. 


5. Selling hält nun auch bei den unbestimmten Formen immer 
ein entsprechendes Tripel von Formen zusammen: 


(47) (a,k,b), (b,9,c), (sh,a), 
welche aus der ersten durch diemit(40a),(40b)analogen Bestimmungen 
a+h+k=0$, b+k+g=(, c+g9g+h=O 
a=b+29+c, b=c+2h+ta, c=a+2k+b 
gebildet werden. Die Reduktion dieser Formen aber führt er, ganz 


wie Hermite, auf die der positiven zurück. Zu diesem Zwecke stellt 
er die Form (a, k, b) als Differenz zweier Quadrate dar: 


(48) an? +2kay+by= (Er +ny® — (rt mW, 
so daß 
(49) a=— 5”, k=8n— 8,1; b=?—n- 


wird, und stellt der unbestimmten Form die positive Form 
(80) aa’ + 2kzy+by=- (rtny’ tat my 
an die Seite, deren Koeffizienten durch die Gleichungen 
(51) a4, Teint, Peitm” 


gegeben werden. Schon Hermite hatte gezeigt!), daß diese Art der 
Zuordnung im wesentlichen nicht von derjenigen verschieden ist, 
deren er sonst sich bediente und welche darin besteht, der unbe- 
stimmten Form 
aa? + 2bay + ey? = aa — 019) (<— @,9) 
die positive Form 
(2 = @y)" + Ale — 039)? 


1) Journ. für die reine und angew. Math., Bd. 47, S. 337. 
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oder etwas allgemeiner die Form 
(52) ua — @,y)" + vH — sy)? 


zuzuordnen. In der Tat liefert die Gleichung (48) für die Wurzeln 
@,,@, die Werte 

Ze = em 
daher geht die Form (52), wenn man darn u=8+8&,v=&8-—8$, 
wählt, in die Summe 


Er tny+bctnW+Er ty Hr Nmy)" 
=-2.[(&ae+ mW’ + (Hr + mW 


über, die nur unwesentlich von der Form (50) verschieden ist. 

Halten wir aber mit Selling an der letzteren fest, so ist vor allem 
die zwischen den Determinanten der unbestimmten und der ihr zu- 
geordneten positiven Form bestehende Beziehung 


(53) ab-R=h—ab 


zu bemerken. Da ferner aus den Gleichungen (49) und (51) die anderen: 
t+k?—(a+ab+b)=0 
t— ki? —(a—a) (db —b)=0 


hervorgehen, schließt man aus der Subtraktion dieser beiden die neue 
Beziehung 
(54) ba—2fk+tab=0, 


d. h. den Umstand, daß die simultane Invariante beider Formen gleich 
Null ist. Daraus geht dann hervor, daß, wenn auf die Formen (48) 
und (50) eine unimodulare Substitution angewandt wird, die neu ent- 
stehende positive Form die zugeordnete Form zu der neuen unbe- 
stimmten Form sein muß. 

Dies vorausgeschickt, bedenke man nun, daß die vier Zahlen &, 7, 
&,, 9, weil sie miteinander nur durch die drei Gleichungen (49) ver- 
bunden sind, als Funktionen eines willkürlich veränderlichen Parame- 
ters A, für welchen auch eine von ihnen selbst, etwa n, gewählt werden 
darf, gedacht werden können; mit diesem zugleich verändern sich die 
Koeffizienten a, f, b der positiven Form so, wie die Gleichungen (53) 
(94) es bedingen. Gibt es Werte von A oder Lösungen der 
Gleichungen (49), für welche die Form (a,£,b) oder allge- 
meiner das Tripel 


(85) (8b), (6,90), (0,0) 
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nach Sellings Definition reduziert ist, so soll auch das 
Tripel der Formen 


(86) (@%b), (6,9), (ah,a) 


reduziert heißen. Es fragt sich nun, wie dies sich durch die Koef- 
fizienten der unbestimmten Form selbst ausdrücken läßt. Man be- 
merke, daß nach den Gleichungen (49), (51) die Größe f beliebig 
große positive Werte erhalten kann, während a endlich bleibt; dem- 
zufolge muß dann nach (40a) h sehr große negative und auch g ne- 
gative Werte erhalten. Soll somit (a, f, b) bei Veränderung des Para- 
meters reduziert werden, so muß einmal f durch Null hindurchgehen 
oder wenigstens diesen Wert erreichen, wobei dann zugleich nach 
(40a) auch g und 5 negativ sein müssen; für f= 0 folgt aber aus 
(54), daß a,b entgegengesetztes Vorzeichen haben müssen. 
Diese notwendige Bedingung ist aber zudem auch ausrei- 
chend dafür, daß (a, k, b) eine reduzierte Form ist; denn, 
wenn sie stattfindet, kann der Formel (54) zufolge = 0, also g und 
.D negativ werden, indem gleichzeitig mit Rücksicht auf (53) 


zu setzen ist. Zugleich haben dann auch entweder a, c oder b, c ent- 
gegengesetztes Vorzeichen; man kann also aus dem Tripel der Formen 
(56) eine ganz bestimmte auswählen, bei welcher der erste Koef- 
fizient positiv und der dritte negativ ist, und diese speziell 
als reduzierte Form festsetzen. 

Ferner muß, wenn f die Null erreicht hat, bei weiterer, im bis- 
herigen Sinne gedachten Veränderung des Parameter dieser Koeffi- 
zient negativ werden und es dauernd bleiben; denn ein Minimum für 
f kann den Gleichungen (53), (54) zufolge nicht statthaben, da dann 


a-ob+b-5a=0, b-oa+ta-obh=(0, 
also 230 


sein müßte, was der entgegengesetzten Vorzeichen von a,b wegen 
nieht möglich ist. Da aber, wenn F bis zu sehr großen negativen 
Werten steigt, der Formel (41) zufolge, in welcher A=Kk?— ab ein 
endlicher positiver Wert ist, nicht auch g, h beide negativ bleiben 
können, muß nach einem gewissen endlichen Intervalle des veränder- 
lichen Parameters einer der Koeffizienten g,h durch Null hindurch- 
gehen, d. h. die Form (a, f, b), also auch (a, k, b) aufhören, reduziert 
zu sein; dies kann aber auch nur bei einem der beiden Koeffizienten 
sich ereignen, da ihr Verschwinden entgegengesetzte Vorzeichen für 
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b, c bzw. für a, c bedingt, zwei Bedingungen, die wegen der ent- 
gegengesetzten Vorzeichen von a, b nicht beide stattfinden können. 


Wird nun g>0, so führt die Substitution ie 3 die Form (a, f, b) 
in die Form (c, — g, b) und entsprechend (a, k, b) in (c, — 9, b) über, 
welche wieder für ein gewisses Intervall des Parameters reduziert 
bleiben; wird dagegen h > 0, so entstehen durch die Substitution 


al 1 . . . . . 
(di ) die neuen, in einem gewissen Intervalle reduzierten Formen 


’ 


(a, — 5, c) bzw. (a, — h, c). Durch die eine oder die andere dieser zwei 
Substitutionen läßt sich also aus einer reduzierten Form (a, k, b) 
immer wieder eine neue herleiten, welche mit ihr entweder den ersten 
oder den dritten Koeffizienten gemeinsam hat und deshalb als auf 
der Strecke von a bzw. von b liegend bezeichnet werden soll. 
Gelangt man in der Reihe dieser Reduzierten auf der Strecke von a 
zu einer Form (a, k', b’), bei welcher dieser Sinn wechselt, deren Nach- 
folger nämlich jetzt auf der Strecke des dritten Koeffizienten liegt, 
oder auf der Strecke von b zu einer Form (a,,k,, 5), deren Nach- 
folger auf der Strecke des ersten Koeffizienten liegt, so nennt Sel- 
ling diese ausgezeichnete Form eine Hauptreduzierte. Da der 


Nachfolger von (a, X, b’) durch die Substitution * .) erhalten, also 


gleich (a + 2 +," + %,‘) gefunden wird, so würden a, b so- 
wohl wie «+ 2% + b’,b’ entgegengesetzten Vorzeichens, mithin a, 
a+2%k'+b’ gleichen Vorzeichens sein; da die Form (a, k’, b’) aber aus 


ihrem Vorgänger durch die Substitution “ n) dieser aus ihr also 


durch die Substitution ( u ') entsteht, so findet er sich als die Form 


(ak —a,a— 2% +‘), weshalb a und «a — 21’ +’ und daher auch 
a+2% +b und a — 2K + b’ entgegengesetztes Vorzeichen haben 
müssen. Zu analogem Schlusse führt die Betrachtung der Form (a,,%k,,b), 
und man erkennt daraus den Umstand, daß für eine Haupt- 
reduzierte (a,%,b) nicht nur a,b, sondern auch die beiden 
Zahlen a — 2k +b,a-+2%k-+b von entgegengesetzten Vor- 
zeichen sind. 

Obwohl also die Sellingsche Definition der reduzierten posi- 
tiven Formen eine andere ist als die Lagrangesche, welche unseren 
früheren Betrachtungen zugrunde liegt, so deckt sich doch seine De- 
finition der reduzierten unbestimmten Formen, wie man sieht, 
mit der in Nr.5 des ersten Kapitels gegebenen, und die Definition 
seiner Hauptreduzierten mit der engeren Fassung reduzier- 
ter unbestimmter Formen, die wir in Nr. 3 dieses Kapitels auf- 
gestellt haben. 

6. Die Ungleichheiten (32) und (33), welche die reduzierten 
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Formen dort kennzeichnen, sind genau diejenigen, die zuerst Gauß 
(Disqu. arithm. art. 183) zur Definition der reduzierten unbe- 
stimmten binären quadratischen Formen aufgestellt hat, während 
die andere dort gegebene Fassung, welche mit der Sellingschen 
Definition seiner Hauptreduzierten gleichbedeutend ist, von Dirichlet 
herrührt. Auch Gauß hat dann gezeigt, daß jede Form einer Redu- 
zierten äquivalent ist, und hat eine Regel gegeben, nach welcher aus 
einer Reduzierten eine ganze Kette ihr äquivalenter Reduzierten, die 
im Falle ganzzahliger Formen aus einer endlichen Anzahl sich perio- 
disch wiederholender Formen besteht, derart hergeleitet werden kann, 
daß zwei Formen dann und nur dann äquivalent sind, wenn 
die ihnen entsprechenden Ketten reduzierter Formen iden- 
tisch sind. Dieser Nachweis, der in den Disqu. arithm. ziemlich kom- 
pliziert erscheint, ist von Dirichlet!) wesentlich vereinfacht worden 
dadurch, daß er die eigentliche Grundlage der Untersuchung, die Ent- 
wicklung der Wurzel einer quadratischen Form in einen gewöhn- 
lichen Kettenbruch, insrechte Licht gestellthat. Einennoch sehr vielein- 
facheren Beweis des Gaußschen Satzes gab Mertens?). Es handelt 
sich wesentlich darum, zu zeigen, daß, wenn fund F' zwei 
äquivalente Reduzierte sind, Fin der zu f gehörigen Kette 


befindlich sein muß. Istnun ("" f) eine Substitution, welche f in F 


überführt und deren Koeffizienten positiv angenommen werden dür- 
fen, so lehrt Mertens daraus eine andere Substitution mit durchweg 
kleineren positiven Koeffizienten herzuleiten, durch welche eine andere 
Form der zu f gehörigen Kette in F' übergeht, usw., so daß zuletzt 
eine solche durch die identische Substitution sich in F' verwandelt, 
d. h. mit 7’ identisch ist. Aber bei diesem Nachweise, wobei Mertens 
wie auch schon Gauß unnötigerweise nur ganzzahlige Formen be- 
trachtet, wird wieder jene zuvor erwähnte natürliche Grundlage der 
Sache verhüllt. Daher reproduzieren wir hier im wesentlichen die- 
jenige Wendung des Mertensschen Beweises, welche jüngst Frobe- 
nius?) veröffentlicht hat. 

Wir ziehen zunächst aus der Definition der Reduzierten einige ein- 
fache Folgerungen. Ist 

Ax?+2Bxy+ Üy 


eine solche, so soll B positiv und kleiner als YD, die erste Wurzel 
_—B+yD 
TE 


1) Abhandlungen der Berlin. Akad. 1854 oder Vorlesungen üb. Zahlenth., 
hrsg. von Dedekind. 4. Aufl. $ 74—82. 

2) Journ. für die reine und angew. Math., Bd. 89, S. 332. 

3) Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1913, S. 202. 
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absolut kleiner als 1, die zweite 


a: <a 


absolut größer als 1 sein, während A, Ü entgegengesetzte Vorzeichen 
haben; jene Wurzel hab demnach das Vorzeichen von A, diese das 
Vorzeichen von C. Ferner folgen aus den Ungleichheiten (33) sowohl 
für E=|A| als für E= |C| die anderen: 


en B>E-YD 
d.h. B>|VYD-—E\. Fürreduzierte Formen sind also die Un- 
gleichheiten vVD>B>|yD-E| 
erforderlich. Aber auch umgekehrt ist (A, B,C) eine Redu- 


zierte, wenn diese Ungleichheiten auch nur für einen der 
Werte E=|A| oder E=|C| erfüllt sind. Denn, sind sie es etwa 
für E=|A|, so erschließt man sogleich die beiden ersten der Un- 
gleichheiten (33), deren beide anderen aber dann eine Folge der 


sind. 

Auf Grund dieser einfachen Bemerkung erkennt man leicht, daß 
jede Form einer Reduzierten äquivalent ist, was zwar schon 
aus Nr. 3 hervorgeht, hier aber unabhängig davon nochmals bewiesen 
werden soll. In Nr. 1 des ersten Kapitels ist gezeigt, daß jede unbe- 
stimmte Form einer anderen =; B, C) äquivalent ist, bei welcher 


wie | Ber 


also |B|<YD ist. Aus B?— AC= D folgt daher, daß A, © ent- 
gegengesetztes Vorzeichen haben, und demnach muß die absolut 
kleinere dieser Zahlen gleich oder kleiner sein als YD. Sei etwa 
IC|=yD, so läßt sich jedenfalls zwischen den positiven Grenzen Y D 
und YD—|C| eine Zahl B’ finden, für welche B— B’ ein Viel- , 
faches von (, für ein ganzzahliges h also B— B’=h- (ist, und die 
Form (A, 5, 0) verwandelt sich durch die Substitution 


zer, y=y—hi 
in die äquivalente Form (4, 5’, C), in welcher A’=A—2bhk+ Ch}, 
zudem aber vVD>B>yD-ic 50 


ist, d.h. nach der voraufgehenden Bemerkung in eine Reduzierte. 
7. Dies vorausgeschickt, gewinnt man die Gaußsche Kette äqui- 
valenter Reduzierten durch die Bildung der im Gaußschen Sinne be- 
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nachbarten Formen. Nach ihm heißen zwei Formen (a,b, c), (a,,5,,6,) 
einander (nach rechts) benachbart, wenn c=a, undb +b, ein Viel- 
faches von a, ist: b+b,=a,:0ö, wo Ö ganzzahlig; dann geht die 
erste in die zweite über durch die Substitution 


= y, y-uröy, 


und, da allgemein bei einer Substitution (% ß ) zwischen den gleich- 


y,0 
namigen Wurzeln ®, o, beider Formen nach (16) des ersten Kapitels 
die Gleichung BES): 
3, +6 


besteht, so gilt in diesem Falle die Beziehung 


1 
_——=—-0—-0.. 
© 


Zu jeder Reduzierten, die wir jetzt (A, DB, — A,) schreiben 
wollen, wo dann A, 4, gleiches Vorzeichen haben, gibt es 
hiernach eine ganz bestimmte, ihr (nach rechts) benach- 
barte Reduzierte (— A,, B,, A,). Denn, damit diese Form eine 
solche sei, müssen außer der Gleichung B+ B, = — A, : ö, welche 
lehrt, daß Ö das entgegengesetzte Vorzeichen wie A und A, haben 
muß, zwischen den ersten Wurzeln 2, 2,, sowie den zweiten Wur- 
zeln &, 2,’ beider Formen die Gleichungen stattfinden | 
1 1 


ferner muß 2, das entgegengesetzte Vorzeichen haben wie 2, 


2,’ das entgegengesetzte wie &’, zudem 5 und 2,’ absolut größer, 2, 


und 2 absolut kleiner als 1 sein. Den voraufgehenden Gleichungen 


zufolge würde also |d| das größte sowohl in =; | als auch in |,’ | 


enthaltene Ganze, daher eindeutig bestimmt sein, und demnach kann 
es nur eine solche Form geben. Wählt man aber |ö | als das größte 


in 1: enthaltene Ganze und ö mit entgegengesetztem Vorzeichen 
wie A, so geht die Form (A, B, — A,) durch die Substitution (4 ee 
in eine Form (— A,, B,, A,) über, deren Wurzeln 2,, &,’ mit den 
gleichnamigen Wurzeln 2, &’ der ersteren durch die vorigen Glei- 
chungen verbunden sind; aus diesen aber werden &,, 2,’ als von ent- 
gegengesetzten Vorzeichen, die erstere als absolut kleiner, die zweite 
als absolut größer als 1 und somit die Form (— A,, B,, As) als eine 
Reduzierte erkennbar. 


u ce 
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So entsteht also aus jeder Reduzierten F=(A, B, — A,) eine ganze 
Kette zu jezweien benachbarter Reduzierten, die man statt nach rechts 
hin ebenso auch nach der linken Seite hin in ganz bestimmter Weise 


fortsetzen kann: a A a re 


—-1) erg 
wo allgemein 


F, = ((- 14, Bi, -bHRA,,,) 


% 


Mila: = ‘ka DA, B,_ı : 1%. A,) 


aus 


0r—1 
1, 0,1 
lichen B, positiv, die sämtlichen A, von demselben Vorzeichen wie 
A, und der Gleichung 


Bach B= HA. 
zufolge hat (— 1)’ö,_, dasselbe Vorzeichen wie A, d.h. wie A. Da 
die Kette offenbar durch jedes beliebige ihrer Glieder fest bestimmt 
ist, darf man F' als ein solches voraussetzen, dessen erster Koeffizient 
A positiv ist; dann sind sämtliche A,, B, positiv und daher 
er , 

für jedes positive ganzzahlige <. Zwischen den ersten Wurzeln 2,_, 
und 2, der beiden Formen F',_,, F\ besteht aber die Beziehung 


durch eine Substitution ( ) hervorgeht; dabei sind die sämt- 





1 
ER ee 
oder, wenn (— 1y-1 
Fr ae 


gesetzt wird, die ihr gleichbedeutende 
1 
BET ANGE RB,’ 


* hd .. . .. 1 
aus welcher man, von ©=1 an beginnend, für die Größe R=-—, 


da AR, positiv und größer als 1 ist, ihre Entwicklung in einen ge- 
wöhnlichen Kettenbruch: 


1 
(2) N Kg; 91, 9, "I Bi) 
erschließt. 
8. Nunmehr läßt sich ohne große Mühe der Gaußsche 
Nachweis erbringen. Seien "= (A, B, 0) und 7, = (As, Bu, ©) 
zwei verschiedene einander äquivalente Reduzierte und ( N) eine 


Substitution, durch welche Fin F, verwandelt wird, so soll gezeigt 
werden, daß F,inderzu F'gehörigen Kette enthalten ist. Es genügt dazu, 
dies vom Nachbar von F, nachzuweisen; da aber die zu F' gehörige 
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Kette auch als die zum Nachbar von F' gehörige angesehen werden 
kann und der erste Koeffizient von einem Gliede der Kette zum 
folgenden das Vorzeichen wechselt, so darf man offenbar von der 
Voraussetzung ausgehen, daß A und A, positiv seien. Dann sind die 
ersten Wurzeln & und 2, beider Formen gleichfalls positiv und 
kleiner als 1, die zweiten Wurzeln 2 und 2, aber negativ und ab- 
solut größer als 1, und es bestehen die Beziehungen 


at ea +R 


7 +0’ 7% 9° 
denen man auch die Gestalt geben kann: 


1 1 
a a eg a 


as: : . 
er «+ Bro; 





Nun kann « nicht Null sein, denn wegen «d — ßy = 1 wäre sonst 
ßy=—1, also etwa ß= — 1,9 =], wie man immer voraussetzen 
a, ß 
Y, 0 
(% 5 E: E) zum Ausgangspunkte nehmen könnte; aus den vorstehen- 
den Beziehungen gingen dann aber die Gleichungen 

1 


1 r 
a Be A 


kann, da man andernfalls statt der Substitution ( ) die andere 


hervor, denen zufolge Ö gleichzeitig kleiner als — 1 und größer als 
+ 1 sein müßte. Hiernach darf also bei passender Wahl der Substi- 
tution & positiv, d.i. «> l angenommen werden. Nun lassen sich die 
obigen Beziehungen folgendermaßen schreiben: 


(5-?) u +M)=1, (5?) ey +91. 


Aus ihnen erschließt man, daß ß, y nicht Null sein können. Denn, 
wäre ß=(0, so wäre @d = 1,also«= 1, d = 1 und nach der zweiten 


dieser Gleichungen y = - — . d. ı. absolut kleiner als 1, also 


y=0; wäre y=0, so folgte aus der ersten der Gleichungen B= 2— Q,, 

d. 1. absolut kleiner als 1, also 8 = 0. In beiden Fällen wäre die Sub- 

stitution ($ N) die identische und F, identisch mit F' entgegen der 
Y 

Voraussetzung. Ferner erkennt man nun aus jenen Gleichungen, daß 

ß und z stets gleiches Vorzeichen haben müssen. Ist nämlich 8>0, also 


A +B>1,sLflg y<hy+1>Z >, folglich yS eo; 
ist aber y>0 und somit a -r<-1 so folgt O>«Q, +P>—1, 
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B+1>—eR,) > e, folglich > «. Hiernach ist jedenfalls By > 0, 
also «ö = ßy + 1> 1 und daher Öö positiv. Wären dann ß, y nega- 
tiv, so wären in der inversen Substitution ( E ae die Koeffizienten 
= ß, — y positiv, und offenbar darf man zu dem betrachteten Nach- 
weise die beiden Formen F\, F, ihre Rolle tauschen lassen. Also dür- 
fen wir bei unserem won jetzt voraussetzen, daß alle Koeffi- 
zienten «&, ß, y, 0 positiv und ß>«, y>« sind; aus letzteren Un- 
gleichheiten folgen aber noch weiter dB > «d > By, also d > y und 
öoy>.ad>Py, also d>P. Der Bedingung «ad — By =1 zufolge 
sind also = «, y= y eine Lösung der unbestimmten Gleichung 


2 — Py— 


in positiven ganzen Zahlen x, y, bei welcher x<ß,y<ö ist. Eine 
solche Lösung ist aber eindeutig bestimmt; entwickelt man nämlich 


° in einen gewöhnlichen Kettenbruch: 


ß 
Öö 
B 97 K(90; I» Iay "5 9-1) 


dessen Gliederzahl :, wie in Nr. 15 des vorigen Kapitels bemerkt 
worden ist, als gerade vorausgesetzt werden darf, so ist jene Lösung 
nichts anderes als Zähler und Nenner des vorletzten Näherungsbruches 


z vo K (go; II," % I 3): 


und nun führt die Formel 


Ra TR 
EEE LT 
IN re 


und das bekannte Bildungsgesetz der aufeinanderfolgenden Näherungs- 
brüche zur Gleichung 


1 ' 1 
re 8 (90; 91, 93° "5 -v 2 
was, da “ positiv und größer als 1 ist, den gewöhnlichen Ketten- 


bruch für = bis zum Teilnenner g,_, darstellt. Da es aber bekannt- 
lich Ber einen solchen gibt, muß dieser mit dem in (&) angegebenen, 
d. Ts —- mit AR, identisch, &, = (—- 1’ Q,= 8,, ebenso also auch 
= (ar — 2; sein. Hieraus folgt endlich bis auf einen Propor- 
EEE der aber, wie leicht einzusehen ist, die Einheit sein 
muß, die Identität der Form F, mit F,w.z.b.w.— 
Aus der Vergleichung dieses Gaußschen Satzes mit dem ganz 
entsprechenden, für die Ketten reduzierter Formen der in Nr. 3 be- 
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trachteten Art geltenden Satze geht nun noch hervor, daß diese 
letzteren Ketten und die Gaußschen aus den gleichen For- 
men zusammengesetzt sind. Überhaupt lehrt die Zusammen- 
stellung der Formeln (20) des zweiten und (27) dieses Kapitels mit 
der Formel (2), daß man es beidemal mit wesentlich den gleichen 
Zusammenhängen zu tun hat. 

Man bemerke ferner noch Folgendes. Bezeichnen die Formen 
(A,, B,, A,,ı) für alle Werte des Index z von — oo bis oo die Kette 
der Reduzierten für eine Klasse äquivalenter Formen mit der De- 
terminante D und A irgendeine durch die Formen dieser Klasse 
eigentlich darstellbare Zahl, so gibt es in der Klasse eine Form 
(A, B, C) mit dem ersten Koeffizienten A, deren zweiter Koeffizient 


B zwischen YD und YD — | A| enthalten ist. Wenn nun 
vD>B>|yD-El, 


und somit ist (A, B, ©) eine Reduzierte der Klasse, also mit einer 
der Formen (A,, B,, A,,,) identisch. Demnach gilt der Satz: Jede 
durch die Klasse darstellbare Zahl A, welche absolut klei- 


ner ist als YD, wie es deren nach dem Ende von Nr. 6 gibt, 
findet sich unter den Zahlen A;; unter diesen ist daher auch 
das etwaige Minimum jeder Form der Klasse zu suchen. 

Wir wenden dies an auf die Klasse, welcher die Form f= (2 — »oy)y 
mit der Determinante D = 7 angehört. Nimmt diese Form für ganz- 
zahlige x, y, deren y positiv gedacht werden darf, einen Wert an, der 
kleiner als YD = 4 ist, 


2 


so findet sich 


I -oy)y|<z 


so muß er dem ersten Koeffizienten einer Form der zu f gehörigen 
Kette von Reduzierten gleich, d. h. nach der Art, wie diese in Nr. 3 
gebildet wurde, ein Ausdruck 


(Mr — @5,) 5 


nämlich &, y Zähler und Nenner eines Näherungsbruches für ® sein. 
Man gewinnt auf diese Weise eine neue Bestätigung des 
schon in Nr. 15 des vorigen Kapitels bewiesenen Satzes von 
Lagrange. 

9. Wir kehren nun zu der Kette der äußersten Parallelogramme 
[A, u] oder der zugehörigen Substitutionen und zu den Betrachtun- 
gen von Nr.3 wieder zurück. Nehmen wir an, die Kette zweier 


ee E=ax+by, n=ci+dy, (ad—bce=]1) 


BE 
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weise zwei Substitutionen S und 5’ — deren zweite die weiter nach dem 
A-Ende der Kette hin gelegene sei — von der Beschaffenheit auf, daß 
& durch sie in die Formen X und 7X bzw. übergehe, wo r eine po- 
sitive Konstante, die wegen des stets abnehmenden A kleiner als 1 
ist, so ersieht man aus dem Umstande, daß der Fortgang der Kette 
nur von dem bei X und rX gleichen Verhältnisse der Koeffizienten 
dieser Formen abhängig ist, daß nun von «X an sich immer wieder 
derselbe Fortgang wie von X zu r X wiederholen, also eine Perio- 
dizität in der Reihe der Zahlen g, 9,,,, --. eintreten muß. 
Setzt man aber $’= $.T, so geht offenbar & durch die Substitution 


ST.S7-1, die durch 5 ') bezeichnet werde, in r& über, d.h. es er- 


geben sich die Gleichungen 


(57) p—TMa+rgb=0, ra+(s—- T)b=0, 
aus denen r als Wurzel der quadratischen Gleichung 
(58) ”—-(p+s)r+1=0 


erkannt wird, während sich 


findet. Der letzteren Formel zufolge ist 3 wier selbst, eine 


reelle Wurzel einer ganzzahligen quadratischen Gleichung 
und, da die periodische Kette jedenfalls nach dem Ende der ab- 
nehmenden A hin unbegrenzt ist, irrational. 

Nun bemerke man, daß, wie wir in Nr. 7 des vorigen Kapitels von 
einem äußersten Parallelogramme [A, u] zu einem nach der Seite der 
abnehmenden A, also der wachsenden u hin benachbarten äußersten 
[A,, #,] übergegangen sind, man ebenso durch Senken der n-Seiten 
und darauffolgendes Heben der &-Seiten zu einem nach der Seite der 
abnehmenden u, also der wachsenden A hin benachbarten, d. i. einem 
solchen äußersten [2’, u’] gelangen kann, daß kein anderes [A,, u,] vor- 
handen, bei welchem u > u, > u‘, also A < A, < A’ ist. Demzufolge 
steht das Parallelogramm [A, #] zu diesem neuen genau in der Be- 
ziehung, die es als sein nach der Seite der abnehmenden A hin be- 
nachbartes charakterisiert, und man erkennt somit, daß die Fort- 
setzung der Kette nach der u-Seite hin nichts anderes ist, als der- 
jenige Teil der nach der 4-Seite hin gebildeten Kette, welcher dem 
zuvor betrachteten Gliede dieser Kette voraufgeht. Falls also von 
[A, u] ab auch für jene Kette Periodizität eintritt, so setzt sich die 
vorherige Periode der Kette der &, 7 auch nach der u-Seite hin, aber 
rückwärts, fort. 


94 Drittes Kapitel. Die Reduktion unbestimmter binärer Formen 


Dies geschieht nun offenbar, wenn die Substitutionen 8 und 8', wel- 
che & in X bzw. wX überführen, die Form 7 gleichzeitig in zwei 


Formen Y und 4 verwandeln, wodurch die zu (57) entsprechen- 


den Gleichungen 
P--)e+g4=0, rc-+ (- )@ = 0, 


also . als die zweite Wurzel der reziproken Gleichung (58) und a. 


durch die Formel Fi RN. 


als die andere Wurzel der ganzzahligen quadratischen Gleichung, 
der = genügt, gefunden werden. 


10. Diese Tatsachen veranlassen uns, die Betrachtungen von Nr. 3 
jetzt auf solche unbestimmte quadratische Formen 


f= ax: + 2bxy-+ cy? 


anzuwenden, deren Koeffizienten ganze Zahlen sind, während 
ihre Determinante D keiner Quadratzahl gleich sein soll, 
um den Nachweis zu führen, daß die Kette der zu ihnen ge- 
hörigen Formen 


(59) Ee=x7—-0,9Y, N en 0%) 


vollkommen, d.h. nach beiden Seiten hin periodisch ist. In 
der Tat geht aus den dort für die Koeffizienten der reduzierten Formen 
angegebenen Beschränkungen (32), (33) hervor, daß, wenn sie ganz- 
zahlig sein sollen, ihrer nur eine endliche Menge vorhanden ist. Hier- 
aus zieht man zunächst den wichtigen Schluß, daß für ganzzahlige 
unbestimmte quadratische Formen mit gegebener Deter- 
minante D nur eine endliche Anzahl reduzierter Formen 
undinfolge davon auch nureineendlicheAnzahlvonKlassen 
äquivalenterFormen vorhanden ist (vgl.Kap.1 Nr.1, Ende). Da- 
her muß es aber geschehen, daß in der unbegrenzten Kette reduzierter 
Formen, welche den &, n zugehört, einmal eine frühere Form F noch- 
mals wiederkehrt, daß also eine Substitution S und eine erste spätere 
S’=8-T zu derselben Form 


F=2yD.XY 
führen oder &, n gleichzeitig in X, Y, bzw. X, - Y verwandeln, wo- 


bei z positiv und kleiner als 1 ist. Hiermit ist aber die behauptete 
Periodizität erwiesen. 
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Die Kette der mit f äquivalenten reduzierten Formen bildet also 
für ganzzahlige Formen eine nur aus einer endlichen Anzahl redu- 
zierter Formen bestehende Periode. Deshalb wird das in Nr. 3 nur 
theoretisch aufgestellte Kriterium zur Entscheidung über die Äqui- 
valenz zweier Formen im Falle der ganzzahligen zu einer praktisch 
ausführbaren Methode, da man für jede der Formen die Periode wirk- 
lich bilden und dann feststellen kann, ob sie eine gemeinsame Form 
enthalten, d. i. übereinstimmen oder nicht. 

Die Größen ®,, ©, sind die beiden Wurzeln der ganzzahligen qua- 
dratischen Gleichung 452 +2be+c=0, 


sind also, wie man sagt, zwei quadratische Irrationelle. Daß 
wir unter o, die erste, unter ®, die zweite derselben verstanden haben, 
hat keinen wesentlichen Einfluß auf die Ergebnisse der Betrachtung; 
wir könnten diese statt auf die Formen &, n, in gleicher Weise auf 
die anderen zwei: 


E=a0—- a, 7 = ——(@ — 0,9) 

zur Anwendung bringen. Nun hat schließlich die Kette der &, 7, wie 
wir nach Nr. 10 des vorigen Kapitels wissen, denselben Verlauf, wie 
die Kette der Formen 

g=r—-oy, n=Y. 

Ist also jene periodisch, so ist es auch diese, und ihr entspricht die 
gewöhnliche Kettenbruchentwicklung der Größe »,. Hieraus entnimmt 
ıman die Folgerung: Jede Irrationelle zweiten Grades hat eine 
periodische Kettenbruchentwicklung. Da aber nach voriger 
Nr. auch umgekehrt jede solche, d. h. jede Kette zu 


= 1 — 0%, ER 


welche periodisch ist, eine Größe », bestimmt, die Wurzel einer 
ganzzahligen quadratischen Gleichung ist, so ergibt sich schließlich 
der Satz: 

Die quadratischen Irrationellen sind dadurch charakteri- 
siert, d.h. von allen übrigen unterschieden, daß ihre Ent- 
wicklungineinengewöhnlichen Kettenbruch periodischist. 

11. Offenbar verwandeln alle aus den Substitutionen S, 7’ in voriger 
Nr. gebildeten Substitutionen S- 7" für jeden positiven oder nega- 
tiven ganzzahligen Exponenten » die Form f in F'; sie sind aber (nebst 
den aus ihnen durch Multiplikation aller Substitutionskoeffizienten 
mit — 1 entstehenden) auch die sämtlichen dieser Art, denn eine 
Substitution, welche & in einen Ausdruck von der Gestalt z - X ver- 
wandelt, gehört (nach Kap. 2 Nr. 8) der Kette von &,n an. Hieraus 
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folgt, daß man sämtliche Substitutionen der Form finsich 
selbst mittels der Formel 


+ (ST). 8-1= + (STS-N)" 


erhält, wobei dann &, y sich bzw. in+ 7"-& + ET verwandeln. Be- 


kanntlich findet man diese „automorphen“ Substitutionen der Form f 
mittels der Auflösungen der Pellschen Gleichung. Es ist aber 
leicht, auch die Theorie dieser Gleichung den voraufgehen- 
den Betrachtungen zu entnehmen. Wir beschränken uns dabei 
auf primitive Formen f und nennen & den größten gemeinsamen 
Teiler von a,2b,c, so daß, je nachdem die Form eigentlich oder un- 
eigentlich primitiv ist, &= 1 oder 2 ist. 

Sei nämlich Ih .) irgendeine jener Substitutionen und gehe &, 7 
durch sie bzw. in 6&, —n über. Der Nr.9 zufolge bestehen dann für 
die Formen (59) folgende Gleichungen: 

pP -060—qg0, =0, r—(s-0)0, =O 
60 1 1 
(60) Ir -;- 19-0, r-(s-)o; ri: 


aus denen mit Rücksicht auf die Werte 





= DVD CH "pvp yD Tee 
Mbunaslag® -b—yp’ "° N 97: 
die anderen: ? 1 
| ee! BON rb 
3(e+-)-?r+%=s+7 
1 1 qVyD _ —ryD 
A mtr: = ee a C 


Lad AU — (cu 
Turn ka, 
190 Pa get 2bu 
5 -—%, 
ferner r # 
(62) a um 
mithin 
(63) ?— Du = &. 
Da -- b = ; = Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, lehren zunächst 


diese Gleichungen, daß u eine ganze Zahl ist, und sodann die Gleichung 
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(63), da # nach der Definition rational ist, daß auch i eine ganze 
Zahl ist, daß also die Zahlen i, « eine ganzzahlige Auflösung der 
Pellschen Gleichung 

&® — Dy’ =» 
darstellen. Durch sie sind die Koeffizienten der automorphen Substi- 
tution mittels der Formeln 


en ee Lehe 


€ 


bestimmt, und man erhält sämtliche Substitutionen dieser Art, wenn 
man hierin alle jene Auflösungen einsetzt. So entsteht aber auch 
stets eine solche Substitution, da die vorstehenden Ausdrücke für 9, 
q, r, 5, wie man leicht übersieht, ganzzahlig werden und die Gleichun- 
gen (60) erfüllen, wenn darin 6 durch die Gleichungen (62) et 


R) 


wird, da also die Substitution (2 hi die Formen $&, n in 6$£, —n und 


damit die Form f in sich selbst überführt. 

Bemerkt man endlich, daß r derjenige positive Wert von @ ist, 
welcher unter allen, die < 1 sind, am größten ist, und daß die Be- 
dingung O< 6 <1 nach (62) mit den Ungleichheiten >0, u>0 
übereinkommt, daß endlich, je kleiner « ist, auch # um so kleiner aus- 
fällt, so ersieht man, daß der Annahme 6 = r die Auflösung der 
Pellschen Gleichung in kleinsten positiven'ganzen Zahlen 
i,, 4, entspricht, daß also 
ı,% vD 

€ 
ist und demnach der Beziehung 6 =" gemäß jede Auflösung 
dieser Gleichung durch die Formel 


(65) ser VD. Mr ar, 


diein der Tat auch nur solche liefert, erhalten werden muß. 
12. Hier soll eine interessante andere Herleitung dieser Formel 
für den Falle =], die Hermite!) angemerkt hat, nicht übergangen 
werden. 
Ist f = aa? + 2bxy + cy? = a(z — 0,Y) (X — @gY) 
eine ganzzahlige unbestimmte Form mit nicht quadratischer Deter- 
minante, die also für ganzzahlige x, y auch nur ganzzahlige Werte 
erhalten kann, und ist 


— (0 — @0,y)° + 4a — o3Y)" 
die ihr zugeordnete positive Form, so gibt es unter allen von 0, 0 
verschiedenen jener Systeme x, y solche, die f ihren absolut kleinsten 


T = 


1) Journ. für die reine und angew. Math., Bd. 41, S. 209. 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 f 
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Wert erteilen, und diese erhält man gewiß sämtlich, wenn man 
die Minima der Form für alle möglichen reellen Werte 
des Parameters A aufsucht. In der Tat, ist <= «, y=y ein sol- 
ehe Gl 


ches System, so nimmt die Form , wenn darin) = a 
+78 


gesetzt 


wird, nämlich der Ausdruck 
Bu = — 0, y\? x — 0, y\? 
p=(a— ap): Me) + = ) | 
gleichfalls für c=«, y=y den kleinsten Wert, d. i. 2(&— o,y)? an; 
denn, geschähe es im Gegenteil für ein anderes ganzzahliges System 
%, y, so müßte für dieses 
x — 0, Y\? x — @,y\? 
| an Ha) <2 
folglich 
( — 9,4) (& =) | 
(« — @,7) (e — @}) 
sein, d. h. die Form f erhielte für dieses System einen noch kleineren 
Wert als für «, y, entgegen der Voraussetzung. 
Nun ist der absolut kleinste für nicht verschwindende ganzzahlige 
x,y vorhandene Wert der Form 


f=@— DyP—=(&+yYD)(e— yVD) 
die Einheit. Alle diesen Wert liefernden ganzzahligen z,y, 
das sind die ganzzahligen Auflösungen der Pellschen Glei- 


chung Pr 2 


werden daher sicherlich gefunden, wennmanfürallereellen 
Werte von A die Minima der Form 


(©+yYD) + 42(&— yVD) 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, für alle reellen 2 die 
Minima des Ausdrucks 


&. (04 yVDJ + e-®:(@—yVD) 
ermittelt. Das jedem Werte von z zugehörige Minimum desselben 


heiße M(z). Es sei nun £, « irgendeine Auflösung der Pellschen 
Gleichung 2 —- Df=1 


in positiven ganzen Zahlen. Durch die Gleichungen 


(66) e=t+uyYD, er=t—uyD, 
deren zweite die Folge der ersten ist, bestimmt sich eine positive 
Größe p und ihr entsprechend das Minimum M(z-+p) des Ausdrucks 


6) ettn.(a+ yVDI' Herren. (a yVD)) 
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dem man die Gestalt 
(68) e&(@ + yYD) +e”:(@— yyD) 
geben kann, wenn man 
x =tx2+ Duy, Y=ux-+ty 


setzt. Letzteren Gleichungen zufolge entspricht jedem ganzzahligen 
Systeme z,y auch ein solches System z’, y' und umgekehrt, da die 
Determinante der Gleichungen gleich 


?—Du=1 
ist. Für ganzzahlige x’, y' erhält demnach der Ausdruck (68) das- 


selbe Minimum wie der Ausdruck (67) für ganzzahlige Systeme x, 
y, und somit ergibt sich die für jedes reelle z gültige Beziehung 


M(z +P) u; M(2), 


d. h. jeder Auflösung der Pellschen Gleichung in positiven ganzen 
Zahlen £, w entspricht eine Periode p der Funktion M(z), der 
kleinsten solcher Auflösungen {,, u, die kleinste 9, unter diesen 
Perioden. Hätte nun auch überhaupt die Funktion M(z) noch eine 
kleinere Periode, so folgte doch notwendig, daß p ein rationales 


Vielfaches von 9%,; N 
n, "Po 


t+uyD= (b + WYD)* 


sein muß. Setzt man aber n = qn, + r,, unter r, den kleinsten posi- 
tiven Rest (mod. n,) verstehend, so lehrt diese Beziehung, wenn man 


ihr die Gestalt a er 
en no 
Een) 
gibt, deren rechte Seite, unter ?', « eine gewisse Auflösung der Pell- 


schen Gleichung in positiven ganzen Zahlen gedacht, durch +’ VD 
ersetzt werden kann, daß 


!+wWYD<t+WwYD 


ist, was nur möglich ist, wenn !=1, W=(0),d.i.r,=0, also n=gqn, 
und —— 
i+uYD=(W+wyYD) 


ist. Diese Formel liefert also die Auflösung der Pellschen Gleichung 
in positiven ganzen Zahlen, und somit kommt man für die sämt- 
lichen Auflösungen derselben wieder zur Formel (65) für. den 
Fall <= 1 zurück. # 


d.h. 


7* 
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13. Die gewöhnlichen Kettenbrüche sind bekanntlich nicht die ein- 
zigen, welche geeignet sind, eine Irrationalzahl approximativ darzu- 
stellen. Hurwitz und Minkowski haben in zwei interessanten Ar- 
beiten die Umstände eingehend untersucht, zu welchen deren Ent- 
wicklung in zwei andere Arten von Kettenbrüchen Anlaß gibt.!) Bei 
der Ausführlichkeit, mit welcher wir diese Umstände für die ge- 
wöhnlichen Kettenbrüche hergeleitet und verfolgt haben, müssen 
wir uns darauf beschränken, von diesen Arbeiten hier nur eine ganz 
kurze Skizze zu geben, um wenigstens hervorzuheben, worin sich ihr 
Verlauf von dem bei jenen ermittelten charakteristisch unterscheidet. 

Wie in Nr. 18 des vorigen Kapitels legt Minkowski seinen Be- 
trachtungen die Formen 


S=ar+by n=cx-+dy 
(ad—bce=|1) 


und die Gleichungen &=0, 7=0 als Achsen eines Koordinatensystems 
der &, 7 zugrunde, die man bei geeigneter Wahl der Achsen des Grund- 
gitters der x, y als rechtwinklig voraussetzen darf. Die Gleichungen 


(69) In=4, in--1 


bezeichnen dann zwei gleichseitige Hyperbeln, welche die Achsen der 
&,n zu Asymptoten haben und deren vier Äste symmetrisch in den 
vier Quadranten der Achsen gelegen sind. Werden an irgendeinen 
Punkt &,,, eines dieser Äste und an die drei symmetrisch zu ihm 
liegenden Punkte der übrigen Äste Tangenten an die Hyperbeln ge- 
legt, so bestimmen diese ein Parallelogramm, welches die Achsen zu 
Diagonalen, also den Nullpunkt zum Mittelpunkt hat und dessen 
Inhalt bekanntlich, wie auch der Punkt &,,n, gewählt wird, einen 
festen Wert, nämlich den Wert 4 hat. Da ein solches Parallelogramm 
als eine den Nullpunkt als Mittelpunkt umgebende überall konvexe 
Figur anzusehen ist, folgt aus Minkowskis Grundsatz, daß in seinem 
Innern oder doch auf seiner Begrenzung mindestens ein Gitterpunkt 
liegen muß, d.h. der Satz, daß es nicht verschwindende ganzzahlige 
x, y geben muß, für welche 


(70) ‚57|= |(aw + by) (ex + dy)|<Zzs 


ist, wie schon in Nr. 15 des vor. Kapitels für die besonderen Formen 
£E=2— oYy, n=y ausgesagt worden ist. Sieht man von den Aus- 
nahmefällen ab, in denen die Form &n7 mit einer der Formen xy oder 
1) Hurwitz, Acta math., Bd. 12, p. 367; Minkowaki, Math. Ann., Bd. 54, 
S. 91: Über die Annäherung an eine reelle Größe durch rationale Zahlen (s. 
auch seine Diophant. Approximationen, Leipzig 1907, S. 31). 
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4(x° — y?) äquivalent ist, so darf in dieser Formel sogar das Gleich- 
heitszeichen unterdrückt werden. 

Dann zeigt Minkowski einerseits, daß, wenn », q irgendeinen 
Gitterpunkt bedeutet, für welchen », q teilerfremd sind und 


(71) 1869| <a 


ist, man ein Parallelogramm mit den Achsen als Diagonalen angeben 
kann, dessen Bereich, wenn die halben Diagonalen durch o, 6 be- 
zeichnet werden, sich durch die Gleichung 


@ &i+j]<: 


2 

darstellen läßt und das so beschaffen ist, daß außer dem Nullpunkte und 
den Gitterpunkten 9, g; —p, — q auf seiner Begrenzung kein weiterer 
Gitterpunkt ihm angehören kann. Andererseits läßt sich zu jedem, 
die Bedingung (71) erfüllenden Gitterpunkte, dessen Elemente p,q 
teilerfremd sind, ein ebensolcher zweiter p',q’ ermitteln, der sie gleich- 
falls erfüllt, während zudem für ihn |&| einen kleineren, |n| aber 
einen größeren Wert erhält wie für p2,q9. Sind &$=.24,n= u die 
Werte von &,n für den Punkt p, qg, wobei man — 9, q eventuell durch 
—p, —qg ersetzend — A, u positiv, e=-+1 annehmen darf, und $=e'4', 
n= uw die dem Punkte p’, q’ entsprechenden Werte, so daß 


„<AW>u 


ist, so gibt es ferner außer den Paaren +9, +9; +p', +g' und dem 
Nullpunkte kein teilerfremdes System x, y, welches der Bedingung 
(71) genügt, während zugleich A > |&| >’, oder ein solches, bei dem 
u<|n|<w wäre. Das dem Parallelogramm (72) analoge, dem Punkte 
»,g' entsprechende Parallelogramm kann daher wieder als das dem 
ersteren benachbarte bezeichnet werden, und die Fortsetzung dieser 
Betrachtung auf solcher Grundlage führt zu einer ganzen Kette von 
Gitterpunkten p,q,welchedie Ungleichheit(71) befriedigen 
und nach abnehmenden Werten A, des & und zunehmenden 
Werten u, des n geordnet sind, und zugleich zu einer ent- 
sprechenden Substitutionenkette I 


5 2) } 
in welcher L-n % 
(73) &_1 = Pr -1ı%. 7 Pı%-ı 


der positiven oder negativen Einheit gleich ist. Die Bildung ihrer 
sukzessiven Glieder aber geschieht nach folgender Regel: 


Man setzs 1. n 
RR —— Een Ö = ae 1 
9; l A: ik ; 84 


< 
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und wähle h, = 9, oder ,=1-+ g,, je nachdem der Ausdruck 
(A — 94) (Gi — Im,_ı) 
absolut <4 oder > $ ist; dann ist zu setzen 
(74) Dir Km — D_n URARE ie h, — I4-ı- 
Wird diese allgemeine Untersuchung nun auf die besonderen Formen 
s=mr-oy n=Y 


in welchen ® eine reelle Irrationelle bedeutet, zur Anwendung ge- 
bracht und dabei ausgegangen von den ersten beiden Gitterpunkten 


»„=-1 9-9 meh, 4-1 
bei dessen zweitem A, die zunächst an » liegende ganze Zahl, also 
|, — @|< $ ist, so werden 
1,— &,(9, — @4,), 


also P;i-ı [28 ) re 0g;- | 
KT pay 


Eu eh 
1 eg 


0, = sgn. SE 
ferner h, gleich 9, oder 1 + 9, je nachdem 
[9-1 84-1 — 999; — 0] 19, — 9:41] 
absolut <$ oder > $ ist. Hieraus erhält man dann wegen (73) 
2.1 ea 
und nach den Rekursionsformeln (74) den Kettenbruch 


FH m— 








h; = ; 
während der abnehmenden A, und der wachsenden u, wegen 
er, Uredisnonz nl 
I<y<p< 


gefunden wird. Um so mehr wird hiernach der Ausdruck 12 — | 


mit wachsendem Index unendlich abnehmen, d. i. der Kettenbruch 
gegen den Wert der Irrationalzahl konvergieren. Minkowski nennt 
diesen Kettenbruch mit Rücksicht auf die ihm zugrunde liegende 
Bedeutung der Geraden &=0,n=0 als Diagonalen eines Parallelo- 
gramms, die bei den gewöhnlichen Kettenbrüchen die parallelen 
Seiten eines solchen ausmachten, einen Diagonalkettenbruch 
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und die gewöhnlichen Kettenbrüche Parallelkettenbrüche. Er 
zeigt endlich, daß, wie der Bedeutung der Gitterpunkte p,, q, gemäß 


nz 9, - og)q4|<} 


ist, so auch umgekehrt jeder Gitterpunkt x, y, dessen Elemente x, y 
teilerfremde Zahlen sind und für welchen 


(@-oy)y|<z 


ist, sich notwendig unter den Gitterpunkten p,, q, befinden muß; eine 
Tatsache, durch welche der in Nr. 15 des vorigen Kapitels gegebene 
Satz von Lagrange noch präziser gefaßt wird. Denn eben diesem 
Satze zufolge ist jedes Paar p,, q, Zähler und Nenner eines Näherungs- 


bruches, d.i. 2 selbst ein Näherungsbruch auch des gewöhnlichen 


Kettenbruches für o; die 9,, q, bilden also einen engeren Bereich für 
jene x, y, als ihnen in dem Lagrangeschen Satze gewährt war. Zu- 
gleichersiehtmanso,daßderDiagonalkettenbruchschneller 
als der gewöhnliche Kettenbruch konvergieren muß. 

Im übrigen läßt sich nun wieder zeigen, daß die Periodizität 
des Diagonalkettenbruchs von o diese Größe als einequadratische 
Irrationelle charakterisiert. 

14. Bei den Kettenbrüchen, welche Hurwitz a.a. O. betrachtet, 
sind die Teilnenner jedesmal die zunächst an dem Schlußnenner 
liegenden ganzen Zahlen. Ist nämlich x, eine gegebene Zahl, so 
setze man 

1 1 1 
2 1.00, 723 ıı, = 4 m’ A 2 
wo jede ganze Zahl a, so gewählt ist, daß x, — a, zwischen — 2 und 
(3), d. i. $ exklusive, fällt; man denke nämlich die Gesamtheit aller 
reellen Größen in die Intervalle zerlegt: 


6 (N —3 /—1 1 DYRt 3\ 3 5 
WR, erh ie) Fre le) Bao 
und verstehe unter a, diejenige ganze Zahl, welche mit x, in das- 
selbe Intervall fällt. Daraus geht für x, eine Kettenbruchentwick- 
lung von der Form 


(75) 


a—1 
et TR 1 
G 





| Tr 
hervor, welche kurz 


’ 
I, = 8 (Qo; A), Ag, ''"@,, Kerr) 
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genannt werde. Zur Bildung der aufeinanderfolgenden Näherungs- 


brüche nn s % 3 m ,... eines solchen Kettenbruches gilt ein ganz ana- 
0 ı 2 

loges Gesetz wie bei den gewöhnlichen; insbesondere findet sich für den 

Quotienten 


die Entwicklung 
N / 
= Ka; _1 u °°9 9). 


Die hier nun der kleineren Wurzel r = Azels der Gleichung 


1 
£& +; = 3 zukommende ganz besondere Bedeutung veranlaßt, neben 


dem bisherigen Kettenbruche, der erster Art heiße, einen anderen 
zweiter Art zu betrachten, bei welchem 
1 1 4 
net rer 2.7 04 = ae 
zu setzen, die Gesamtheit der reellen Werte aber jetzt in die Inter- 
valle 5 


l4n. den; Ion @-n 


zu teilen und unter b, diejenige ganze Zahl zu verstehen ist, welche 
mit x, demselben dieser Intervalle angehört. Der Quotient @, fällt 
so in das Intervalla,,, —r:--a,,,+1-—r oder in das Intervall 
a. —1+r:--a,,+r, jenachdem a,,,>0 oder < O ist, und 
es gilt der Satz: | 

Ist 
(76) = RK (la; a, Ay, %,1) 


die Entwicklung erster Art für z,, so ist 
Verla _u a) 


die Entwicklung zweiter Art für Q, ein Satz, bei welchem im all- 
gemeinen die Bezeichnung erster und zweiter Art auch umgekehrt 
werden darf. Gleichviel aber, ob die Entwicklung (76) erster oder 
zweiter Art ist, findet das Annäherungsgesetz statt: 
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gleichzeitig aber für eine zweite Größe , 
1 


= (ln — — 
Yo . Yı 


gesetzt wird, so soll das Wertepaar x,, y, dem Paare x,, y, (nach 
rechts) benachbart heißen. Fällt ein Paar in denjenigen Teil der 
Ebene reeller Systeme x, y, der durch die Ungleichheiten 


52, —I4rZyZr 
ı<z-—2,  r<y<il-—r 
bestimmt ist, so soll es ein reduziertes Paar heißen. Dann gelten 
folgende Sätze: 

Ist x, nicht äquivalent mit r, so sind in der Reihe der ein- 
ander sukzessive benachbarten Paare 
(77) Lu Yo3 : Fu, Yı3 Fu Ya3 
von einer bestimmten Stelle an sämtliche Paare reduziert. Sind x, 
zwei untereinander, aber nicht mit r äquivalente Größen, 

d [4 ’ ’ [4 [4 ’ N ’ 
ER (a; 04, ay,.-Q,, ur) FR la. 5, Ag, or) 
ihre Kettenbrüche erster Art, so ist für bestimmte m, n 

ABER rg In+1 

und umgekehrt. Die mit r äquivalenten (also aus Y5 rational ge- 
bildeten) x zerfallen in zwei Klassen, in deren erster die Teil- 
nenner des zugehörigen Kettenbruchs erster Art von einer endlichen 
Stelle ab dauernd — 3, in deren zweiter sie dauernd + 3 sind. Ge- 
hört x, der ersten Klasse an und bedeutet &, die zu x, konjugierte, 
d.i. daraus durch Verwandlung von Y5 in —Y5 entstehende Größe, 
so sind die in der Reihe (77) auftretenden Paare niemals, bzw. von 
einer bestimmten Stelle an sämtlich reduziert, je nachdem 4, zwischen 
(2%) * (2) oder 2, - : (2,) enthalten ist!); gehört x, zur zweiten 
Klasse, so gilt dasselbe, je nachdem y, zwischen (ä,) - - (%,) oder 
(&,) *** 2, fällt. Eine mit r äquivalente Größe x, gehört zur ersten 
oder zweiten Klasse, je nachdem x, < &, oder x, > Z&, ist. 

Nun verstehe man unter x,, %, die erste und zweite Wurzel der 
unbestimmten ganzzahligen quadratischen Form (a, b, c) mit der De- 
terminante D=b?— ac>0. Wird eine solche reduziert genannt, 
wenn das Paar x,, y, ein reduziertes ist, so lassen sich auch bei dieser 
Definition reduzierter Formen ganz entsprechende Sätze nachweisen 
wie bei den früheren; insbesondere gilt wieder die Verteilung dieser 


1) Ist algebraisch b > a, so wird unter dem Intervalle b...a die Gesamt- 
heit der Größen verstanden, die > b oder <a sind. 
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Formen in Perioden einander äquivalenter Formen und der dem 
Gaußschen Satze analoge über die Äquivalenz zweier Formen, die 
Entwicklung der Wurzel einer Form in einen periodischen Ketten- 
bruch der vorliegenden Art, usw. — 

Fueter!) hat gleichfalls eine Kettenbruchentwicklung für x, von 
der Gestalt (75) — bei welcher jedoch die Bedeutung der Teilnenner 
a, eine andere, unter a, nämlich die unmittelbar über dem jedesmaligen 
x, gelegene ganze Zahl zu verstehen ist — verwandt zu dem Zwecke, 
den schon in Nr. 9 des ersten Kapitels auf anderem Wege gefundenen 
Satz herzuleiten, daß jede Substitution 

eo +P 


aeg). (ed By—l) 


aus den beiden fundamentalen 
‚ —1 
o=o-+l1l, Dr 
zusammensetzbar ist; ein Satz, dessen Beweis für den Fall, daß alle 
Koeffizienten «, ß, y, ö positiv sind, schon mit Hilfe der gewöhnlichen 
Kettenbrüche geleistet werden kann, wie Klein in seinen Vorlesungen 
über ausgewählte Kapitel der Zahlentheorie ausgeführt hat. 


Viertes Kapitel. 


Über die Minima unbestimmter binärer Formen. 


1. Mit der Reduktion der unbestimmten binären quadratischen 
Formen sind sehr interessante Untersuchungen verknüpft, welche 
Markoff?) über die Minimalwerte solcher Formen angestellt hat 
und die neuerdings durch J. Schur?) wesentlich ergänzt worden sind. 
Der Darstellung ihrer hauptsächlichsten Ergebnisse soll dieser Ab- 
schnitt gewidmet sein. 

Sei irgendeine Klasse solcher Formen mit der Determinante D 
gegeben und sei 


(F) NR IR Bag; vb F\, F, F5,. 
die nach Gauß gebildete zugehörige, nach beiden Seiten unbegrenzte 
Kette ihrer Reduzierten ! 

oz ven I 4, , By, 1774,41)» 





1) Fueter, Verhandlungen der Naturforschenden Gesellschaft zu Basel, 
Bd. 21, 8. 94. 

2) A. Markoff, Sur les formes quadratiques binaires indefinies, Math. 
Annal., Bd. 15, S. 381 und Bd. 17, S. 379. 

3) J. Schur, Zur Theorie der indefiniten binären quadratischen Formen, 
Sitzungsber. d. Berl. Ak. 1913, S. 212. 
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worin A,, B,, A,,, positive Koeffizienten bedeuten. Nach Nr. 7 des 
vorigen Kapitels besteht zwischen den Koeffizienten zweier benach- 
barten Formen der Kette die Beziehung 


B_,+B=9_ı' 4; 


worin 9,_, eine positive ganze Zahl ist, und zwischen den gleich- 
namigen Wurzeln beider Formen die Gleichungen 


Br +18, (— EM 2, 9 + 











2-1 
oder, wenn 
a SA! 
(1) u a8 
gesetzt wird, die Beziehungen 
1 1 
(2) u nn tn 
Dabei bedeuten dann R,, S, die positiven Werte: 
_VD+B, _VD-—B, 
(3) a re rare 


Den Beziehungen (2) zufolge ergeben sich die beiden gewöhnlichen 
Kettenbruchentwicklungen dieser Größen, wie folgt: 


(4) R,= 8; Ir» hr" ), = 80; _, 9». 
und es finden die drei Gleichungen statt: 


Be eng R4g,- 


’ 
Ir A;4ı 4;H 








Nun ist in Nr. 6 des vor. Kap. bemerkt worden, daß jede Form mit der 
Determinante D einer anderen äquivalent ist, in welcher wenigstens 
einer der beiden äußeren Koeffizienten absolut ZYD ist. Somit 
kann durch jede Form der gedachten Klasse eine Zahl dargestellt 
werden, welche absolut <YD ist. Da aber in Nr. 7 daselbst gezeigt 
ist, daß jede durch eine Form der gedachten Klasse darstellbare Zahl, 
deren absoluter Wert diese Grenze nicht überschreitet, sich unter den 
Koeffizienten A, finden muß, so gilt dies sicher auch von der absolut 
kleinsten durch sie darstellbaren Zahl, und man hat daher das et- 
waige Minimum der Formen dieserKlasse in derReihejener 
Koeffizienten zu suchen. Der unteren Grenze dieser Reihe ent- 
spricht die obere Grenze der Werte R,+ S, oder des Ausdrucks 


(6) K, rr Kg; Iyrı, Ira, ' -) re (0; 9-1, h-» °° ); 
die 


größer als 1 ist. Wir stellen uns mit Markoff die Frage, wann 


in welchem zur Abkürzung X, für gesetzt und der jedenfalls 
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derselbe für jeden Wert des Index ; gleich oder kleiner als 
3 ausfällt. 

Da die Summe der zwei Kettenbrüche stets > 9, ist, so muß zu- 
nächst hierzu jedes 9,<3 sein, die Reihe dieser Zahlen also 
nur aus Einsen oder Zweien bestehen. 

Wenn alle g,=1 sind, so wird 


1 5 
Bel 





2 
SE): 1, 1b % lan 
mithin der Ausdruck (6) gleich 
BvR ee 


ı+y5 


und die gestellte Bedingung ist also erfüllt; aus den Beziehungen (5) 
ergeben sich dann 


A DB, A 
und die gedachte Formenklasse hat zum Repräsentanten die Form 
(7) V? @# + 2:4 29). 
Sind alle g, = 2, so wird 

B=82;2,2,.-)=1+V2, 5-8(0;2, 2: er 
also der Ausdruck (6) gleich 


und mithin ist die gestellte Bedingung erfüllt; aus (5) findet sich dann 


D 
4, iz B, Fr Ayyrı St 


also ist die gedachte Formenklasse repräsentiert durch die Form 


Ds 
(8) V2a+229- 9). 
Enthält aber die der Reihe (F') zugehörige Reihe ganzer 
Zahlen 
(6) 9-9 I-u I I I I ° 


sowohl 1 als auch 2, so kann doch keine dieser Zahlen iso- 
liert darin auftreten; denn, folgten sich drei Zahlen 


= 2, =], Ir = 2 
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so würde, da 9,_, < 3 ist, 


a ldiagr ar" 


wäre dagegen ihre Folge diese: 
1 1, 4= 2, Gm En 1, 
K>@+3)+:3=3, 


also in beiden Fällen die gestellte Bedingung nicht erfüllt. Da nun 
(@) nicht die Gestalt haben kann: --- 1,1,1, 2,2,2 ---, weil für 
%-=19=2 sich 


so würde 


ergäbe, so muß also in (@) eine Folge von Zahlen auf- 
treten wie diese: 


(9) gar =2 ml: sm, 
und dementsprechend erhielte man 
K,=8(2; 1,1, R,,,)+8(0;2+ 8,_,) 
DA F: (2; Fat, R,,s) m S;_1 
Mit Beachtung der Hilfsgleichung 
(10) 02) L,gN)-1 
schreiben sich diese Gleichungen, wie folgt: 
3 (0; 2+ S;_1) BF (0; 2, R,,s) 
K_,=3+8_,— (0; 1,1,1,1, R,,,). 
Daher ist die Forderung, daß diese Ausdrücke beide 3 
sein sollen, gleichbedeutend mit den Ungleichheiten 
= 1 l — 
(11) Rırs > FIRE I (1; % » 1, R,,») 
aus denen weiter folgt, daß 


(11a) Rs; SR; 1,11, R,,,), nk 1aET _ 


sein müssen. 
Sind nun alle Zahlen der Reihe (@) zur Rechten von g,,; ge: 


zur Linken von 9,_, gleich 1, d.h. ist eine der Größen AR, ,,, ya 


gleich u 2% so lehren die Ungleichheiten (11), daß auch die Rn 


110 Viertes Kapitel. Über die Minima unbestimmter binärer Formen 


derselben diesen Wert hat und somit die ganze Reihe (@) die 
folgende ist: 
(12) 1 Mas ED Fa a PB ne 
Andernfalls darf man setzen 
m—2 
(13) Ras=8(4; 11-1, R,m+ı) 





SR (ll, En) 


worin die Kettenbrüche für R,, „+ 
und m, n positive ganze Zahlen sind, deren erste S >2 und für deren 
zweite auch der Wert Null la ist. Beachtet man aber die Un- 
gleichheiten (11a) sowie den Umstand, daß der Wert eines Ketten- 
bruchs sich vergrößert oder verkleinert, je nachdem ein Teilnenner 
an ungerader bzw. gerader Stelle verkleinert wird, so erkennt man 
leicht, daß m, n gerade Zahlen sein müssen und daß, wenn man dem- 
gemäß | 


‚und _-— ; mit einer Zwei beginnen 


m=2m, n=2n 


setzt, nur einer der folgenden drei Fälle eintreten kann: 











1) m"—-n+1 und zugleich R 5m 4ı > g 178 
i-2n’—1 

2) mM!=n 

3) m’ = n' — 1 und zugleich Bysarıı 2 S; ; 
i-.n'—1 


Die zweiletzten Fälle erfordern, daß »’>O bzw.n”>1, mithin positiv ist; 
alsdann folgt bei ihnen, ebenso beim ersten Falle, wenn »’>0 ist, so- 
wohl rechts von g,,, als links von g,_, in der Reihe (G) eine ge- 
rade Anzahl von Einsen, bis man wieder auf eine Zwei in der- 
selben stößt. Ist aber »’ = 0, also m’ = 1, so darf man 


(14) Rs R@;2, RB, 
setzen, während 
5) 
ist. Demgemäß hat man 
RK, = 8(2; 2, R,,,)+ 8(0; 1,1,2,2, sn): 


84 = R(0; 1,1,2, 2, 





wofür wegen der Hilfsgleichung (10) 


1 
K,—3+8(0;1,1,2,2, 5) RO 
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geschrieben werden darf. Somit muß, damit K,,s < 3 werde, 
= 1 
ESF AHE-, 


werden, und mit Rücksicht auf (14) und auf die erste der Ungleich- 
heiten (11) müssen weiter 


| furs <a(2; re 


- >= . 
(15) | | =U2;2,232, BR,» 


N 
Erbe R 1 
5,8; 2, 2, 2, = 

sein. 


Sind nun alle Zahlen zur Rechten von g,,, oder zur Linken von 
9;_, in der Reihe (G) gleich 2, d.h. ist eine der beiden Größen 


Ri: 5 dem Kettenbruche 
| 
8(2;2,2,23,-:)=1+Y2 


gleich, so folgt aus allen diesen Ungleichheiten, daß auch die andern 
jener Zahlen den gleichen Wert haben, also auch auf der anderen 
Seite der Reihe (@) nur Zweien auftreten werden, die ganze Reihe 
demnach die Gestalt haben muß: 


(16) ao lm 2r2ra ga): 


Andernfalls schließt man, die vorigen Betrachtungen für die For- 
mel (14) wiederholend, daß stets eine gerade Anzahl von Zweien mit 
einer geraden Anzahl von Einsen abwechseln muß, oder, wie man 
schreiben darf, daß die Reihe (@) die folgende Gestalt hat: 


(@') e2uls-1,2,2, 2u_ 1, 2,2, 20:1, 2,2, Zu, 1, 3,2,--,, 


in welcher die Zahlen u, positive ganze Zahlen oder Null 
sind und das Zeichen n -1 eine Reihe von » aufeinander- 
folgenden Einsen bedeutet. 

2. Nachdem wir so notwendige Bedingungen für die Erfüllung 
der gestellten Forderung erhalten, fragen wir, ob sie auch dafür 
ausreichend sind. Nun findet sich zunächst leicht, zum Teil mit 
Anwendung der Hilfsgleichung (10), der Ausdruck (6) für X, im Falle 
der Reihen (12) und (16) stets <3; insbesondere entspricht den Stellen 


so =h 4=2 Ir4ı = 2; amd 1-23 Ir =1 


der ersten sowohl wie der zweiten jener Reihen der Wert K,=3. 
Im Falle der Reihen (@’) sind jedenfalls, wenn 


=, =, Ham. 94-1 
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ist, K,_, und XK,<3. Ganz entsprechend aber läßt sich zeigen, daß, 
wenn 
EEE 2, Yrr 2 


gewählt werden, X, ‚und K, <3 sind. Somit ist X, < 3, sobald 
RE Vieze 2, YaRE 2, Gele 1 oder 9-1 l, gg = 2, Ir 2 
ist. In jedem anderen Falle aber ist entweder g, = 1 oder 

Hf=d = nm? 


und beide Male X,< 3. Also genügt auch die Reihe (@’) der ge- 
stellten Forderung. 
Aber in ihr ist die Reihe der Zahlen 


(M) hrs: „Bars, Hu ie 


nicht willkürlich. Zwei aufeinanderfolgende Zahlen, wie u,, 4, 
stehen nämlich zueinander im Verhältnis der in voriger Nr. mit m’, »’ 
bezeichneten beiden Zahlen. Daraus folgt mit Beachtung der nur zu- 
lässigen Fälle 1), 2), 3), daß 
1) u, — u,,, nur einen der Werte 1,0, — 1 haben kann und daß 
2) je nachdem u, — u,,, = +1 oder — 1 ist, die erste der Diffe- 


da — un aa (für h=1,2,3,-- )) 


welche von Null verschieden ist, positiv bzw. negativ sein muß. 
Aus diesen zwei Umständen ist zu schließen, daß je zwei der Zahlen 
u, sich höchstens um 1 unterscheiden. Denn, wären etwa zwei der- 
selben: u und u Z u — 2, so müßte des ersten Umstandes halber in 
ihrer Reihe eine oder die andere der beiden Folgen: 


kB, A-(u—1), w— 2 oder u — 2, A-(u—1), u 


auftreten, unter A eine positive ganze Zahl verstanden; diese wären 
aber des zweiten Umstandes wegen in nachstehender Weise zu ver- 
vollständigen: die erste wegen u — (u— 1) >0 zu 


u—2, A—») u—], u A-(u—]), u—2, 
die zweite wegen (u— 1) — u<0O zu 


u—2, A:-(u—1), m (A—x%).(u—1), u—2, 
wobei auch x eine positive ganze Zahl sein müßte. Beide Folgen aber 
widersprächen, die erste wegen (u — 1) — u<0, die zweite wegen 
u — (u — 1) >0 eben dem zweiten der vorgenannten Umstände. 
Hiernach gibt es unter den Zahlen u, eine größte, welche u heiße, 
und die Reihe (M) bietet nur eine der folgenden vier Möglichkeiten 
dar: 
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(M,) DE a a a az 
(M,;) ln we luhupi- auhrurt 
(M, 0) Fu mul wu) use 


oder endlich 

(M') a v_,(u-]), u, vo: (u—1), u, v,.(e—1), ah 

wo die Zahlen v, positiv und ganz oder teilweise auch Null sind. 
Aber diese sind wieder nicht willkürlich; man überzeugt 

sich vielmehr leicht, daß, damit die Glieder der Reihe (M”) den eben 

angegebenen beiden Bedingungen 1) und 2) genügen, erforderlich, zu- 

gleich aber auch hinreichend ist, daß die Zahlen der Reihe 


(N) rzeuitnrh Yo Kız PR" "S 


zwei genau entsprechende Bedingungen erfüllen. Somit ist eine der- 
selben wieder die größte und, wenn sie » heißt, die Reihe (N) von 
einer der vier Gestalten: 


(N,) Er, SERIE EDV, % 
EN.) + v—]1, v—|1, v, v—|, v—|1,--- 
(N, 0) ya vyv— Lv v:.- 


Bere hin el, vl, 
wobei die o, positive ganze Zahlen oder auch Null sind, die wieder 


den 1) und 2) entsprechenden Bedingungen unterworfen sind. Und 
so kann man unbegrenzt fortfahren: die Reihe 


(R) en nit Bır Ian 

läßt wieder vier verschiedene Gestalten zu, deren vierte zu einer 
neuen Reihe 

(5) en 190 01, 70, 

von gleichen Eigenschaften wie die früheren führt, usw. — 

3. Erfüllt aber eine dieser Reihen, etwa (8), die gedachten Be- 
dingungen, hat sie also eine der vier Gestalten, die den für die Reihe 
(M‘) näher bestimmten entsprechen, so gilt, wie leicht zu übersehen, 
das gleiche auch für alle voraufgehenden Reihen (R), (N), (M), und 
man gelangt zu einer Reihe (G@’), welche der für die Zahlen X, 
gestellten Forderung genügt; so gelangt man sogar zu unendlich vielen 
solcher Reihen, da die positiven ganzen Zahlen 6, o, v, u ganz belie- 
big wählbar sind. Einer jeden solchen Wertreihe der g, aber, ebenso 
wie den Reihen (12) und (16) entspricht eine quadratische Form F'), 


1) Durch die Wertreihe allein sind nur die Verhältnisse der Koeffizienten 
der Form bestimmt; es entsprechen ihr also unendlich viele Formen, die sich nur 
durch einen Proportionalitätsfaktor unterscheiden, und unter ihnen eine einzige, 
durch die Gleichungen (5) bestimmte Form mit vorgeschriebener Determi- 
nante. Wir werden hier Formen, die einander proportional sind, nicht als 
voneinander verschieden betrachten. 

Bachmann, Zahlentheorie IV 2 8 
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deren Koeffizienten aus den Gleichungen (5) bestimmbar sind, und 
eine ganze Formenklasse, welche durch sie repräsentiert wird, von 
der Beschaffenheit, daß 3 die obere Grenze der Werte X, bezeichnet, 
eine Grenze, die, wie wir bei den Reihen (12) und (16) sahen, auch 
wirklich erreicht wird. 

Letzteres geschieht auch für unendlich viele der Reihen (@”). Um 
dies einzusehen, bemerke man, daß, wenn eine der Reihen (M), (N), 
(R),.... z.B. die Reihe (5) von der zweiten oder dritten der zulässigen 
vier Gestalten gedacht wird, so daß man sie schreiben darf: 


.6,6,6+1, 0,,6,---, 


offenbar die Reihe (Z2’) und jede der ihr voraufgehenden Reihen 
(N’), (M’) die Gestalt annehmen: 


09 erh 9, eh: 
und endlich die Reihe (@’) von einer der folgenden beiden Arten: 
m Bahn re 
rt a, Be 
sein wird. Dann findet sich aber wegen (10) 
Rally) HR m) = 
Kan) FOL Lnm)— 3. 


Da nun die positive ganze Zahl 6 beliebig gewählt werden darf, er- 
kennt man, daß es unendlich viele Formenklassen gibt, für 
welche die obere Grenze der Werte X, gleich 3 ist. 

Wird andererseits etwa die Reihe (5) von derjenigen Gestalt ge- 
dacht, in welcher alle Glieder denselben, übrigens beliebig wähl- 
baren Wert haben, so wird die Reihe (R’) und weiter alle Reihen (N), 
(M”) bis zur Reihe (G@‘) hin periodisch ausfallen. Hieraus folgt zu- 
nächst, daß dann der Ausdruck K, nur eine endliche Anzahl ver- 
schiedener Werte zuläßt. Bedeutet ferner 2® die Gliederanzahl der 
Periode in letzterer Reihe, so muß, wie eine genauere Betrachtung 
unschwer bestätigt, sowohl,. wenn 


oder 


(17) amd = Inmhb al 
ist, als auch, wenn 
(18) 9, =h 9, =h 9-2, UFER or 2 


ist, die Anzahl 2% derjenigen Glieder zu beiden Seiten dieser Zahlen, 
welche paarweise einander gleich sind, kleiner sein als 2®. Schreibt 
man daher im ersteren Falle 
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(19) K,—=2+8(0;1,1,h) + 8(0; 2,9), 


so werden 9, h verschieden voneinander sein, und wegen (10) wird 
die Summe der beiden Kettenbrüche die Einheit nicht erreichen; 
ähnlich verhält es sich in dem zweiten der bezeichneten Fälle. Da 
auch in jedem anderen Falle, wie oben schon erwähnt, K,< 3 ist, 
so hat man zu schließen, daß auch der größte der endlich vielen 
Werte dieses Ausdrucks unterhalb 3 bleibt. Es gibt demnach un- 
endlich viele Formenklassen, für welche die obere EL 
der Werte X, kleiner als 3 ist. 

Nun sei 6 ein positiver Wert < 3; gibt es Formenklassen, für 
welche 6 die obere Grenze der Werte X, ist? Es sei (@') die zugehöri ige 
Wertreihe der g,. Wenn sie dieser Forderung genügt, so können jeden- 
falls auch die den Fällen (17) und (18) entsprechenden Werte K, 
nicht größer als 6 sein. Da aber aus (10) und für den ersteren der 
Fälle aus (19), für den zweiten in ähnlicher Weise einleuchtet, daß 
K, mit wachsendem Werte von 2% der Grenze 3 beliebig nahe kom- 
men würde, muß es eine Grenze 2! geben, welche die Zahl 2% nicht 
überschreiten darf, derart, daß 


k<I 
bleibt. Gesetzt nun, es sei u, — w,,, = +1 und m die größte Zahl, 
für welche Wanımiun h=1,2,-:, m) 


ist, so zeigt eine nähere Betrachtung der Reihen (@’) und (M’), daß 
zwischen dieser Zahl m und der Zahl ! die Ungleichheit 


(m+2Ju<i+i 


bestehen muß. Werden mit n,r,s,.... Zahlen bezeichnet, die für die 
Reihen (N), (R), (8), . - Adiesilbe Bedeutung haben wie m für (M), 
so erhält man die entsprechenden Bedingungen 


(n+2)v<m+]i 
(r+2)e<n+l 
(s+2)o<r+], 
welche die Zahlenreihe !, m,n,r,s,... als eine stets abnehmende 
und damit den Umstand erweisen, daß in der Folge jener Reihen 
endlich eine auftreten muß, in welcher zwei aufeinanderfolgende 


Glieder nicht mehr voneinander verschieden, sondern alle Glieder ein- 
ander gleich sind. Wäre dies etwa schon die nächste Reihe 


(T) oT T, nen» 
8* 
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und somit die Reihe ($”) von der Gestalt 


($) 140 (oe —1), 6, (0 —l), 0. 
so würde 

s-er—l 
oder 

r=sHtl. 


Diese Bedingungen aber lassen für die Zahlen r, s, 6, r, 0,n, v, m, u, I 
nur eine endliche Anzahl von Möglichkeiten zu und ergeben also 
nur eine ebenfalls endliche Anzahl von Zahlenreihen (@’) und von 
zugehörigen Formenklassen. Bedenkt man noch, daß außer diesen 
Reihen (@’) nur die beiden Reihen 


lol el 
RER 


als obere Grenze der Werte K, eine Zahl < 3 ergaben, so folgt der 
Satz: Es gibt nur eine endliche Anzahl von Formenklassen, 
bei welchen die obere Grenze der Zahlen X, eine Zahl 
0<53 ist. 

Ist also eine Reihe 0’, 0°, ... solcher Werte ® gegeben, die gegen 
3 konvergiert, so muß schließlich die Menge der Formenklassen, da 
sie aus unendlich vielen Klassen besteht, bei denen jene Grenze 
<3 ist, von Intervall zu Intervall immer dichter, zuletzt unend- 
lich dicht werden, indem sie auch unendlich viele Klassen aufweist, für 
welche jene Grenze gleich 3 ist. Mit Rücksicht auf die Beziehung 





K,= 32 läßt sich das Gesamtergebnis aussprechen wie folgt: 


Bezeichnet A die untereGrenze fürden absolutenWertder 
Zahlen, welche durch die Formen einer bestimmten Klasse 
darstellbar sind, und D die Determinante der letzteren, so 


hat die Menge der für alle Klassen gebildeten Werte au 


die Zahl 3 zur kleinsten Häufungsstelle. 

3a. Wir kehren zu einer Frage zurück, die wir in Nr.16 des zweiten 
Kapitels gestellt haben: welches nämlich für eine gegebene Irratio- 
nelle der größte Wert von 9 sei, für den unendlich viele, der Un- 
gleichheit 


x is 1 
Dar, 
genügende rationale Brüche vorhanden sind. Dies ist, wie dort 


gezeigt worden, für jede Irrationelle der Fall, sobald @ größer als 1 


und Z Y5 istund braucht also nur für größere Werte von 9 untersucht 
zu werden. Da aber für 652 die gedachten Brüche nach Lagranges 


Nr. 3a. Anwendung auf die Annäherung e _' Er 117 





Satz sich unter den Näherungsbrüchen des Kettenbruchs für & be- 
finden müssen, kann die Frage dahin gestellt werden, welches das 
größte 0> Y5 sei, für das die Ungleichheit (1a) durch unendlich 


viele dieser Näherungsbrüche erfüllt werde. Ist aber 


(2a) un (go; 91, 99 I °* ) 
der Kettenbruch für &, so besteht nach Nr. 15 daselbst für den 
Näherungsbruch Zi die Beziehung 
5-1 
FE 1 
(3a) oa — ii =, worin 


(4a) 0, = Kg; 940 9,439 °° EHSLIU DEE ON 


Da dieser Formel zufolge 6, immer größer als g, ist, so wird sein Wert, 
falls der Kettenbruch (2a) unendlich viele verschiedene 
Teilnenner darbietet, über jede Grenze steigen können und dem- 
gemäß für eine solche Irrationelle » der Wert # in der Formel (1a) 
unbeschränkt sein. Andernfalls bezeiche g den Wert der größten 
unter den Teilnennern von ®. Da dann 6, für diejenigen g, welche 
diesen Wert haben, größer als für die übrigen, aber gewiß kleiner 
ist als g-+ 2, so kann auch 9 in der Formel (1a) diesen Wert nicht 
erreichen, und man wird die genaue Schranke, welche für solche 
o dem Werte 9 zukommt, erhalten, wenn man unter den Häufungs- 
stellen der Menge 05 0,10, are: 


die größte nimmt. 
Wendet man in diesem Falle die Betrachtungen der vorigen Nummern 
auf die Klasse der Formen an, der die Form 


(da) f= (« — oy)y 
mit der Determinante 4 angehört, so tritt @, an die Stelle von X, 


wofür sich hier der Wert X, = I ergibt, und es bestimmt sich, 


wie schon in Nr.8 des vorigen Kapitels bemerkt, A, durch die Gleichung 
A4,= |(r, — os,)s;|. 


Nun ist zwar bei den dieser Nr. voraufgehenden Betrachtungen der 
zweite Kettenbruch in (6) als unbegrenzt gedacht, während er hier 
in (4a) nur endlich ist; doch bleiben jene Betrachtungen trotzdem 
im wesentlichen in Kraft, wenn man den Index ? nur groß genug 
denkt. Demnach wird man, da der oberen Schranke 3 für X, die 
untere Schranke 5 für A,,, entspricht, aus den zuvor erhaltenen Er- 
gebnissen noch den weiteren Satz entnehmen können: 
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Ist 6 > Y5, so gibt es, jenachdem 093 3 oder O< Bist, un- 
endlich viele oder nur eine endliche Anzahl nicht äquiva- 
lenter Irrationellen ®, für welche von einem endlichen 
Index ian der Ausdruck 


| Wi 5; @)S, | 


dauernd gleich oder größer als 5 bleibt, d.h. für welche 
nur endlich viele, der Ungleichheit 


Free] 
Te 
x 


genügende rationale Brüche — vorhanden sind.!) 


| 
< Hy: 


4. Wir wollen jetzt die endlich vielen Klassen, bei welchen die 
obere Schranke für die Ausdrücke X, ein Wert 0 < 3 ist, eingehen- 
der betrachten. Da für sie die Reihe (7) aus gleichen Gliedern be- 
steht, so muß die zugehörige Reihe (@’), wie schon einmal bemerkt, 
periodisch und folglich die Ausdrücke R,, $, d.h. die Wurzeln der 
zugehörigen Form F', gleich quadratischen Irrationellen, die Form 
F', selbst also einer Form mit ganzzahligen Koeffizienten proportional 
sein und daher ihren Minimalwert für ganzzahlige Werte ihrer Un- 
bestimmten tatsächlich annehmen. Man zieht zunächst aus diesen 
Umständen noch den Schluß, daß, wenn die Koeffizienten einer 
Form f mit der Determinante D in irrationalen Verhält- 
nissen stehen, der Unterschied 


habe, 


durch ganzzahlige Werte der Unbestimmten unter Null ge- 
bracht oder doch, falls er immer positiv bliebe, beliebig 
klein gemacht werden kann. 

Wir nehmen nun an, die Reihe (7') sei in der Folge der Reihen 
(M’), (N”), -:- die (a+ 1) und nennen a die konstante Zahl, aus der 
sie sich zusammensetzt, die Reihe selbst die Reihe (a). Wird dann 
der gleichmäßigen Bezeichnung wegen das größte Glied der nächstvor- 
hergehenden Reihe a, genannt, so hat diese, welche mit (a; a,) be- 
zeichnet werde, die Gestalt 


(20) --a-(,—1), a, a-(,—1), a, a-(—1) a,'; 


aus ihr entsteht die nun vorhergehende Reihe, deren größtes Glied 
A heiße und die mit (a; a,; a,) bezeichnet werde, usw., zuletzt 
die Reihe (M’), deren größtes Glied jetzt, statt mit u, mit a, be- 


1) Vgl. hierzu den Schluß der S. 100 angeführten Arbeit von Hurwitz. 





Nr. 4. Bildungsgesetz der Reihe (G@) 119 


zeichnet werde, sie selbst mit (a; a,;a,;- - -;a,), und in entsprechen- 
der Weise endlich aus ihr die Reihe (a; a,; a; -- -; a,; 2) mit dem 
größten Gliede 2, welche, wenn ihre Glieder zweimal geschrieben 
werden, die Reihe (@’) ergibt. Alle diese Reihen sind, wie gesagt, 
periodisch, d.h. es besteht allgemein die Reihe (a; a,; a,; ...; a,) 
aus einer periodisch wiederkehrenden Zahlenreihe 


&, &s, Us, ER En 


Diese Periode kann aber je nach dem Gliede, mit dem man sie be- 
ginnt, verschieden geschrieben werden, und wir wollen nun bei jeder 
dieser Perioden zwei besondere Gestalten auszeichnen. Die Periode 
der Reihe (a) ist eingliedrig und mag ohne Unterschied durch [«] 
oder {a} bezeichnet werden. Die Periode der Reihe (a; a,), d. i. der 
Reihe (20), bezeichnen wir mit [a, a,] oder mit {a,a,}, je nachdem 
wir sie mit dem Gliede a, beginnen oder schließen, also 


(21) a,a-(a, —1) odera-(a,—1),a.. 


Je nachdem man nun die Periode der Reihe (20) in der zweiten oder 
ersten dieser Gestalten wählt und entsprechend diejenige der Reihe 
(a; a,; a,) mit a, oder dem folgenden Gliede beginnt, nimmt die 
letztere die erste oder zweite der folgenden Gestalten an: 


(22a) a (a, —- DD —D), a (a, —1) 
oder 
(22b) a,’ (@, a 1), dd, 4° ((a, " (Qg un 1), Q;), 


die wir [a, a,, a,] bzw. (a, a,, a,} heißen. Hat man, in dieser Weise 
fortfahrend, die beiden Gestalten 


la, 4, erde, a;], (q, 4,, a a, 
der Periode für die Reihe (a; a,; .. .; a,) ausgezeichnet, welche bzw. 


aus den Zahlen 


U, Ggy ... & ...0% 


7 m 


zB) %u+1 An: Be) +: s, e.—1 


bestehen mögen, so bilde man für die folgende Reihe (a;a,;...;@,;@,, ,) 
die Periode in einer der beiden Gestalten 


i la, 0, ...0, +1] 
d. 1. 


(23 &) Ay Eu (Arrı ur 1), Gyr, Fur’ (@;41 ya 1), Am Ku’ (Q,41 we 1) 
und 
d.ı. 


(23b) & (11), 4.1 (1 —1), Urn’ en (ul), A,ır 


1a, Ay. Op AR 
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Indem man übereinkommt, eine Zahlenreihe, welche aus einer «mal 
wiederholten Reihe A, einer dmal wiederholten Reihe 3 usw. be- 
steht, in Gestalt einer Summe durch &A+ßB-+ -:- zu schreiben, 
stellen sich die erwähnten Gestalten der fraglichen Perioden wie 


folgt dar: 


la, a] = [a] +a-[a —1] 

no en er 
[a,a,,]=a-|[, —1,a]+ [a,«@] 
(25) Ra 


usw. Diese Gleichungen lassen ein Gesetz erkennen, welches durch 
allgemeine Induktion leicht zu bestätigen ist und in nachstehenden 
Formeln seinen Ausdruck findet: 


29) | 


und 
(27) ir Ay) 1, a1) go] 
(0, @,°* Ag} {Ay Ag,) +a-{, — 1. a; 


Werden sie mit denjenigen verbunden, die daraus durch Verwandlung 
von a ina+ 1 hervorgehen, so ergibt sich das nachstehende System: 


le +l,a,. 9, ,l=[,a,:-@,_,] tu —1,::@,_,| 
la+1,a,:-- @; u [a, — Er: + 4g,] + [a, a,, i + 4g,] 
la+l,a,. a1), 9, _1)4{%, a, 1] 
fatl,a, 9) =, 0) +, —1,°.'@,). 


In allen diesen Formeln bedeuten die a, der Natur der Sache nach 
positive ganze Zahlen. Beachtet man jedoch, daß, wenn a = (0 ge- 
dacht wird, also die Reihe (7’) aus lauter Nullen besteht, die nächst 
vorhergehende Reihe aus lauter gleichen Zahlen a, zusammengesetzt 
ist, so erkennt man, daß allgemein die Reihe (0; a,;....; a,) nichts 
anderes ist als die Reihe (a,; ...; a,) und daß dementsprechend die 
erwähnten Formeln ihre Gültigkeit behalten auch für den Wert a=0. 

Aus demBildungsgesetze (23) der beidenausgezeichneten 
Periodengestalten fließen noch mehrere wichtige Folge- 
rungen: 

I. Die Periode [a, a,, :--a,| beginnt mit dem Gliede a, und schließt 
mit a — 1. 

II. Die Periode {a, a,,...a,} istdieUmkehrung von[a, a....a,]. 
Dies erhellt für k=1 und k=2 aus den Formeln (21) und (22) 
unmittelbar und dann durch allgemeine Induktion aus dem Bildungs- 
gesetze (23). 


[a, @, °*a9,_1l = la" Agn-ı] +a:[a, — 1, Q,_1] 
[a,0,°0,) =a:-|,—1:-@,)+ [%,:°*@g,] 


(28) 
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III. Sei [a, @,,.... a,] die Zahlenreihe 
Er 
so ist nach I zunächst &, =a,, «, = a,— 1, sodann aber sind die 


gleich weit von den beiden Enden abstehenden Glieder ein- 


ander gleich: lg = On-v 2 —— En rd 


Auch dies sieht man unmittelbar aus den Formeln (21) und (22) für 
die Fälle%=1 undk=2 und wird dann wieder durch allgemeine 
Induktion mittels des Bildungsgesetzes (23) für jedes % bestätigt. 
IV. Vergleicht man Glied für Glied die beiden Periodengestalten 

(21) mit den noch außer ihnen möglichen anderen: 

@—1). (1, u, %—1 

(a— 2). (a, PER 1), 9; 2.( — 1) 

1.(,—1), a, (a—1).(a,-—1), 
so erkennt man, daß das erste bzw. letzte Glied in [a, a,], welches 
von dem entsprechenden einer der anderen Gestalten verschieden ist, 
um 1 größer bzw. kleiner als dasselbe ist; umgekehrt für {a,a,!). 
Auch dieser Umstand erweist sich leicht mittels des Bildungsgesetzes 
(23) durch allgemeine Induktion als durchweg gültig auch für die 
korrespondierenden Glieder der Perioden [a, a,,...a,] bzw. (a, a,,...a,} 
einerseits und der übrigen Gestalten der Periode andererseits. — 

5. Die ausgesprochenen Sätze lassen erkennen, daß die Periode 
[a, a,,..., a,, 2] der Reihe (a; a,;....; a,; 2) die Gestalt 
u, TS en BL 

hat und demgemäß die Periode der Reihe (@’) die folgende: 
(29) 232,9, P,-. 4, Bay, 1,1. 
Daraus folgt aber weiter, daß der größte Wert des Ausdrucks (6) 
für X, d.ı. für die Summe R, + $,, gleich 
(30) 8(2;2,0,0,..-,0,1,1,2,.-J+R8(0;1,1,0,a@,---@,0,2,2,..) 


s .. 1 . 
ist, wofür auch & + — geschrieben werden kann, wenn 
N 


a IE Dit 2ER) 


31 
n=Rl2;0,0,..-0,0,1,1,2,--.) 


gesetzt wird. Nennt man nun 7: 5 den letzten und vorletzten Nähe- 
rungsbruch des Kettenbruchs 


SAD I EN Qt), 
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so ist & die positive, also — Fr die negative Wurzel der quadratischen 











Gleichung QE+(Q —- DE-P=-0 

oder auch der quadratischen Form 

(32) + Play Pi, 

so daß 4 u NR 

6 E+4-2./( 9) +7 

gefunden wird. Zwischen & und 8, = Su einerseits und — ri 

und A = — andererseits bestehen aber die Beziehungen 
rt litt 1 | 
ar =$8—2, TEE 


welche lehren, daß die Form (32) der Form F'‘, äquivalent ist, so daß 
durch beide die gleichen Zahlen dargestellt werden können. Nach (30) 


und (33) findet sich also das Maximum des Ausdrucks K, = Ay 
ct+1 





für die Formen der zugehörigen Klasse, deren Determinante 


ist, gleich 2VD „nd demnach Q als kleinste aller Zahlen A, ,, 
also auch aller durch die Klasse darstellbaren Zahlen. 
Versteht man aber unter d, die Zahlen 2, 1, so ist 
RG; 6, 8,0, 0, © 9° &, 6, 6) 


= 8(2;,,0,1,:.,,0—1,1) 
= 8(2;1,9—-1,0,0,:::0,0,8,8), 


p' 
0 8(2; &,8,0,0,' "+, 0, «) 


und, da 


und nach dem Bildungsgesetze der Näherungsbrüche 
entae ,85,0%,0,°.,,0—]1) 


2— 9 


ist, nach einer bekannten Eigenschaft der Kettenbrüche 
STE R0-1; 0,0, 0,8, €). 


Hieraus ergibt sich wegen der dritten Gestalt des Kettenbruchs für 
# die Gleichung hr Tan‘ 
x ee 
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oder 0-0 =P-29 

d. i. 

(34) Q=3Q-P. 

Aus der Beziehung PQ’—- P’Q=1 folgt dann weiter P= 3P 
und somit Das 


und als obere Grenze des Ausdrucks X, nach (33) der Wert 


NIERT 
v9 98: 
Diese Ergebnisse zusammenfassend können wir folgendes aus- 
sprechen: 
Bei jeder Formenklasse, für welche der Ausdruck X, eine 


obere Grenze 9 < 3 hat, ist diezugehörige Zahlenreihe (@’) 
periodisch und ihre Periode von der Gestalt 


2,2,,%,ßB,P,'':B, Pf, ,a@1,1, 
wo die ,ß,... gleich 1 oder 2 sind. Ist, der reduzierte 
Wert des Kettenbruchs 
82; 1, 1,5 BB. BP), 
so gibt es eine Formenklasse, deren Determinante 
D-29:-1 


ist, und für welche der Ausdruck X, die obere Grenze 


Ve; 


hat; sie wird repräsentiert durch die Form 
Q2? + (8Q- 2PJay+ (R-3Dys, 
RQ=P?+1 


gedacht und der erste Koeffizient Q derselben die kleinste 
durch die Formen der Klasse darstellbare Zahl ist. 
6. Um die Abhängigkeit der Zahl © von der Periode 


N 





in welcher 


zu kennzeichnen, werden wir sie bestimmter durch das Zeichen 


Qla, 4, en An, 2) 
ausdrücken und wollen nun zeigen, wie diese Zahl für jede der ge- 
dachten Formenklassen auf rekurrente Weise zu bestimmen ist. 
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Betrachten wir zu diesem Zwecke die Kettenbrüche 


(8,) R(2; &,0,...,A,4,2) 

(8) (2; BB, mW 2) 

(8) R2; 0,0, ..,4,4,2,2,ß,ß,... u 2), 
nennen pP, pP, ‚ p, p, ‚ P, p, ‚ 





Der Er Far er er 
die letzten und vorletzten Näherungsbrüche derselben und nehmen 
an, eg beständen die Beziehungen 


3 = IQ — 
| ni SEE 3% — 
0 =30 —FP3 
Da außer ihnen bekanntermaßen die folgenden stattfinden 
P,Qı u a 
Pa -PQ&=-1 
P,Q -P 9-1, 
und der dritte Kettenbruch in der Gestalt 


(2; ... AA D, 2) 


(35) 


(36) 





geschrieben werden kann, auch die Beziehungen: 








(37) (ee P,=P,P+P/®&% 
= APR + = AP +99 
so erhält man hieraus zunächst 
+1 
2 2, 


nie 


Werden diese Ausdrücke für P,', P, und die Ausdrücke (35) für 
Q,, Q, in die Formeln (37) und sodann die für P,, Q,, Q, erhalte- 
nen Werte in die letzte der Gleichungen (35) eingesetzt, so ergibt 
sich eine Gleichung, der durch einige leichte Reduktionen die ein- 
fache Gestalt gegeben werden kann: 


(38) Q,° ar ds" an Q;° =5 Q, 0, Q- 


Bedeutet nun «, ...., A, 2 die Periode {a, a,, @, ...,a,,2} und 
ß, ... u, 2 die Periode {a, — 1,a,,...,a,, 2} oder umgekehrt je 
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nach der geraden oder ungeraden Anzahl der Elemente «a, so ist den 
Formeln (28) zufolge «,...A, 2, ß,.... u, 2 die Periode 
[a SE 1, a, Ay, - Er An 2}, 
und daher bedeuten dann @,, Q,, Q, die Ausdrücke: 
Q, = Qla, a, a,,2} | 
(39) % Pr Jia, Zi 1, ds, FR @,, 2} 
= Qla+l, aa, '''a,2}, 
zwischen denen folglich, da für sie mit (34) entsprechend die Glei- 
chungen (35) statthaben, die Beziehung (38) erfüllt ist, d. h., welche 
eine Lösung der unbestimmten Gleichung 
(40) X HH X + X? 5X X, X, 
in positiven ganzen Zahlen darstellen. Nennt man mit Frobenius 
jedes Element einer solchen Lösung eine Markoffsche Zahl, so 
ist also gezeigt, daß das Minimum jeder der in voriger Num- 
mer betrachteten Formenklassen eine Markoffsche Zahl ist. 
7. Die Gleichung (40) ist nur ein besonderer Fall der Gleichung 
X?+ X? +...+X?=-nX,X, X 


für welche A. Hurwitz in einer interessanten kleinen Arbeit!) nach- 
gewiesen hat, daß alle ihre Lösungen in positiven ganzen Zahlen aus 
der evidenten Lösung 


== -X,-1 


hergeleitet werden können. Dies läßt sich für den hier vorlie- 
gendeneinfachen Falln=3leicht folgendermaßen erkennen. 

Die Symmetrie der Gleichung (40) in bezug auf X,, X,, X, läßt aus 
einer Lösung immer noch andere finden, die sich von ihr nur durch 
die Anordnung der Elemente unterscheiden; alle diese sollen nur als 
eine einzige Lösung angesehen werden. Die Summe 


X+X+X, 
werde die Höhe der Lösung genannt. Zunächst gibt es nun nur 
eine Lösung in gleichen Elementen, nämlich 
XXL -LXL,-1, 
denn für solche Lösungen müßte 3X,’= 3X, °, also X, =1 sein. Es 


gibt auch nur eine Lösung, bei welcher zwei der Elemente, etwa 
X,, X, einander gleich sind, denn für eine solche müßte 


BEER 


oder umgekehrt, und 


Rn) 





1) A. Hurwitz, Über eine Aufgabe der unbestimmten Analysis, Archiv f£. 
Math. u. Physik (3), Bd. 9, S. 1885. 
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also X, durch X, teilbar: X, = X- X, und X >]1, mithin 
2+X=-5XX,, 
d..X=2,X, = 1, die Lösung also 
XK=-X-l u »=2 


sein. Bei jeder Lösung, die von diesen zwei einfachen verschieden ist, 
sind also die Zahlen X, X,, X, ungleich. Setzt man demgemäß 


K<Kh<H,, 
so folgen aus (40) die beiden Ungleichheiten 


(41) DAT DIE DR 
Setzt man ferner 
(42) [= H-IEXR XXX, 


so hat die Gleichung f(X) = 0 die beiden Wurzeln 


3X, X, nun a), 





von denen die mit dem oberen Vorzeichen versehene die Wurzel X, 
ist, da 





3X, N, — en I>x, 





gefunden wird, während X, wegen (41) größer ist als X, X,. Daraus 
folgt ea ey 


Re Fra a 
Da nun die andere Wurzel X, aus der Beziehung 
X +X,=3X,X, 
hervorgeht, findet sich 
ae errr X; 
Zudem ist x 3X 2 1 X 
f ( \,) “ 2 r 6 1)» 


also negativ; folglich liegt X, zwischen den beiden Wurzeln von 
(42), und somit ist X, auch < X,. Auf diese Weise gelangt man von 
der Lösung X,, X,, X, der Gleichung (40) zu einer anderen 

(43) X, X, X;, 

in welcher 


(44) X J3X,X, ol 
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und X, jetzt das größte der drei Elemente, die Höhe X, + X,+Xy 
also geringer als bei der früheren ist. Ebenso finden sich noch zwei 


dere Lö 
andere Losungen Xu; 2 X: x HA. Rs iRy 
3X, X, ‘3 X,, As, X;, 

die nebst der vorigen die der Lösung X,, X, X, benachbarten 
heißen mögen; wir bezeichnen unter ihnen die Lösung (43) als die 
aus X,, X,, X, abgeleitete Lösung. 

Sind die Elemente derselben noch ungleich, so leitet man auf die- 
selbe Weise aus der Lösung (43) eine neue Lösung X,, X,,X, ab, in 
welcher KK RX, 


und deren Höhe wieder geringer ist, als die der vorigen, usw. Man 

erkennt hieraus, daß endlich eine der abgeleiteten Lösungen gleiche 

Elemente darbieten, also entweder die Lösung 1, 1, 1 oder die andere 

2,1,1 sein muß, zu deren zweiter, dal1=3-1-1—2 ist, die erste die 

abgeleitete ist. Somit ist schließlich jede Auflösung der Gleichung (40) 

in positiven ganzen Zahlen auf die Auflösung 1, 1,1 zurückgeführt. 
Setzt man nun a — 1 statt a in den Formeln (39) und 


= Qla—1, 4," a, 2}, 


so bilden auch die Zahlen Q,, Q,, 9, eine Auflösung der Gleichung 
(40) in positiven ganzen Zahlen. Zudem ist offenbar keine der Zahlen 
03 dur Q,, 9, gleich 1, somit jede dieser beiden Auflösungen eine 
solche in ERBIÄTCHen Zahlen. Aus (37) ergibt sich ferner ©, als die 
größte der Zahlen Q,, Q,, ©, und ebenso Q, als die größte der Zahlen 
Q,, 9, 9, und demnach gewiß Q, > Q,. Da nun die Verbindung der 
Gleichung (38) mit der anderen: 


dr ib Q,° mir Q =5 % Q, Qs 
O— = 3(9 — 0) F Q, o 
führt, so findet sich daraus die neue: 
(45) Q; -5 Q, Q; eh %: 


Die Formelm (38) und (45) sind Rekursionsformeln, welche die 
Berechnung der Zahlen Q, auf die einfachsten von ihnen zurückführen. 
Dies sind die Größen 


Q11,2) und Q{0, 2)= Q{2}, 
d. i. die Nenner der Kettenbrüche 
82; 1,1,9-%, 82; 2)=5; 
Q{1,2)=5, Q(0,2)=2; 


zur Beziehung 


mithin 
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setzt man also nach 
(39 a) el)=1, 0-1, 
so besteht die der Gleichung (45) entsprechende Beziehung 


211,2)=3. 910, 2}- Qi1)—- Qi0). 


Hiernach erkennt man leicht, daß die Ausdrücke (39) zu- 
sammen mit (39a) die allgemeine Auflösung der Gleichung 
(40) in ungleichen Zahlen ergeben. Denn, gehörte eine solche 
Auflösung X,, X,, X,, welche den Ungleichheiten X, < X,< X, 
genügte, nicht zu jenen, so könnte die daraus abgeleitete Auflösung 
X,, X,, X, auch keine derselben sein, etwa 


X,= Os, X, =: Qı X, = Oo, 


da sonst wegen (44) und (45) X, = Q,, also gegen die Voraussetzung 
X,, X,, X, eine der gedachten Auflösungen wäre. Da man so fort- 
fahrend schließlich zur letzten Auflösung 5, 2, 1 der Gleichung (40) 
in ungleichen Zahlen geführt würde, welche mit den Ausdrücken 
Q!11,2),0{0,2}, Q{1} identisch ist, so müßte doch wieder X,, X,, X, 
zu den gedachten Auflösungen gehören, und damit ist die Behaup- 
tung bewiesen. Dieser Umstand führt zur Umkehr des in voriger 
Nummer ausgesprochenen Satzes, nämlich zu der Aussage, daß jeder 
Markoffschen Zahl eine Formenklasse entspricht, für 
welche sie der Absolutwert der kleinsten durch die For- 
men derselben darstellbaren Zahl, d.i. ihres Minimums, ist. 
Eine genauere Untersuchung dieser merkwürdigen Zahlen verdankt 
man Frobenius (Sitzungsber. Berl. Akad. 1913, 5. 458), auf deren 
interessante Ergebnisse hier aber nur hingewiesen werden kann. 
7a. Fassen wir nun zusammen, was in den letzten Nummern er- 
halten worden ist, so haben wir festgestellt, daß bei jeder Formen- 
klasse, bei welcher der Ausdruck X, zur oberen Grenze eine Zahl 
0 <3 oder, was dasselbe sagt, bei jeder Klasse von Formen mit der 
Determinante D, für welche A, zur unteren Grenze eine Zahl 


ee ya: 
VD>2yD 


hat, die Koeffizienten jeder Form in rationalen Verhältnissen stehen, 
und daß, da dann für die Form ein Minimalwert wirklich vorhanden 
ist, der Minimalwert jeder derartigen Formenklasse eine Markoff- 
sche Zahl Q ist, sowie, daß auch umgekehrt einer jeden solchen Zahl 
Q eine derartige Formenklasse mit dem Minimalwerte Q entspricht. 
ÖOrdnet man daher dieMarkoffschen Zahlen der Größe nach wachsend: 


(0) el)=1, Qi2)=2, Ql,2)=5,..., 
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so erhält man dementsprechend die sämtlichen Formenklassen mit 
der Determinante D, deren Minimalwert > 2 YD ist, nach der stei- 
genden Größe ihrer Minimalwerte oder, was, dd D=20Q?°—1 ge- 
funden war, auf dasselbe hinauskommt, die sämtlichen Formenklassen 
mit der Determinante 1 geordnet nach der abnehmenden Größe ihrer 
Minimalwerte Q 20 





für welche sich die Werte Y#, Vi, Y!®,... ergeben. Da 


2219 





Dr sich P= 1, Foo” 2 
„ 0=2 „ P= 5, R-°0- 18 
” Q9=5 ” P=13, R- 7° —34 


finden, werden die gedachten Formenklassen nach Ende von Nr. 5 
entsprechend repräsentiert durch die Formen 


-V4 (@ —2y— y)) 
hab: (0 — 2uy — y®) 
= Var er — 112y — 5?) 


= 


deren Reihe beliebig weit fortgesetzt werden kann (s. in Markoffs 
Abhandlung, Math. Ann. Bd. 15, S. 405/6 eine Tabelle, welche eine wei- 
tere Fortsetzung derselben gibt). Somit läßt sich endlich über die 
Minima der unbestimmten binären quadratischen Formen 
folgendes aussagen: 

Die genaue obere Grenze der Minima für sämtliche solche 
Formen mit der Determinante 1 ist der Wert Y#, welcher 
der durch die Form f, repräsentierten Klasse entspricht; 
für alle nicht mit f, äquivalenten Formen ist sie der Wert 

1, welcher der durch f, repräsentierten Klasse zukommt; 
für alle weder mit f, noch mit f, äquivalenten Formen ist 
sie der Wert Y!@, welcher der durch f, repräsentierten 
Klasse entspricht usw. Für Formen mit der Determinante D er- 
gibt sich Enntsprechendes, wenn man die Formen f,, f, fs, ... mit 
YD multipliziert. — 

8. Bezogen sich die voraufgehenden Betrachtungen auf die untere 


Schranke für die äußeren Koeffizienten der Formen einer gegebenen 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 9 


130 Viertes Kapitel. Über die Minima unbestimmter binärer Formen 


Klasse, so handeln J. Schurs Untersuchungen, von denen wir jetzt 
das Wesentlichste mitteilen werden, von der unteren Schranke für 
den mittleren Koeffizienten derselben. 

Bezeichnen wieder, wie in Nr. 1, die F, für alle Werte des Index ö 
die Kette reduzierter Formen einer gegebenen Klasse mit der Deter- 
minante D, so folgt aus der Bedingung B,<YD, daß man jene 
Schranke erhalten wird, wenn man sich auf diejenigen Formen (a, b, c) 
beschränkt, deren b absolut kleiner ist als YD; dabei darf |alZ|c! 
gedacht werden, da man sonst statt jener Form die äquivalente Form 
(c, — b, a) betrachten könnte Da nun 5’<D=b?—-.ac, so muß 
ac negativ sein, und es ergibt sich |@| <YD; und wenn b’ diejenige 
Zahl zwischen VD und YD —|a| bezeichnet, welche mit b (mod. a) 
kongruent ist, so ist die mit (a, b, c) äquivalente Form (a, b', €) nach 
Nr. 6 vor. Kap. eine reduzierte Form der Klasse, also mit einer der 
Formen F', identisch, so daß a = (- 1A,’ = B, also 

b=b = B,(mod. A,) 
BE Bed ad: 


b=— B,_, (mod. A, 


und der Gleichung 


zufolge 


gesetzt werden darf. Versteht man dann unter D,_, den absolut 
kleinsten Rest von D,_, (mod. A,), derart daß  B,_, |< = so gibt 
es eine mit F',_,, also auch mit 7, und mit (a, b, c) äquivalente 
Form (A/_,,B;_,,— 1'A,), in welcher, dab= — B/_, (mod. A,) sein 
muß, sicher |B/_,|<|b| ist. Hieraus folgt, daß man die gesuchte 
Schranke gewiß finden wird, wenn man die untere Schranke der 
Zahlen | B;_,| ermittelt. Dieser unteren Schranke der Zahlen |B;_, 
entspricht aber die obere Schranke des Quotienten 
vD 
(46) Bi) 
den wir jetzt mit Q,_, bezeichnen und von dem wir nun handeln 
wollen. 
Nach (2) ist R,=9,+R&,, 

wo 0< R/<1, und daher wegen (5) 

2B, ‚ 
-=94,+(R/ — 8) 


A;4ı 


Bi EA A,,ı+t (RK, - S,)- 





oder 


worin R/ — $, absolut kleiner als 1, also (R,/ — 8 N 1 absolut 
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kleiner als ist. Für ein gerades g, findet sich hiernach 


= (R’—S8)- en 


A;rı 
2 


für ein ungerades g, regel 


Ten, _ 8,1 oder Bit RS). Sr 
je nachdem R,' größer oder kleiner als $, ist. Wenn daher, falls 
nicht die beiden Zahlen R/, 5, einander gleich sind, U, die größere 
und PV, die kleinere von ihnen bezeichnet, so erhalı man, da au 
nach der dritten der Formeln (5) 


2yD 
PD _g+U+V, 
wird, für das Verhältnis _ W 
Er. | 34]? 
falls g, gerade ist, den Ausdruck 
Flur 
(47 a) d; == Er y 
falls aber g, ungerade ist, diesen anderen 
U 
(47 b) Q, = iv: 


wobei U,, V, von der Ordnung abgesehen durch die Kettenbrüche 
(48) (0; I;+15 I;+2> RN 3; (0; Ii-15 9;-2> a .) 


gegeben sind. — 
Wir suchen nun mit J. Schur diejenigen Formenklassen, 
für welche die obere Schranke für die Verhältnisse Q; 


gleich oder kleiner ist als Y5 +2, Q, also für keinen Wert 
des Index © diese Grenze überschreitet. 


9. Dabei spielt der Wert des Kettenbruchs 
(49) Bee 


ein wesentliche Rolle. Seine Näherungsbrüche sind 


TREE RR 2 


le nr ae er ee 
wobei allgemein 


(50) Pr =D; +P;-ı 
9* 
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ist. Die Zahlen 9,, P}, Pg, Ps, ... sind die bekannten Fibonacci- 
schen Zahlen!) mit den Werten 


0,18 1,200, 088, 3.00% 
für welche, wenn 


(Sl) Don he Us 
definiert wird, leicht folgende Beziehungen’): 
DE Pt 1 RAT Pm' Pn-1 
(82) ad : rs x ; BB. . 
( ) Pan Pn+i P, P Pn+1> 


also für m =n— 1 die Gleichung 
(52) le T TE Pe I Pet Bas 
bestätigt werden. Aus ihnen folgt insbesondere: 


Den Dın er P3P„-13 P_3+n = P_2 5 P, 1.0 Dani 
und nunmehr 


Aueh Payn Ps DD) 


(53) Pn+3 > 4p, 4023: 


Bekannte Eigenschaften der gewöhnlichen Kettenbrüche ergeben die 


Ungleichheiten 
Ar u 
P; P; 





0 p p p 

a Year De 
und 
(55) lim Pr = 7. 


Nn=o Prn+1 


Ferner aber fließt aus (49) die Gleichung 2y + 1—=Y5, dureh deren 
Quadrierung sich „ +y =1, also 





(96) P=l—y-——- re 
findet. Demnach ist 

y 2 8(0; 2, 1; 1% i* 2 S' 
mit den Näherungsbrüchen 


el a Fe, 
a a 7 ; 





1) Vgl. Bachmann, Niedere Zahlentheorie, Bd. II, S. 74—75. 
2) Vgl. ebendas., S. 79, Formel (87). 
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so daß —2*_< y2 und in Verbindung mit FR < y die Ungleich- 
2n+2 2n+3 

heit 

(57) Pan er y3 


Pan+3 


gefunden wird, während man aus (55) 





(58) lim Pan — Jim far. Pan+ı ‚Pan+s _ y3 
n=»Pan+t3 n=nPan+ı POn+ BPan+3 
erhält. 
Nun sei . n 
(59) A [QU R Eifale Iaeah 


ein Kettenbruch, bei welchem die Anzahl der Einsen vor der Drei gleich 





n sei. Dann ist der n + 1% Näherungsbruch gleich Fr »_-, der fol- 
n+1 
gende aber gleich 
I Pr —PA- 1 „tr Pant Pn+2 E 


39,41 125 Pa+ıTt Prn+3 


Ist daher die Anzahl n eine gerade, so ergibt sich 


_Pr_ Pat Pn+2 , 
eo) EL 2 < Pr+1t Pn+3 


10. Nach diesen Vorbereitungen fragen wir nun, wann 
für jeden Index © 


(61) ZV5 +2 
sei. 

Ist 9, ungerade, so folgt aus (47 b) als hierzu notwendige Be- 
dingung die Ungleichheit 


(62) + U, + <Z(V5+U-U+M), 
aus welcher, da 1 — U, + V, zwischen O und 1 gelegen ist, 
,<V5+2<5 


hervorgeht; y, kann also nur 1 oder 3 sein. Ist aber g, gerade, 
so liefert (47a) die Bedingung 


(63) 9,+ U,+V,<(V5+2)(U,—-V,), 
also ,<(V5+ 1) 0,4, 


mithin für g, den einzig möglichen Wert 2. Doch ist auch dieser 
unzulässig; denn für ihn ergäbe sich aus (63) 


(VS+1)U,>2+(y5+3)V,, 
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um so mehr also, da die Kettenbrüche (48) wegen der für die 9, allein 
möglichen Werte 1, 2,3 größer als 4 sind, 


(VHyu>ar+ tt, 


Oye zu 15 


woraus 0U2> an 


gefunden wird; demnach würde der Kettenbruch für U, mit den 
Nennern 1, 9> 15 beginnen müssen, dem schon für die 9, Bewiesenen 
zuwider. Man schließt also zunächst: Die für Q, geforderte Be- 
dingung kann nur erfüllt werden, wenn die Reihe (@) der 
Zahlen 9, nur Einsen oder Dreien enthält. Folgen sich 
aber darin zweiDreien, so muß sie ausschließlich ausDreien 
bestehen. Dieser Zusatz ist leicht zu beweisen. Denn sonst wäre 
in jener Reihe eine oder die andere der beiden Folgen: 


KT Hei m] 
Yı 1  L EO 
vorhanden, für welche die Kettenbrüche (48) die Gestalten 
RO u) LORD 
us as erster der größere Wert zukommt; daher würde 


105, y. < sein, aber aus der vorauszusetzenieh Ungleichheit 
(62) ergäbe sich 


5 5+1 = ve 
(V5+ yo vn Er, 





14 V5 — 26 


d. h. U, = 12 nn 


also ein Widerspruch. 

Hiernach besteht dieReihe(@) entweder nur aus lauterEinsenoder 
aus lauter Dreien, oder jede Drei ist von Einsen umgeben. Die erste 
Voraussetzung liefert für die Kettenbrüche (48), d.ı. für U,, V,, den 


gemeinsamen Wert Eau ‚also nach (47 b) 


Q; 3 v5, 


und somit ist bei ihr die erforderliche Bedingung erfüllt. Die zuge- 
hörigen untereinander nur durch einen Faktor verschiedenen Formen- 
klassen sind proportional mit der schon in Nr. 1 gefundenen, welche 


durch die Form > 
3 (22° + 22y — 2?) 
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repräsentiert ist. Bei der zweiten Voraussetzung erhalten die Ketten- 
brüche (48), d.i. U,, V,, den gemeinsamen Wert 

13 — 3 
OR 
nach (47 b) wird also 





0, =V13<y5+2 
und die geforderte Bedingung wieder erfüllt. Man findet 
RB,+8;=3+ U, +V,=Y13 
R,-8,=3+U,—-V,=3 
BR, = (8 HU 1 


und hiernach aus den Beziehungen (5) die zugehörigen Formenklassen 
proportional derjenigen, welche durch die Form 


va (22° + bry — 2?) 
repräsentiert wird. 
11. Bei der dritten Voraussetzung sei nun g,=5. Nach (47b) 


müßte dann BETEN PU A 
| nF ZV5+2-4+(V5-2) 


EEE DIL RT, 
a ae 





sein, woraus 





hervorgeht, was sich auch schreiben läßt: 


—PtP +r,U, 5 BAR), 
2.7“ na: | 


Hier ist der Nenner positiv; ist es auch der Zähler, so darf man, den 
Bruch umkehrend, 


P-ı BB U+p I = E 2% 
ee 4+(y5 2) 


schreiben, woraus mit ne der Beziehung (53) 


ah, Sn le. 
—9+2,U; u >y5 


erschlossen wird. Da hiernach der Zähler positiv ist, so erhält man 


weiter uE : = 
aim A UZyb+2-44(V5-2) 


und dann mit Beachtung von (53) 


— Ps + fı bu — Duo P} no 
Pe 4 
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Wird nun wieder der Zähler positiv angenommen, so kann man in 
gleicher Weise fortfahren. Solange für die sukzessiven Werte des 
Index n 


(64) De I Pon}s- fu Pe A 
bleibt, erschließt man auf solche Art, daß 





Ronrae Panzer T Rerı7: ur 5 Be: 
a TE RR v>V 


und demnach auch 
(65) Pon+s5 — Ponys” oh IE, -9,>0 


ist. Entweder wird also einmal 
— Pon+2 m Pon+5 \ U; — Ponzs - V; < 0, 


also Erz Pon+2 1 Ponra, 1.7 
Pent+t5 Pen+5 


um so mehr also zufolge der Ungleichheiten (54) und (57) 
ER 


Oder die Ungleichheiten (64), (65) gelten für jeden noch so großen 
Wert des Index », und dann folgt beim Übergang zur Grenze n = © 
aus (64) die Ungleichheit 


Ze nn 
und aus (65) die andere 
VERSUL HYVEEU} 


welche zusammen die Gleichung 


Dr ete 
ergeben. In jedem Falle also ist 
(66) V0,<yV,+r, 


um so mehr, da V,< U, ist, 
U<rU+r), 
d. i. U,(1—y)< 7°, also nach (56) 
u! 
12. Der in Nr. 10 nachgewiesenen Beschaffenheit der Reihe (@) 


zufolge haben die Kettenbrüche (48), d.h. die Zahlen U, V, die 
Gestalt 


ML n 


(67). 80; 1,1 ES UNE RERO: 11 
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wo eine Anzahl von m bzw. » Einsen vor der Drei gedacht ist. 
Diese Anzahl ist unendlich, wenn U,=7 ist; in der Tat folgt 
alsdann aus (66) » < V,, zusammen mit Y,< U, = also 


V,=-U=-y=8R(0;1,11,.:.). 
Diesem Falle entspricht eine Reihe (G) von der Gestalt 
(68) ‚sd, tan] pay, 


und den Formeln (5) gemäß findet sich als Repräsentant der zuge- . 
hörigen untereinander proportionalen Formenklassen die Form 


ur (V5-2°+32y— pP). 

Ist aber U,<y und daher auch V,< y, so lehrt nach der Art und 

Weise, wie ein Kettenbruch sich vergrößert oder verkleinert mit der 

Verkleinerung eines seiner Teilnenner, die Vergleichung der Ketten- 

brüche (67) mit dem Kettenbruche für y, daß m und n gerade 

Zahlen sein müssen; desgleichen muß wegen U, V, weiter m > n sein. 
Wäre aber m > n, also m > n-+ 2, so ergäben sich nach (60) 





Ü. > Pm = Pn+2 V Dat Pn+2 
TU Pmm+1 Pn+3’ ; Par F Pate? 


mithin wegen (66) und, wel y’=y— y’=2y —1 ist, 
Pn+2 Pant Pa+3 19, —_1 
As Pa+ıTt Pn+3 a ‚ i 


‚Pn+3 Pn+1t Pn+3 
Pa+4 Pn+3 Fr+s 


woraus 


hervorgeht. Da ferner ir > y ist, muß um so mehr 
n+6 


Pn+3 'Pn+5 Pn+ıTt Pn+3 
Pn+4' Pn+6 Pa+s t Pr+b 


sein, eine Ungleichheit, welche mit Rücksicht auf die aus (52a) fol- 
genden Gleichungen 


PA rs —=1 + 9.42 "Pn+4 PRıs =1+ Pn+4' Pn+6 


die Gestalt annimmt 


Pn+3 45 Pa+5 sr Pa+2 ; Pn+4 "Pa+5 >> Pa+1 "Pn+4 £ Pa +6° 
Aus (52) aber ergibt sich 


Pn+1 n Pa+6 Fer Pa+2 "Pa+5 uf vr 3; 
Pn+3 u Pa+5 = 3 "Pnrs 


es müßte also 
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sein, während doch zufolge der Gleichung (50) 
D.+3 air Dars mr 2P,13 - Pn+4 Fer PAIR — Da ‘= Pn+4 


also < 3p,,, ist. Hieraus folgt, daß m = n, d.h. die Anzahl der 
Einsen in den Kettenbrüchen (67) die gleiche sein muß. Jede Drei 
in der Reihe (@) muß also zur Linken und zur Rechten von der 
gleichen Anzahl von Einsen umgeben sein und demnach die Reihe 
(@), wenn anders sie nicht die Gestalt (68) hat — ein Grenzfall, der 
dem Werte m=n= 00 entspräche —, von der folgenden Gestalt sein: 


n N 


(69) ST; ee WET 








wobei » irgendeine gerade Zahl sein kann. 

- 13. Wir setzen also jetzt, um den dritten der in Nr. 10 bestimmten 

möglichen Fälle zu Ende zu führen, die Reihe (@) von der Gestalt 

(69) voraus. Ist dann g, = 3, so werden die Kettenbrüche (48), d. i. 

U,, V,,, einander gleich, und man findet 
R=-3+U,=-5+V/,=5+S5, 

S=8(0;1,1,..1,3+8,), 
S. ne Pı-1 +2,68 + S,) BER Pn + Pr+ DR +28 R 
tm HS) Pt 3Parı FParıd 


und hiernach 
(70) Pa+i' 5, En SPa+1 I, — (D, + Pu +3) 0: 


Den Beziehungen (1) zufolge ist also (— 1)'&,, insbesondere also, 
wenn eine Drei als Anfangsglied g, der Reihe (@) gedacht wird, 
2, Wurzel der quadratischen Form 


(71) re +9,43) 2° — 39,41 CUT DE RE 9, 


welche die Determinante 


d.h. 








(12) D_ phrı + 4@n + PasPnsı _ Pası’Pacı 


4 4 


hat und zum Repräsentanten der zur Reihe (@) gehörigen untereinander 
proportionalen Formenklassen genommen werden kann. Aus (47b) 


folgt endlich Q; = 3 + 28,, d.h. wegen (70) und (72) 


_ Vr+: 
Q; 24,70 
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wofür, da nach (52) p,,; = P-P„:ı + PP, = 13p,,ı + Sp, Ist, 
N ksemäng 
(73) Q: yı3 um Darı 


gesetzt werden darf. Dieser Ausdruck ist, da -. für gerades n 
n+1 
kleiner als y ist, kleiner als 


| v3 T%-V9+4yV5=y5 +2. 
Es sei jetzt g,= 1. Dann muß für n > 2, ein Fall, welcher auch 
als der eines unendlich großen », d. i. den Fall der Reihe (68) in sich 


begreifend, angesehen werden kann, Q,<4 sein. Wäre nämlich Q,>4, 
so ergäbe sich aus (47 b) die Ungleichheit 


I+U + SAU, + DV), 


d.h. 5U,>5-+3Y,. Hier könnte V, keinen Kettenbruch liefern, 
der mit 1 beginnt, da sonst V,>+, U, > ;, würde, also der Ketten- 
bruch für U, mit den Nennern 1,9> 9 begänne, den für die g, als allein 
zulässig bewiesenen Werten 1, 3 zuwider. Somit begänne der Ketten- 
bruch für V, mit 3, also würde V,>4#, U, > 2, und der Kettenbruch 
für U, begänne mit den Nennern 1,3. Also träte in der Reihe (69) 
a ee al Gm, 0,29 


auf, was der Voraussetzung n > 2 widerspricht. In der Tat muß daher 


. = 1 
sein. 


Jeder Reihe von der Gestalt (69) mit einem geraden n >2 ent- 
spricht also eine Formenklasse mit der Determinante (72), bei welcher 
die obere Schranke der Zahlen @, gleich yıs Aue Se -<y5+2 ist. 


Ist aber»=2, so entspricht der Reihe (69) de 'F ormenklasse 
mit dem Repräsentanten 


3P, I. 

(- ID ee, Pe) rom 4, pr 3, 2) 
und der Determinante 9+4:-2=171. Da diese Form durch die Substi- 
tution ( rw ı) in die Form (— 8, —1,2) übergeht, so leuchtet ein, daß 


1 der kleinste absolute Wert des mittleren Koeffizienten aller Formen 
der Klasse ist. Demnach findet sich als obere Schranke des Quotien- 


ten ©, die Zahl yıT -Vı13 = 2 ‚d.h. der Wert des allgemeinen 
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Ausdrucks (73), welcher dem Werte » = 2 zukommt. Da nun dieser 
Ausdruck mit unendlich wachsendem n gegen die Grenze 


vi3+ 87 -V5+2 


konvergiert, so läßt sich das Gesamtergebnis der angestellten Unter- 
suchung in den folgenden Satz zusammenfassen: 

Bezeichnet B die untere Schranke für die absoluten Werte 
der mittleren Koeffizienten aller Formen einer Klasse und 
D deren Determinante, so hat die Menge der für alleKlassen 


gebildeten. Koeffizienten en die Zahl Y5+2 zur klein- 


sten Häufungsstelle. Die RR des genannten Quotienten, 
welche unterhalb dieser Schranke liegen, haben den Aus- 


druck 59 
1 Ars 
Vi zer a A Pav+1 
fürv=—1,0,1,2,3,...), 
und erst für die der Reihe (68) zugehörige Formenklasse 
(für v= oo) wird die bezeichnete Schranke wirklich er- 
reicht. — 


In derselben Abhandlung hat J. Schur auch für die Menge der 
von ihm Minimalformen genannten und durch die Ungleichheiten 


0<2b<za<ze 
definierten Formen 
ax? + 2bxy — cy,, 
deren Determmante D=b?+ ac positiv ist, die Quotienten = 


einer eingehenden Betrachtung unterzogen und ähnliche Ergebnisse, 
wie die hier mitgeteilten, gewonnen. Doch sei auf diese, unseren Ab- 
sichten ferner liegenden Untersuchungen hier nur kurz noch ver- 
wiesen. 


Fünftes Kapitel. 


Die Gitter binärer quadratischer Formen. 
1. Wir kehren jetzt zu den in Kap. 2 Nr. 2 eingeführten Punkt- 
gittern zurück. Dort ist gezeigt worden, daß jeder Linearform 


(1) f=ax+by 


mit reellen Koeffizienten a, b oder dem ihr entsprechenden Zahlen- 
modul ein Parallelgitter zugehört, dessen Elementarparallelogramm 
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die unter beliebigem Winkel genommenen Seiten a, b hat. Denkt 
man sich durch seinen Anfangspunkt OÖ irgendwelche Koordinaten- 
achsen gelegt — der Einfachheit wegen wählen wir sie rechtwinklig 
aufeinander — in bezug auf welche die Endpunkte jener Seiten, die 
den Werten 1, O bzw. 0, 1 der Zahlen &, y entsprechen, die Koordi- 
naten a, c bzw. b, d haben mögen, so hat offenbar der durch irgend- 
ein Wertsystem x, y bestimmte Gitterpunkt die Koordinaten 


(2) E=axcx+by, n=cz+4dy, 
und diese Formeln stellen daher die Gesamtheit aller Gitterpunkte 
dar, wenn darin x, y alle ganzzahligen Werte durchlaufen. Das so 
definierte Gitter werde durch Pr 5 bezeichnet. 

Wurden statt x, y durch die ganzzahlige Substitution 
(3) z=aX+PßY, y=yX+6Y 


mit nicht verschwindendem Modulus &ö — ßy andere Zahlen X, Y 
eingeführt, so ging die Form f in eine andere Form 


(4) die I X nn 
mit den Koeffizienten 


U=aa+by, B=aß+bö 


über, und der ihr entsprechende Zahlenmodul war ein Teil des 
früheren, das zugehörige Parallelgitter dem ursprünglichen einge- 
lagert. Jene sind miteinander identisch, die letzteren decken 
sich, wenn 


(5) Ö—y—H+1 


ist. Indem man aber in die das ursprüngliche Gitter bestimmenden 
Gleichungen (2) die Substitution (3) einführt, nehmen sie die Ge- 
stalt an: 
(6) E= (aa +by)X+(aß+boö)Y, 

N (ca +dy)X + (eß + do)Y, 


und definieren das neue, dem ersteren eingelagerte Gitter, 
wenn darin X, Y alle ganzzahligen Wertsysteme durchlaufen. Die 
Determinante der Gleichungen (2) bedeutet absolut genommen den 
Inhalt des Elementarparallelogramms für das erste Gitter: 


(7) J=lad-—bec|, 
ebenso ist 


I’ = | (au + by) (cß + dd) — (aß + bö) (ca + dy)| 
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derjenige für das eingelagerte Gitter, und daher 

J'=| (ad — be) (ed — By) — ad — By|:-J, 
mithin J’=J, 
wenn @&d — ßy = +1 ist. Auch dies ist bereits a. a. Ö. auf andere 
Weise festgestellt worden. Jedes der beiden Gitter teilt die gesamte 
Ebene in kongruente Parallelogramme. Da nun J’, wenn zur Ab- 
kürzung n für |«d — ßy| steht, das » fache von J ist, drängt sich 
der Schluß auf, daß auf jedes Parallelogramm des zweiten Gitters » 
Parallelogramme des ersten oder, was dasselbe sagt, auf jeden Gitter- 
punkt X, Y des zweiten » Gitterpunkte x, y des ersten kommen, 
und daß somit n die Anzahl der Gitterpunkte x,y bestimmt, 
die auf ein Parallelogramm des eingelagerten Gitters ent- 
fallen. Wir werden später diesen Schluß strenger begründen. 

Die enge Beziehung zwischen Zahlenmoduln und Punktgittern, die 
hier angegeben wurde, gestattet, Begriffe wie den gemeinsamen Teiler, 
gemeinsames Vielfaches, Produkt zweier Moduln u. a. ganz ent- 
sprechend auch auf Punktgitter zu übertragen. Dies findet man näher 
ausgeführt in einer großen Arbeit von Poincare!), auf welche auch 
sonst zur Ergänzung dessen, was in diesem Kapitel gegeben wird, 
hingewiesen sei. Hier müssen wir uns auf die Betrachtung der be- 
sonderen Gitter, die zur geometrischen Veranschaulichung einer 
quadratischen Form geeignet sind, beschränken, um deren Eigen- 
schaften zu erläutern, soweit sie wesentliche Eigenschaften der letzteren 
zum Ausdrucke bringen. 

2. Nur ein paar Punkte allgemeinerer Art müssen zuvor noch zur 
Sprache kommen. 

Die Formeln (2) und (6) für die beiden Punktgitter bestimmen 
durch ihre Koeffizienten zugleich je eins der Parallelgitter, welche 
jenen eigen sind. Sei 0OABC (Fig. 8) 
das Elementarparallelogramm für das 
eingelagerte Gitter. Seine Gitter- 
punkte, insbesondere die Punkte 
4A,5,C sind auch solche des ursprüng- 
lichen. Wenn aber nicht beide sich 
decken, so muß OABC in seinem 
Inneren oder doch auf seinen Seiten 
außerdem noch Gitterpunkte des ur- 
sprünglichen aufweisen, da es sonst ein Elementarparallelogramm des 
letzteren wäre, entgegen der Voraussetzung. Liegen noch auf O A Gitter- 











1) Poincare, Sur un mode nouveau de representation geometrique des 
formes quadratiques definies ou indefinies. (Journ. de l’Ecole polyt., Cah. 
47 (1880), p. 177). 
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punkte, so seiA der zunächst an O liegende, andernfalls A identisch mit 
A; dann wird die Gerade DAX in lauter mit O.A kongruente Strecken 
zerlegt, deren Trennpunkte Gitterpunkte des ursprünglichen Gitters sind. 
Man bewege nun die Gerade.OX parallel mit sich selbst bis LN, 
wo sie zuerst auf einen Gitterpunkt des letzteren stößt, was spätestens 
geschehen muß, wenn sie in die Lage U B kommt; wir nehmen an, 
B sei ein solcher Punkt, der auf gleicher Seite wie A möglichst nahe 
an OY gelegen ist. Dann leuchtet ein, daß die zu AB durch O ge- 
zogene Parallele im Schnittpunkte FT mit L.N auf einen weiteren Git- 
terpunkt stoßen und man in OABIT ein Elementarparallelogramm 
für ein neues dem Punktgitter (2) eigenes Parallelgitter erhalten 
wird, dessen Achsen Ox’, Oy’ sind. Einerseits bestehen also neben 
den Gleichungen (3) analoge Gleichungen 

(8) x=4X+uY, Y=vX+oY, 

welche die Beziehung des Gitters (6) zu dem neuen Parallelgitter be- 


zeichnen, andererseits, um das letztere aus dem ursprünglichen 
Parallelgitter herzuleiten, Gleichungen von der Form 


(9) x =la+my, Y-nz-+ry 
mit der Bedingung /r — mn =-+ 1. Hieraus ergibt sich zunächst die 
Beziehung } ’ 
‚u _/, m\ (eo, 
Bun & ) A In } e o) 
Ferner aber entspricht der Punkt A den Annahmen X=1, Y=0, 


d..=4>0,y=v=0; dem Punkte M aber, in welchem die 
Achse OY von der Geraden ZN geschnitten wird, kommen die Werte 


ze y=lz'wruse=ur,1=0ol/, also 0<i=-.<i1 


? 
hervorgeht. Da den Annahmen X=0, Y=1,d.h.=u,y=o, 
der Punkt B entspricht, so finden sich u, o als positive Zahlen und 
demgemäß 0 <u<o. Man erschließt so den folgenden Satz: 

Ist ein Punktgitter und ein demselben eingelagertes 
Parallelgittergegeben, sogibteseinjenemeigenesParallel- 
gitter, aus welchem das eingelagerte durch eine Substi- 
tution (8) von dem besonderen Charakter gewonnen wird, 
daß darin A>0,v=0 und O<u<oe ist Wir bezeichnen 
es als das dem eingelagerten Gitter angepaßfe Punktgitter. 

Unabhängig von jeder Gittervorstellung läßt sich dieses Ergeb- 
nis auf Grund der Beziehung (10) auch folgendermaßen aussprechen: 

Jede Substitution (3) kann durch Zusammensetzung 
mit einer Substitution vom Modul-+ 1 in eine Substitution 
(8) verwandelt werden, in welcher 


> N VEIT O u oo 
ıst. 
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3. Ist ein Punktgitter gegeben und OÖ einer seiner Punkte, der 
zum Anfangspunkte genommen werde, so gibt es mindestens zwei, 
nach entgegengesetzten Richtungen von OÖ aus gelegene Gitterpunkte 
P, P', deren Abstand von O am kleinsten ist. Auf ihrer Ver- 
bindungslinie liegt eine Reihe von Gitterpunkten, die in ebendiesem 
Abstande aufeinander folgen, auf jeder Parallelen des Gitters zu dieser 
Linie aber eine damit kongruente Reihe von Gitterpunkten. Wählt 
man nun auf einer der beiden, jener Linie nächsten Parallelen von 
alleı darauf befindlichen Gitterpunkten einen von denen aus, welche 
am nächsten an OÖ liegen, und nennt ihn @, so ist gewiß OQ=Z OP; 
ihm entspricht als Gegenpunkt gegen O ein auf der andern der beiden 
Parallelen gelegener Punkt ®’, und für einen der Punkte Q, ©’ ist 
der Winkel POQ, POQ’ ein nicht stumpfer; wir wollen dies für den 
ersteren annehmen. DieStrecke O®bezeichnetdenkleinstenAb- 
stand von O nicht nur für alle auf der gedachten Parallelen 
befindlichen, sondern allgemeiner für alle außerhalb der 
Geraden OP gelegenen Gitterpunkte. In der Tat ist in Fig. 9 
PQ gleich dem Abstande OS des auf jener Parallelen zur Linken 
von Q nächstliegenden Gitterpunktes S, also PQZ 0OQ, und der 
Gleichung 

PQ’= O0P2—-20P.0Q:.cosPOQ+ 0Q: 
zufolge ist 

0<20P-O09:.cos POQ<OP’< O8, 
d.i.cosoPOQ<J7. Nennt man nun h den Abstand der Parallelen 
von OP, so ist der Inhalt des Parallelogrammes gleich 


h-OP= OP: 0Q-sinP0Q, 


d..h5 = .YV3. Daher ist schon für die zweite Parallele des Gitters 


jeder auf ihr befindliche Gitterpunkt um mindestens OQ-Y3 von O 
entfernt, und da für die auf der andern Seite der Geraden OP liegen- 
den Gitterpunkte als Gegenpunkte der schon betrachteten das gleiche 
gilt, so ist die ausgesprochene Behauptung erwiesen. 

Hiernach sind die Seiten des Elementarparallelogramms OPR® 
ihrer Größe nach durch das Punktgitter von selbst eindeutig be- 
stimmt und können demnach höchstens ihrer Lage nach verschieden 
wählbar sein. Jedes so konstruierbare,dem Punktgittereigene 
Parallelgitter aber soll eine reduzierte Gestalt des Punkt- 
gitters heißen. Sind OQ > OP und PQ>0OR, so ist offenbar 
nur eine solche möglich. In jeder reduzierten Gestalt des 
Punktgitterssinddie SeitendesElementarparallelogramms 
nicht größer als seine Diagonalen. Denn einerseits liegt die 
Diagonale OR einem stumpfen Winkel im Dreiecke O PR gegenüber, 
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ist also größer als die Seiten OP und PR= 00, andererseits ist, wie 
schon bemerkt, PQZ0Q>0P. 

Hat umgekehrt das Elementarparalleloegramm OPRQ 
eines dem Punktgitter eigenen Parallelgitters diese Eigen- 
schaft, so ist das Gitter eine reduzierte Gestalt des Punkt- 
gitters. Nimmt man nämlich OP als die nicht größere der beiden 
Seiten, und — was offenbar erlaubt ist, da man zwischen zwei benach- 
barten Parallelogrammen wählen kann — den Winkel POQ als nicht 
stumpf an, so hat wegen der vorausgesetzten Ungleichheiten 


PQZ>09>0P 
das Dreieck POQ überhaupt keinen stumpfen Winkel, ebensowenig 
das ihm kongruente Dreieck Q0S; daher trifft das von O auf die 





Fig. 9. Fig. 10. 


Parallele SQR gefällte Lot sie zwischen © und S, und daher steht 
außer dem Gitterpunkte S, dessen Abstand von O gleich dem des 
Punktes @ sein kann, jeder andere auf jener Parallelen gelegene 
Gitterpunkt weiter von Oab als ©. Daraus folgt dann wie oben, daß 
OQ den kleinsten Abstand von O0 für jeden außerhalb der Geraden 
OP befindlichen Gitterpunkt bezeichnet. Da zudem OP kleiner als 
der Abstand jedes auf OP liegenden Gitterpunktes und zugleich 
OP<OR ist, bezeichnet OP den kleinsten Abstand für jedweden 
der Gitterpunkte; das Elementarparallelogramm OPRQ gehört also 
einer reduzierten Gestalt des Punktgitters an, w. z. b. w. | 

4. Jetzt sollzu späterer Verwendung noch das Gebietaaller 
Punkte bestimmt werden, die dem Nullpunkte des Gitters 
näher liegen als irgendeinem andern seiner Gitterpunkte. 
Errichtet man in der Mitte der Verbindungslinie zweier Punkte A, B 
die Senkrechte, so teilt diese die Ebene in zwei Hälften, von denen 
diejenige, welcher der Punkt A angehört, das Gebiet aller Punkte 
ausmacht, die näher an A als an B liegen. Wenn man daher 
(s. Fig. 10, in welcher die vier den Nullpunkt zunächst umgeben- 

Bachmann, Zahlentheorie IV 2 10 
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den Parallelogramme mit Seiten gleich OP, OQ!) gezeichnet sind), 
in der Mitte der Seiten OP, 0Q, 08, OP’, 09’, O8’ die Senkrechten 
errichtet, die sich in den Punkten A, B, 0, A’, 5’, C’ schneiden, so 
wird das so entstehende Sechseck offenbar das Gebiet aller derjenigen 
Punkte begrenzen, die näher an O als insgesamt an den Gitterpunk- 
ten P, 9, 5, P', @', S’ liegen. Es läßt sich aber zeigen, daß seine 
Punkte auch von allen übrigen Gitterpunkten mindestens. soweit 
abstehen wie von O0. Hierzu bemerke man, daß die Eekpunkte des 
Sechsecks die Mittelpunkte der Kreise sind, welche den einander 
kongruenten Dreiecken 


P0Q, 800, O0P'S, P'0Q, S'Q0'0, OPS 


umschrieben sind und demnach gleichen Abstand og von O haben. 
Beschreibt man nun mit o einen Kreis um O und kann man zeigen, 
daß jeder der übrigen Gitterpunkte um mindestens 2o von O ab- 
steht, so leuchtet ein, daß die in der Mitte seiner Verbindungslinie 
mit OÖ errichtete Senkrechte den Kreis und daher auch das von ihm 
umschriebene Sechseck nicht schneiden kann, daß also alle Punkte 
in letzterem näher an O als an jenem Gitterpunkte gelegen sind; 
mit diesem Nachweise wäre aber die ausgesprochene Behauptung be- 
gründet. | 
Nun ist nach bekannter Formel 


und, da 


PQ: = OP? —20P. 00: cos POQ + 09° <2 09° 
29 <V%:09Q<O0R:Y32) 


Dem in voriger Nr. Bewiesenen zufolge sind also von der zweiten 
Parallelen an alle in ihnen liegenden Gitterpunkte um weiter als 2o 
von O entfernt. Die Gitterpunkte Q und S in der ersten Parallelen 
scheiden für diese Betrachtung aus; von den übrigen liegt, von R 
abgesehen, der links von S im Abstande OP gelegene Punkt 7’ am 
nächsten an O, und das Quadrat seiner Entfernung ist 


0T?=4:0P2—4.0P:00-cos POQ+ 0. 
are Seitenlängen OP und OQ sind aber im Interesse der Deutlichkeit 
der Figur größer als in Fig. 9 gewählt. 


ıst, 


PQ ar 
© 1 1 uck 20 = — — — b t, 
2) Da, wie man leicht feststellt, der Ausdruck 2e sinDOQ abnimm 
wenn cos POQ von Null bis zu seiner Grenze 4 wächst, findet man genauer 
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Bezeichnet man mit A den Flächeninhalt des Dreiecks POQ und 
setzt man zur Abkürzung 


OP=1, 0Q!=n, cos POQ= rl 
so ist 4 = OP?. 009°: sn’ POQ=In — m, 
(4eA” = 0P°.- 09. P% = n(l—2m+n), 
OT =4l —4m+n. 
Das Produkt 07°. 4 A” kann dann geschrieben werden gleich 
In(l — 2m + n) + lin — 4m?) + In(l — 2m) + n(l? — m?) + 4m?. 
Hier sind m und die auftretenden Differenzen, wie in voriger Nr. 
bemerkt, sämtlich nicht negativ; man erhält daher die Ungleichheit 
OT?. 4A°?S5 In(l — 2m + n) = OP?. 00°: PQ? = 160?A°, 
also OTS 2. 
Für den Punkt R endlich findet man 
OR? = OP? +20P:.0OQ-cos POQ+0Q9=1+2m+n, 
also OR?.4A?= (1 +2m + n) (In — m?) 
— In(l — 2m + n) + Im(n — m) + mn(l — m) + 2(In — m?)m 
> In(l — 2m + n) = 160?A?, 
ORS 20. 


Mit diesen Ergebnissen ist aber der gewollte Nachweis erbracht. 
Man bemerke zuletzt noch die Ungleichheit 


81700: 0) 0P. 0Q,, 
die man leicht bestätigt, wenn man mit 2 multipliziert, für A? und 
16A?o0? ihre Werte setzt und die in der vorigen Nr. festgestellten 


folglich auch -» 


Ungleichheiten 0 eo eos PO Q x 4 
in Betracht zieht. 
5. Sei nun 
(12) f= aa®+2bxy+ cy? 
eine quadratische Form mit der Determinante 
D=b’— ac 


und A der absolute Wert der letzteren, so dd A= D oder A=—D, 

je nachdem D positiv oder negativ, die Form f also unbestimmt 

oder bestimmt ist; ım letzteren Falle werde sie positiv, d. i. die 

Koeffizienten a, c als positive Werte gedacht; auch bei unbestimmten 
10* 
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Formen soll hier «a > 0 vorausgesetzt werden. Die Form zerlegt ae 
in zwei konjugierte Linearfaktoren: 


a®+2bay+tey?=E:n, 
E b D 

E=aya+-y+ Ve y 
=, D 

a yr: -YV2.y 


sind. Jede dieser beiden Formeln bezeichnet einen Zahlenmodul 
dessen Elemente aber nur für positive Determinanten D reell sind, 


dem also auch nur in diesem Falle unmittelbar ein Gitter en 
Setzt man aber 


(14) X-2Vat,, Ye 


unter X, Y rechtwinklige Koordinaten verstehend, so bestimmen in 

jedem der beiden für D möglichen Fälle diese Formeln nach Nr. 1 
ein Parallelgitter FE d 

| Ve, Ya 

a 


20,.yal 


mit den vom Nullpunkte O nach den Punkten A und © mit den 
rechtwinkligen Koordinaten 


Va,0 und V: 


gezogenen Strecken als Elementarseiten; A und (© sollen als erster 
und zweiter Grundpunkt bezeichnet werden. Im Falle D> 0 fällt 
es mit demjenigen zusammen, welches der Linearform 


wo 


(13) 


(15) 


= xyYa arte. y 


o+VD 


entspricht, wenn anders ——-— nicht als Länge, sondern als der 
a 


vom Punkte O nach dem Punkte © führende Vektor gedacht wird. 

Man kann nun jedem Gitterpunkte x, y den Wert zuordnen, den 
die quadratische Form f für das ganzzahlige System x, y annimmt, und 
ihn als Träger dieses Wertes betrachten. So findet man für jede 
quadratische Form (a, b, c) ein Punktgitter, dem die Gesamt- 
heit der Werte, welche die Form für ganzzahlige Werte 
ihrer Unbestimmten erhält, zugeordnet ist, und welches 
in diesem Sinne als ein geometrisches Bild der quadratischen 
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Form aufgefaßt werden kann. Der Inhalt seines Elementar- 
parallelogramms ergibt sich aus den Koordinaten von A und ( gleich 


Jedem Punkte x, y dieses Gitters kommen bestimmte Werte der Aus- 
drücke &,n zu; umgekehrtaber müssen aus denWerten von &,n, die einem 
Gitterpunkte entsprechen, mittels der Formeln (13) die ganzzahligen 
%, y hervorgehen, durch welche dieser Punkt bestimnit ist. Daher 
kann der letztere ebensogut wie durch die x, y auch durch die &, 
definiert gelten, und aus diesem Grunde sollen die Zahlen &, n als die 
zum Gitter gehörigen Gitterzahlen bezeichnet werden. 

6. Galten die vorhergehenden Betrachtungen, welche für negative 
Determinanten zuerst Gauß!) entwickelt hat, sowohl für positive 
wie für negative Determinanten, so ist dagegen die geometrische 
Bedeutung der quadratischen Form in beiden Fällen eine ver- 
schiedene. 

Da im Falle einer negativen Determinante 


E=X+iY, n=X-—1il 
gesetzt werden kann, so ergibt sich 
ax + 2bay+ co? = X?’+T7, 


d.h. der Wert der quadratischen Form in jedem Punkte x, y 
ist das Quadrat seines Abstandes von ©. Dies leuchtet auch 
aus der Fig. 11 leicht ein. Denn in ihr ist 


0A-Ya, 06C- YE+2=ye 
b 
RALF 


und demnach einer bekannten trigonometrischen Formel gemäß für 
den Punkt P(z, y) 


OP: = (wa) +2: —-aYa:yVe + (yVe)’ 
Vac 
= ax? +2bxy-+ cy. 
Ist daher m eine Zahl, welche mittels ganzzahliger x, y durch die 
Form (a, b, c) darstellbar ist, allgemein 
m= az: +2b2y+cy, 


1) Gauß, Anzeige von Seebers Untersuchungen über die Eigenschaften 
der positiven ternären quadratischen Formen, in Götting. gel. Anz. 1831; 
8. Werke, Bd. II, S. 188. 
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so liegen die durch die darstellenden Zahlen z, y bestimmten Gitter- 


punkte sämtlich auf dem um O mit dem Radius Ym beschriebenen 
Kreise, woraus ohne weiteres einleuchtet, daß es solcher Punkte oder 


Y /(&,y 





| 
| 
der ganzzahligen Darstellungen von m durch die Form nur eine end- 
liche Anzahl gibt. (Vgl. Kap. 1, Nr. 1.) 


Dagegen nehmen für den Fall einer positiven Determinante die 
Formeln (13) die Gestalt an 


$=X+ I, n=X—L, 
und demnach erhält man die Gleichung 
(16) az? + 2bay+ cyY = X? — 7. 


Hier kommt den Gitterzahlen &, 7 selbst eine einfache geometrische 
Bedeutung zu. Die Geraden, welche die Winkel der Koordinatenachsen 


Fig. 11. 


Hitterzahlen &,ndiemit Y2 multiplizier- 
urch X, Y bestimmten Gitterpunktes x, y 
. Ist ferner wieder m eine mittels ganzzahliger 
(a, b, c) darstellbare (positive) Zahl: 

m= ar: +2bay-+ ey, 

ıng (16) die Gestalt an: 

X? — Y’’=m 

ugehörige Gitterpunkt auf einer gleichseitigen 
Halbachsen gleich Ym und deren Asymptoten 
gslinien sind. Im gegenwärtigen Falle ist also, 
Jarstellungen durch die Form zuläßt, eineunend- 
r Gitterpunkte oder Darstellungen von m mög- 
bekannt angenommen werden darf — tatsäch- 
hrend den erhaltenen Ergebnissen zufolge den 
n einer quadratischen Form (a, b,c) mit nega- 
(reislinien mit dem gemeinsamen Mittelpunkte 
her „Entfernung“ von O, entsprechen, gehört 
r positiven Determinante eine Schar konzen- 
iger Hyperbeln zu, und der Wert der Form 
st hier nicht mehr der in gewöhnlicher Weise 
durch die Halbachse der zugehörigen Hyperbel 
te „hyperbolische Abstand“ des Punktes x, y 


1, b, c) das durch die Gleichungen (14) bestimmte 
t, so würden die Gleichungen 


Er UND r A 
mau 4 + en 


stimmen, welches der entgegengesetzten Form 
. Da hierin aber y alle ganzen Zahlen zu durch- 
n diese Formeln insgesamt die gleichen Punkte 
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wenn auch in ihnen y alle ganzen Zahlen durchläuft, und somit 
können auch die letzteren Gleichungen als Definition des zu (a, —b, c) 
gehörigen Gitters angesehen werden, das also den Ausdruck 


Va, EN 


j 0, - Ya 


erhält und sich von dem Gitter (15) nur durch das entgegengesetzte 


Vorzeichen der Quadratwurzel Dr unterscheidet. Die Gitter zweier 


entgegengesetzter Formen sind also zueinander konju- 
giert. Die Grundpunkte des Gitters (19) sind die Punkte 


E ee, A 
A=VANO und Ge u, 


wonach C als der zu C gegen die X-Achse symmetrisch liegende 
Punkt erkannt wird. Das zu (15) konjugierte Gitter (19) ist dem- 
nach das Spiegelbild des ersteren gegen die X-Achse und käme also 
mit dem Gitter (15) zur Deckung, wenn die Ebene um die X-Achse 
umgeklappt würde. 

Die Form (a, — b, c) geht aus (a, b,c) durch die Substitution 
[r Ye n mit dem Modulus — 1 hervor, ist ihr also uneigentlich äqui- 
valent; durch dieselbe Substitution verwandeln sich die Formeln (14) 
für das Gitter der Form (a, b, c) in die Gleichungen 


X aya— yY=- A. Y 


eines Gitters, dessen <= 1, y=0 entsprechender Grundpunkt der 
frühere Punkt A, dessen zweiter @=0, y=1 entsprechende aber 
der zu Ü gegen O symmetrisch liegende Punkt (©, ist; das Gitter ist 
also das frühere und erscheint nur als in einer anderen Richtung 
angesehen. 

Untersuchen wir allgemeiner, was geschieht, wenn auf 
die Form (a,b, c) irgendeine Substitution 


(20) aan +ßy, y-ya+öy 


mit nicht verschwindendem Modulus ad — ßy angewandt 
wird. Zuvörderst geht daraus eine Gleichung hervor 


(21) ax? + 2bay-+ cy = a? +2 Ey + cy 2 
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in welcher die Koeffizienten der neuen quadratischen Form («a’, b', c‘) 
aurch die Gleichungen 

a = au? -+ 2bay + cy? 
(22) b= (aa +by)ß + (be +cy)ö 

ce = aß? + 2bß6 + cd? 
bestimmt sind, während, wenn A’ den Absolutwert der Determi- 
nante D’ der neuen Form bezeichnet, 
(23) NA: (ud — By) 


gefunden wird. Wir wollen voraussetzen, daß hierbei « > 0 werde‘ 
Setzt man dann ; I 
w b A 
PIRT? ’ 4 [4 N [4 
A 7 Va + va’ + V: Yy 


N Ba, Are: 
a 1 rl -V&.v; 
so nimmt die Gleichung (21) die Gestalt an 
(21a) En=gn. 
Nun erkennt man durch eine Betrachtung, welche der in Nr. 2 des 
ersten Kapitels angestellten völlig analog ist, daß, je nachdem «d — By 
positiv oder negativ ist, die gleichnamigen bzw. die ungleichnamigen 
Wurzeln der beiden Formen (a, b, c) und (a’, b’, c’) einander, d.h. die 
Gitterzahlen &,n7 den Gitterzahlen €, 7’ bzw. n’, &', zugeordnet sind. 
Wendet man aber auf &,n oder, was dasselbe sagt, auf die Glei- 
chungen (14) die Substitution (20) an, so bestimmen (vgl. (6)) die 
neu entstehenden Gleichungen ein dem Gitter der Form (a,b, c) 
eingelagertes Gitter mit dem Ausdrucke 


aYa + —y, BVYa+-°-0 
un ya Va 


A A 
v: "B v: S 
seine Grundpunkte A’, ©’ entsprechen den Annahmen r’=], y=0 
bzw.x =(, y = 1, haben also die Koordinaten 


"aVa + 7, RT ©, 
0’:BYa + En ne -Ö, 


und sind demnach identisch mit den Gitterpunkten «a, y bzw. ß, d des 
Gitters der Form (a, b, c), welche Träger der Werte a«? +2bay+cö?, 
aß? + 2bB6 + cö? dieser Form, d. i. nach (22) der Werte a’, c’ sind. 
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Andererseits bestimmt sich das Gitter mit den Gitterzahlen $', 7’ 
durch die Formeln 


(25) X-aya + V-Yo 9 
hat also die Gestalt 


IN vie 
(26) Dr , 
D= Z | 
[47 


während dasjenige mit den Gitterzahlen 7’, & das konjugierte Gitter 


37% bi. 
ve, & 


hie | Hy 


d.i. das Gitter der Form (a, — 5b’, €‘) ist; hierbei bedeuten X’, Y’ 
Parallelkoordinaten, deren X’-Achse durch den einen Grundpunkt 
"=1, y = 0 des Gitters hindurchgeht. Dies ist der Punkt A’ und 


seine neuen Koordinaten sind Ya’, 0. Je nachdem nun «d — ßy positiv 
oder negativ ist, je nachdem also das Gitter (24) dem Gitter (26) 
oder (26a) entspricht, wird der dem System « =(, yY=1 zuge- 
hörige Punkt C’ mit dem zweiten Grundpunkte des ersten bzw. zwei- 
ten dieser Gitter identisch sein. Solcherweise sind wir offenbar zu 
folgendem Ergebnisse gelangt: 


Geht eine Form (a,b,c) durch die Substitution 


(26a) 


x=an +ßy, y-ya +oy 


mit nicht verschwindendem Modul «ad — ßy in die Form 
(a,b, c) über, und sind A’, ©’ die Gitterpunkte «, p bzw. ß, Ö 
des Gitters der ersteren Form, so erhält man aus diesem 
Gitter, je nachdem «ad — ßy > 0 oder <O ist, dasjenige der 
Form (a,b',c‘) bzw. der entgegengesetzten Form (a, — b', c’), 
wenn man das dem Gitter von (a,b,c) eingelagerte Gitter 
mit den Seiten OA’, O0’ konstruiert. Nach Nr. 1 beträgt der 
Inhalt des Elementarparallelogramms für das eingelagerte Gitter 
|«ö—ßy | mal denjenigen für das Gitter von (a, b, c), d. ı. 


|ad— Byl-VA=YA. 
Für den ausgezeichneten Fall 


e— Pr=+1 
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ist die Form («’, b’, c’,) der Form (a, b, c) äquivalent, eigentlich oder 
uneigentlich den beiden Vorzeichen entsprechend. Ist sie es aber un- 
eigentlich, so ist die entgegengesetzte Form (a, — b’, c’) der Form 
(a, b, c) eigentlich äquivalent. Gleichzeitig bezeichnet für «&d—By=+1 
das Gitter (24) jedes der dem Punktgitter der Form (a, b, ce) eigenen 
Parallelgitter. Da andererseits jeder mit (a, b, c) eigentlich äquivalen- 
ten Form eine Substitution (20) mit dem Modul «öd — By =1, also 
eins dieser Parallelgitter zukommt, so erkennt man, daB die Gesamt- 
heit der dem Punktgitter einer Form (a, b, c) eigenen Parallelgitter 
mit der Gesamtheit der Gitter aller ihr eigentlich äquivalenten For- 
men identisch ist. Das Punktgitter einer Form kommt daher 
nicht nur ihr selbst, sondern auch der ganzen Formenklasse 
zu, dersieangehört,unddarfdaherauch alsdasgeometrische 
Abbild dieser Klasse aufgefaßt werden. 


8. Sei die gegebene Form diese: 
(27) (0,5, €). 
Dann hat das zugehörige Gitter die Gestalt 
Va, zVa 
Ka zıl 
und der zweite Grundpunkt Ü steht senkrecht über der Mitte M von 
OA (s. Fig. 12). Da nun die entgegengesetzte Form (a, — = e) der 


gegebenen eigentlich äquivalent ist, indem 


sie durch die Substitution br ı) in diese 


übergeht, muß das zu ihr gehörige Gitter, 
nämlich das Spiegelbild des vorigen gegen 
die X-Achse, mit dem letzteren sich decken. 
Also ist sein zweiter Grundpunkt C, dessen 
Abstand MC von der X-Achse gleich MC 
ist, zugleich ein Punkt des früheren Gitters. 
In der Tat, dd O0 = (0A ist, muß eine 
von Ö parallel zu OA gezogene Gerade in 
einer Entfernung gleich CA, d.i.in (, auf 
einen Punkt jenes Gitters stoßen. Da aber der Inhalt des Rhombus 


OCAC offenbar gleich OABO ist, so ist dieser Rhombus ein Ele- 
mentarparallelogramm des Gitters. Man findet also: das Punktgitter 





Fig. 12. 
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einer Form (27) teilt die Ebene in kongruente Rhomben, deren Achsen 
auf den Koordinatenachsen senkrecht sind. 
Ein Beispiel dieser Art bietet die Form 


A 1—d 
(28) + ay+ Try, 


in welcher d als eine ganze Zahl vorausgesetzt sei, die kongruent 
1(mod.4) ist; ihre Determinante ist D=L, die zu ihr gehörige Gitter- 
zahl 


(29) ud 00 


Die Gesamtheit dieser Gitterzahlen für alle ganzzahligen x, y ist aber 
nichts anderes als die Gesamtheit der algebraisch ganzen Zahlen des 
sogenannten quadratischen Zahlenkörpers, dessen Grundzahl 
d ist und dessen Eigenschaften daher mit denjenigen der Form (28) 
aufs engste verbunden sind. 

Sei ferner die gegebene Form die folgende: 


mit der ganzzahligen Determinante D = d. Da das zugehörige Punkt- 
itter den Ausdruck 
E ABetıEe 


10, VAL 
hat, so liegt der zweite Grundpunkt desselben (s. Fig. 13) auf der 
Y-Achse im Abstande YA von O. Es teilt also 
die gesamte Ebene in kongruente Rechtecke, 
deren Seiten zu den Koordinatenachsen parallel 
sind, und somit deckt es sich mit seinem Spiegel- 
bilde zur X-Achse, d. ı. mit dem Gitter der ent- 
gegengesetzten Form; in der Tat fällt ja letztere 


mit der gegebenen zusammen. Die Gesamtheit 
der Gitterzahlen &, welche hier die Gestalt 


(31) E=z0+ yyd 


haben, ist wieder genau die Gesamtheit der alge- 

Fig. 13. braisch ganzen Zahlen des quadratischen 

Zahlenkörpers mit der Grundzahl 4a, 

was einen innigen Zusammenhang zwischen den Eigenschaften des 
letzteren und denjenigen der Form (30) bezeugt. 

In der Tat eignen sich die Zahlengitter dieser beiden Formen 

vorzüglich, die Theorie der quadratischen Zahlenkörper in anschau- 
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licher Weise zu entwickeln. Da es indessen unsere Absicht ist, hier 
das Gebiet der quadratischen Formen selbst nicht zu verlassen, müssen 
wir davon abstehen, jene Beziehungen zur Darstellung zu bringen. 
Der dafür interessierte Leser findet das Nähere darüber inPoincar&s 
schon erwähnter Arbeit, sowie in der späteren Darstellung F.Kleins 
in seinen „Autographierten Vorlesungen über Zahlentheorie“ oder 
auch in des Verfassers „Grundlehren der neueren Zahlentheorie“ aus- 
führlich auseinandergesetzt. 


9. Unter den unimodularen Substitutionen, welche eine Form in 
eine Form derselben Klasse überführen, sind. diejenigen von beson- 
derer Bedeutung, die sie in sich selbst verwandeln, und ihnen ent- 
spricht ein besonderes Verhalten des der Form zugehörigen Gitters. 
Solche Substitutionen sind (s. Kap. 1, Nr. 5) nur bei Formen (a, b, c) 
vorhanden, deren Koeffizienten untereinander kommensurabel sind, 
wo es dann eine Zahl r gibt von der Beschaffenheit, daß in den 


Gleichungen 
a=ra, db=erb, C=r% 


die Größen a,, b,,c, ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, 
daß also die Form (a,,b,,c,) primitiv ist. Da alsdann zwischen den zu 
beiden Formen gehörigen Gitterzahlen 


I-X+Y, SeX+tH, 
die Beziehung & = r&, oder 
X=rX, Y=rh, 


besteht, so sieht man, daß die ihnen entsprechenden Gitter zwei einander 
ähnliche Figuren sind, das Gitter der Form (a,b,c) nur die Ver- 
größerung desjenigen der Form (a,, d,, &,) im Verhältnisse von r:1. 
Aus diesem Grunde dürfen wir uns auf die Voraussetzung beschrän- 
ken, daß schon (a, b, c) eine primitive Form sei. Je nachdem sie aber 
eine eigentlich oder uneigentlich primitive Form ist, haben a, 2b, c 
den größten gemeinsamen Teiler 1 oder 2; wir nennen ihn allgemein 
e. Die sämtlichen Transformationen einer solchen Form in sich selbst 
finden sich (Nr.11 des 3.Kap.) durch nachstehende Formeln gegeben: 


(32) t— bu AuSeR eu t + bu 





wenn in ihnen den Zeichen {,u sämtliche Lösungen der Pellschen 


Gleichung et, 
— DW“=: 
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beigelegt werden, die aus einer Fundamentallösung 7, U derselben 
mittels der Formel 


E- se vD_ + fir my 


& 


(n alle ganzen Zahlen) 


gewonnen werden. Durch die Substitution Ww ') von der Gestalt (32) 
geht aber der Ausdruck für die Gitterzahl & in die Gestalt 


Val Ey) + ty) + (rr y)y? 


über, wofür man mit Rücksicht auf die Beziehung b®°’—ac= D auch 
schreiben kann 


t Di. ', DM ATS 
ee 


weh: 





die Gitterzahl 7 in 


Unterscheiden wirnun RE Fälle einer positiven und einer 
negativen Determinante. 


Im letzteren Falle: D=— A hat die Pellsche Gleichung die 


Gestalt 2? + Alt 


und im allgemeinen nur die beiden Lösungen 


t=+5, u=(, 


von denen die erste der identischen Substitution m ) entsprichk 


bei der alles ungeändert bleibt. Nur, wenn A = 1 ist, treten zu die- 
sen noch die zwei anderen 


t=0, +3 
und wenn &= 2 und zugleich A = 3 ist, die noch vier anderen: 
t=+1l u=-+l1 
hinzu. Im allgemeinen geht also eine Form mit negativer Determi- 
nante abgesehen von der identischen Substitution nur durch die 
Substitution (7 n Ei in sich selbst über, wobei &, 7 sich in — &, 
—n, d.i.X, Yin — X, — Y, verwandeln. Für das Gitter der Form 
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bedeutet also eine Automorphie derselben eineDrehungdesGitters 
um den Winkel x, durch welche es, wie offenbar ist, mit sich selbst 
zur Deekung kommen muß. — Für A=1 gibt es nur eine Klasse 
von Formen, als deren Repräsentant die Form x?+, d.h.die d=—1 
entsprechende Form (30), gewählt werden darf. Das zugehörige recht- 
eckige Punktgitter wird in diesem Falle quadratisch. Den hier noch 
auftretenden beiden Lösungen t = 0, u = + & entsprechen die Gitter- 
zahlen +i:&=+i:(X + Yi); setzt man 


X+iY=R(esy +isiny), 


so wird 


+iX + iY) — R(cos (v+5)+isin (+3): 


und man sieht, daß dementsprechend das Punktgitter um den Win- 
kel + . gedreht wird. Augenscheinlich 


kommt das quadratische Gitter bei 
einer solchenDrehung wieder mit sich 
selbst zur Deckung. — Auch für den be- 
sonderen Fall &=2, A=3 gibt es nur eine 
Klasse, welche durch die Form 
22° + 24? + 22° 

repräsentiert werden kann; da sie der der 
Annahme d=— 3 entsprechenden Form (28) 
proportional ist, so ist ihr Parallelgitter aus 
kongruenten Rhomben zusammengesetzt, die 


selbst aus zwei gleichseitigen Dreiecken be- 
stehen, denn man hat (Fig. 14) 





0A=Y2, OM=4.Y2, MC=-V>=Y%, 


über, wenn unter o eine dritte Einheitswurzel ec" 3 verstanden wird, 
also X + Yi= R(cosy + isin y) 
in ; 
T a PL2 
- R(eos (v + =) +:isin (v = z))- 
Sieht man ab von Drehungen um zwei Rechte, so bedeutet diese 


Formel eine Drehung um den Winkel — nach rechts oder nach links, 
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und die Gleichseitigkeit des Dreiecks AOC läßt in der Tat erkennen 
(s. Fig. 14), daß bei solchen Drehungen das Gitter mit sich 
selbst zur Deekung kommt. — Man sieht auch leicht ein, daß 
die hier angeführten Deckungen die einzigen sind, deren die gedach- 
ten Gitter mit sich selbst fähig sind. 

Nunmehr sei D positiv. Den unendlich vielen Transforma- 
tionen der Form (a, b, c) in sich selbst, welche dann vorhanden sind, 
müssen ebenfalls unendlich viele Deckungen ihres Parallel- 
gitters mit sich selbst entsprechen. Hier aber versagt die un- 
mittelbare geometrische Anschauung, indem der Begriff der 
Deckung nicht mehr der bisherige bleibt. Für eine unbestimmte 
Form ist die Lage der Gitterpunkte gegen den Anfangspunkt be- 
kanntlich nicht durch ihren gewöhnlichen, sondern durch ihren 
hyperbolischen Abstand von demselben bestimmt. Demgemäß sind 
bei einer Bewegung des Gitters um den Anfangspunkt die Gitter- 
punkte ein jeder auf der Hyperbel, auf der er sich befindet, bewegt 
zu denken, und wenn es mit sich selbst zur Deckung kommt, werden 
die Gitterpunkte durch andere ersetzt, die nicht die gleiche Ent- 
fernung, sondern nur den gleichen hyperbolischen Abstand vom 
Anfangspunkte haben, wobei die ursprüngliche Gestalt des Gitters 
verzerrt scheint. Aber auch diese Deckungen dürfen als durch Drehung 
bewirkt bezeichnet werden, indem an Stelle der Formeln des vorigen 
Falles ganz analoge treten. Führt man nämlich durch die Gleichung 





1 

(33) THUyD u 

€ 
eine reelle Größe & ein, sowie die hyperbolischen Sinus und Cosinus 

Cıjo = ee Sino= .- 
so ist zunächst = 
T-UYyD : Ah 
= — Cojo + Ein o. 


Wenn dann für einen Gitterpunkt X, Y 
X — Y”’=R: 
gesetzt und die Größe %» durch die Formeln 
X=R:Cjy, Y=R-6Ginv 


5 
n 


oder 
1 X Yy 1 
a op > Yo 


bestimmt wird, so nimmt der Ausdruck 


t+uyVD t+uyD 
Yard jan 5 Sea X+NY), 


Nr. 10. Reduktion der Formen, reduziertes Gitter 161 
in welchen & durch die Transformation (32) übergeht, die Form an: 
+ R(&o| y + Siny)- (Cofo + Sin o)*, 

+ R(&oj (vd + no) + Sin’ + no)) 


was mit 


gleich ist, und die Veränderung des Gitters besteht wesentlich in 
einer Veränderung des jedem Gitterpunkte zugehörigen „hyperbo- 
lischen Winkels dv“ um das n-fache von © und darf dementsprechend 
als eine n-fache Drehung des Gitters um den hyperbolischen Win- 
kel » nach rechts oder nach links hin aufgefaßt werden. — 


10. Was die Reduktion der Formen betrifft, so sind schon im 
ersten Kapitel Methoden gelehrt, um die Bedingungen, welche solche 
Formen charakterisieren, geometrisch zu veranschaulichen. Darum 
soll hier nur kurz noch gezeigt werden, wobei wir uns auf bestimmte 
(positive) Formen beschränken wollen, wie diese Bedingungen 
ım Punktgitter der Formen zum Ausdrucke kommen. 

Nach Lagrange ist die Form (a,b,c) reduziert, wenn die Be- 
dingungen 


2|b <a<ec 
erfüllt sind, und dann sind (s. Kap. 3, Nr. 2) die Zahlen 





a<ze<za—2|bi+c 


die drei kleinsten durch die Form mittels ganzzahliger Werte der 
Unbestimmten darstellbaren Zahlen. Im Gitter dieser Form ent- 
sprechen sie bzw. den Werten 1, 0; 0, 1; und je nachdem 5 > 0 oder 
<0O ist, den Werten —1,1 
oder 1,1 der Unbestimmten; 
a—2|b +c ist demgemäß die 
kleinere der beiden Diago- 
nalen (s. Fig. 15) AC oder 
OB des Elementarparallelo- 
gramms, und die Seiten des 
letzteren sind nicht größer als 
seine Diagonalen. Denkt man 
alsodasPunktgittereiner For- 
menklasse gegeben,indem man 
für irgendeine Form derselben Fig. 15. 

das zugehörige Parallel- 

gitter in der früher angegebenen Weise konstruiert, so wird man 
daraus die Parallelgitter der Reduzierten, welche die Klasse 
enthält, finden, indem man einfach die reduzierten Gestalten 
des Punktgitters ermittelt. 


Bachmann, Zahientheorie IV 2 11 
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Nach Selling hätte man dagegen für jede Klasse ein Tripel von 
Formen zu betrachten: 


(a,b), (bc), (sb,a), 


welche durch die Substitution ( ” ı) zyklisch ineinander übergehen. 


Man denke sich (s. Fig. 16) das Parallelgitter der ersten Form mit 
dem Elementarparallelogramme OAA’B, dessen zweiter Grund- 


punkt 5 die Koordinaten e? ; 
x a 
Ie= hat, worn A=ab—? 
gedacht ist. Durch die Sub- 
stitution bi dh n erhält man 
daraus das Parallelgitter der 
zweiten Form, dessen erster 
Grundpunkt B, der zweite der 
Punkt € mit den Koordinaten 


a V: 


ist; man "e. diesen, wenn 





Fig. 16. 


man OE'= OE und EÜ=BD nimmt, wobei AE-= OD 
a 


gedacht wird. Daher ist O. BB’ C das zweite Elementarparallelogramm, 
und nunmehr muß OUC’A dasjenige der dritten Form sein. Man 
erkennt, daB ÜOA’ eine Gerade und 0OO= O4’ ist, und somit ge- 
langt man, von ÖO ausgehend und die Strecken OA, OB, OC mit 
ihrer Richtung aneinanderlegend: OA, AA’, AO, wieder zum Aus- 
gangspunkte zurück. Soll nun das Tripel dasjenige einer nach Selling 
reduzierten Form sein, so sind £, 9, 5 als nicht positiv vorauszusetzen, 
demnach ist das entsprechende Dreieck 0 AA’ dadurch charakteri- 
siert, daß seine Außenwinkel sämtlich stumpf, das Dreieck selbst also 
ein im gebräuchlichen Sinne „spitzwinkliges“ Dreieck ist. Dieses Drei- 
eck stimmt dann im übrigen mit dem Dreiecke O.AC der vorigen 
Figur überein, sobald man dort unter der Form (a,b, c) diejenige 
der beiden entgegengesetzten Formen versteht, deren mittlerer 
Koeffizient negativ ist, und sie mit (a, £, b) identifiziert; denn nach 
Kap. 3, Nr. 4 bedeuten a,b,c=a-+ 28 + b der Reihe nach die drei 
kleinsten durch die Formen der Klasse darstellbaren Zahlen. 
10a. In der durch die Ungleichungen 


2|b <a<ze 
charakterisierten reduzierten positiven Form (a, b,c) war a die kleinste 
durch diese Form, also auch durch jede andere Form ihrer Klasse 


Nr. 10a. Grenzformen 163 
mittels ganzzahliger Werte x, y darstellbare Zahl und erfüllte die 


Ungleichheit «a< I oder 


affz=72 


YA = ya’ 
worin A = ac — b? den absoluten Wert der Determinante der Form be- 
deutet. Man darf daher sagen: Für jede positive binäre quadratische 
Form f(x, y) mit der Determinante D = — A gibt es zwei nicht zu- 
gleich verschwindende ganze Zahlen x, y, welche ihr ihren kleinsten 
mittels ganzzahliger x, y darstellbaren Wert erteilen; dieser ist zu- 
gleich die kleinste durch die mit der Form f(x, y) äquivalenten 
Formen darstellbare Zahl und soll deshalb das Minimum ihrer 


Klasse heißen. Demnach ist 7 eine obere Schranke für den 


Quotienten zwischen dem Minimum einer Klasse und der 
Quadratwurzelaus dem absolutenWert ihrer Determinante; 
und diese Schranke ist genau, denn offenbar nimmt die spezielle 
Form 


2V 2%: +2y4+ 9), 


welche reduziert und deren Determinante D=—A ist, ıhren für 
ganzzahlige x, y kleinsten Wert an, wenn eine der Größen x, y gleich 


1, die andere gleich 0 wird, und wird alsdann, durch YA geteilt, 
jener Schranke gleich; deshalb werde diese spezielle Form eine 
Grenzform genannt. 

Konstruiert man andererseits das Punktgitter der Form/(z,y), so be- 
deutet f(x, y) das Quadrat der Entfernung des Gitterpunktes x, y vom 
Nullpunkte, der Minimalwert M der Form also dieses Quadrat für den 
zunächst am Nullpunkt gelegenen Gitterpunkt, d. ı. das Quadrat der 
kleinsten Seite des Elementarparallelogramms für das reduzierte 
Parallelgitter. Wenn nun um jeden Gitterpunkt ein Kreis mit dem 


Radius 4YM geschlagen wird, dessen Inhalt also == ist, so bilden 


sich Parallelreihen von Kreisen, die aneinander liegen. Da so auf 
jeden Gitterpunkt, d. h. auf jedes Elementarparallelogramm vom 


Inhalte YA, je ein Kreis kommt, so wird der von den Kreisen über- 


deckte Teil der Ebene sich zu der gesamten von jenen Parallelo- 


grammen erfüllten Ebene verhalten wie 2 : VA und somit < a 


v3 

sein. Die Parallelreihen der Kreise werden sich sämtlich berühren, 

wenn die Seiten jenes Elementarparallelogramms einander gleich wer- 

den. Offenbar entspricht aber auch dem Gitter, welches durch die Mittel- 
Ltr 
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punkte der Kreise bei solcher Lagerung gebildet wird, eine positive re- 
duzierte Form f(x, y) mit gleichen äußeren Koeffizienten, welche den 
Minimalwert der Klasse bezeichnen. Die dichteste derartige 


Lagerung vonKreisen erhältman daher, wenndasVerhältnis 


elgie genannte obere Schranke erreicht, d.h. wenn f(x, y) 


YA 
die obige Grenzform ist; das Verhältnis zwischen dem von den 
Kreisen überdeckten Teile der Ebene und der gesamten Ebene ist 


alsdann ein Maximum und beträgt Eye Da das Elementarparallelo- 


gramm dieser Form aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammen- 
gesetzt ist, so wird bei dieser ausgezeichneten Lagerung der Kreise 
jeder von ihnen, während er sonst nur vier andere berührt, mit je 
sechs Kreisen in Berührung sein. — 


11. Wir wenden uns nun noch zur Lehre von der Komposition 
der quadratischen Formen, welche zuerst Gauß in den Disgu. 
arithm. art. 234 ff. in allgemeinster Weise entwickelt hat. Sie ist dann 
unter einfacheren Voraussetzungen sehr elegant von Dirichlet dar- 
gestellt worden, allgemeiner von Arndt.!) Der Zusammensetzung 
zweier Formen zu einer dritten entspricht aber eine gewisse Zu- 
sammensetzung der zu ihnen gehörigen Gitter zu dem Gitter der 
letzteren Form, und es ist leicht, aus den Gesetzen dieser Gitterzu- 
sammensetzung diejenige der Formenkomposition als eine einfache 
Folgerung herzuleiten. Dies soll im folgenden geschehen. Hierbei 
werden die Formen als solche mit ganzzahligen Koeffizienten voraus- 
gesetzt, und wir wollen uns der Einfachheit wegen auf die Annahme 
beschränken, daß die Formen eigentlich primitiv sein und gleiche 
Determinante haben sollen. 


Seien 
f=ar®+2bay+cy, f=ax?+2bey + cy” 


zwei solche Formen und 


Va ’ = Va, Bi 
. Ya Va 
ui 1) == u 
A A 
" 0 ’ le 2 Ö ’ a 


1) Dirichlet, De formarum binariarum secundi gradus compositione 1851, 
Werke Bd. II, S. 105; vgl. Vorles. üb. Zahlenth., 4. Aufl. 8. 387; Arndt, Auf- 
lösung einer Aufgabe in der Komposition der quadratischen Formen, Jour- 
nal f. Math., Bd. 56, S. 64, vgl. dazu Dirichlets Vorl., 4. Aufl. S. 644. 
Siehe auch Dedekind, Journ. f. Math., Bd. 129, S. 1 und A.Speiser, Fest- 
schrift für H.Weber, Leipzig 1912, 8. 375. 
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die beiden zu ihnen gehörigen, auf dasselbe Koordinatensystem be- 
zogenen Parallelgitter, endlich 


iv b D Hi BR De. D s 
E=aVa+ + Va 9, E-aVar + Ve 
die den letzteren entsprechenden Gitterzahlen. Man bilde alle Produkte 

N Fe b D N FE a‘ b’ . D i 
(34)8.$8 = (zVa + Va} m v2») (« Ve + 7a} 23 Ve). 


welche sämtlichen ganzzahligen x, y, ©’, y’ entsprechen, sowie alle 
Summen solcher Produkte und nenne die Gesamtheit der so ent- 
stehenden Werte &. Diese Operation zu ihrer Bildung heiße die Zu- 
sammensetzung der Gitter @ und @’. Wir stellen uns die 
Frage, ob es eine Form (a, b”, c”) mit derselben Determinante D 
gibt, für welche die Gesamtheit ihrer Gitterzahlen mit der Gesamt- 
heit © identisch ist. 

Soll dies der Fall sein, so muß das Produkt (34), welche ganz- 
zahligen Werte x,y, x’, y' auch haben mögen, gleich einem Werte 
der zu (@’,b",c”) gehörigen Gitterzahl 


" x a7 b” D 
(85) = X:.ya ae 


sein. Den Werten x=1,y=0; X =]1, y =0, welche den beiden 
ersten auf der X- Achse liegenden Grundpunkten der Gitter @, @’ ent- 
sprechen, darf ein ebenfalls auf der X-Achse gelegener Punkt, d.h. 
ein Punkt mit Y=0, zugeordnet werden, und aus (34) und (35) 
folgt dann für einen gewissen Wert u von X 


Yaa’ = Ya” -u, 
d.h. 
(36) | "=. 
Demnach müßte 


(37) (ax +by+yYD) (a +by+yyYD)=u(a X+b’Y+YD.Y) 


werden, woraus für =1l, y=0, y=1, bzw. für =1, yV-=0 
y=1, bw.fürz=(0,y=1,0=0,y =1 durch Vergleichung des 
Irrationalen beiderseits sich die Beziehungen 


a=0, d=0, b+b=0 (mod. u) 


>) 


ergeben; u muß also gemeinsamer Teiler der drei Zahlen 
a, @, b + b’ sein. Da andererseits so jede der Gitterzahlen (35) ent- 
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stehen soll, so müssen jedem ganzzahligen System X, Y auch ganz- 
zahlige x, y, x, y' entsprechen derart, daß der Ausdruck (35) dem 
Produkte (34) oder einer Summe solcher Produkte gleich ist. Setzt 
man insbesondere Y = 1 voraus, so lehrt die Vergleichung des Irra- 
tionalen zu beiden Seiten in (37), daß u ein Ausdruck oder eine 
Summe von Ausdrücken von der Gestalt 


(ax +by)y + (aa +by)y=ary +aayt (b + b)yy, 


mithin durch jeden gemeinsamen Teiler der Zahlen a, a’, b + 5’ teil- 
bar, also ihr größter gemeinsamer Teiler sein muß. Vergleicht 
man dann in (37) neben dem Irrationalen beider Seiten auch das 
Rationale derselben für die oben bezeichneten drei Systeme der 


: h } “ 3 alNra 
Zahlen x, x, y’, y', so ergeben sich einerseits für Y die Werte -, —, 
u’ u 


b b’ . . Je 
_ bzw., andererseits die Kongruenzen 








ee 
u u 
(38) “ b= r -b (mod. a”), 
-|d-+d +2 
wo 
(38a) tt RETTET 
Mi u u u u 


eine ganze Zahl ist. 


Haben wir so Bedingungen gefunden, welche für die Bejahung der 
gestellien Frage notwendig sind, so zeigen wir nun zunächst, daß 
man, nachdem a” der Gleichung (36) gemäß gewählt ist, den weiteren 
Bedingungen (38) durch ganze Zahlen 5” genügen kann. Da u größ- 
ter gemeinsamer Teiler der Zahlen a,a, b+b’ ist, gibt es ganze 
Zahlen «, ß, y, für welche 


39 a En u 2 1 

(89) ar Te run 

ist. Wenn also eine Zahl b” vorhanden ist, für welche die Kongruenzen 
(38) stattfinden, so leistet sie auch der aus ihnen abgeleiteten Kon- 
gruenz 


(40) ven pn HD 


v» (mod. a”) 


Genüge. Umgekehrt erfüllen aber auch die so definierten Zahlen 5b” 
wirklich die gestellten Bedingungen. In der Tat folgen aus (39) zu- 
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nächst die Kongruenzen 


Ben un a a 

ke = 

AN Bl 

(%) Hr u u oo MW 
und folglich aus (40) mit Rücksicht auf (38a) 
GN a b+Db a, , % 
a = (2) ab ++ Mia an= (mod. a”) 


ap Fo (Erd, aa, a, (mod’a” 
r eb +) + z )v „ey =,d (mod. a”), 


endlich 


2 ‚_aa b+b b+b, bb-+D b+» 
er ng 1 v4. - One Es - a 
woraus wegen (39) 
a. nase vr dr Rn © (bb +b°—-bb —D) 


4 “(bb +b— bb —D) 


_bbU’+D aa DR 3 
a re un: Bo 
db +? (mod. a”) 


hervorgeht. Es gibt also eine Zahl a” und eine durch die Kongruenz 
(40) definierte Restklasse (mod. a”), deren Zahlen b” zusammen mit 
a” die geforderten Bedingungen erfüllen. Für diese Zahlen erschließt 
man aber ferner aus den Kongruenzen (38) 


or m= (m il 


| 





u 
a’\2 v9 M (7 ea u _ıaa Pate 
e) .(#"? - D)= (e) BDye= 27 .alei0 
oe 
=, .00 cl = sn a”) 


und folglich, da FR =, PHP ohne gemeinsamen Teiler sind, 


6’? — D=0 (mod. da”), 
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so daß 





eine ganze Zahl und (a”, b’,c”) eine Form mit der Determinante D 
ist, deren Gitterzahlen durch die Formel (35) bestimmt sind. 
Setzt man nun 


u(a" X +’ Y)=adaz +ab'ay + abx’y + (bb + D)yy' 
uY=axy+axy +(b+d)yy, 








si. 
X= uac+ le vd) xy + (=d _ vw) xy 
wm ee 


a a Er 
bo Hr. Ai cl Fr eek 


so werden X, Y den Kongruenzen (38) zufolge für jedes ganzzahlige 
System z,y,x',y' auch ganze Zahlen und erfüllen die Gleichung (37), 
d.h. jedes Produkt &- &°, also auch jede Summe solcher Produkte, 
mithin die ganze Gesamtheit & gehört zu den Gitterzahlen der Form 
(a, b”,c”). Da für solche Werte X, Y die Gleichung (37) bestehen 
bleibt, wenn YD in —YD verwandelt wird, so erhält man durch 
Multiplikation der so entstehenden mit der ursprünglichen Gleichung 
die Beziehung: 


(42) (ax? + 2bay + cy’) (dc? + 2b y +cy?) 
= a "X? +20’ XY+CTY° 


Die Form f” = (a”, b”, c”), welche auf diese Weise durch 
die bilineare Substitution (41) in das Produkt der beiden 
Formen f=(a,b, c), f = (a’,b’, c’) verwandelt wird, heißt aus 
den letzteren zusammengesetzt und wird als ihr Produkt: 

et 
bezeichnet. 
Je zwei Formen (a, b, c), (a’,b’,c’) mit der Determinante D 
lassen sich also zu einer dritten Form (a”, b", c”) mit derselben De- 


terminante zusammensetzen, deren Koeffizienten durch die Be- 
dingungen (36), (38) bestimmt sind. 

Wie gezeigt, gehören alle Zahlen der Gesamtheit © zu den 
Gitterzahlen der Form (a”, b”, c”); aber es fragt sich noch, ob © 
mit der Gesamtheit der letzteren identisch ist. Dies ist 
sicher der Fall, wenn die Zahlen a, a,b +5’ ohne gemein- 
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samen Teiler sind, also u„=1 ist. Denn alsdann ist a’ = a«', 
und in © befinden sich u. a. die Zahlen 


Vaa'=Ya’ 
Ey b’ 4rP_ ab’ er Va. b+yD_ ab+ayD 
a’ Ya Va” 


en Pi Dur Br) VD: 
Ya Va’ Va” 


von denen die drei letzten nach den Kongruenzen (38) bis auf Viel- 
fache von Ya” mit 


a v+yD +. b’+yYD 

















a Ya 7 En Tyar I a 
gleich sind; also sind auch diese drei Zahlen in & enthalten, und da 
dv Pa VD. 





Dem- 


zufolge sind dann aber endlich alle Gitterzahlen (35) Zahlen der Ge- 
samtheit © und diese mit deren Gesamtheit identisch. 

Zwei Formen (a, b, c), (a’, b’, c'‘), für welche a, «, b + b’ ohne ge- 
meinsamen Teiler sind, werden (nach Dedekind) einig genannt. 
Man darf daher das Gefundene in folgendem Satze aussprechen: Durch 
Zusammensetzung der Parallelgitter @, @’ zweier einiger 
Formen (a, b, c), (a', b’, c’) entsteht das Parallelgitter 


a, @,b + b’ ohne gemeinsamen Teiler sind, auch 


der aus ihnen zusammengesetzten Form (a”, b", c”). Ent- 
sprechend der Zusammensetzung der Formen soll daher auch das 
Gitter @” aus G, @’ zusammengesetzt heißen, diese Zusammen- 
setzung wieder als eine Multiplikation angesehen und demgemäß 


G=-4G.G0=G-.G 


geschrieben werden, wobei es offenbar auf die Ordnung der Faktoren 
nicht ankommt. 

12. Sind aber K, K’ zwei Klassen eigentlich primitiver Formen 
mit der Determinante D), so lassen sich stets auf unendlich viele Weisen 
zwei einige Formen f, f’ als ihre Repräsentanten aus ihnen auswäh- 
len. Z. B. folgendermaßen: Bekanntlich sind in jeder Klasse eigent- 
lich primitiver Formen unendlich viele Formen vorhanden, deren erster 
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Koeffizient zu einer beliebig gegebenen Zahl teilerfremd ist. Demnach 
kann man f= (a,b, c) in der Klasse X so gewählt denken, daß a zu 
D, und f= (a, b’, ec‘) in der Klasse K’ so, daß a’ nicht nur zu D, 
sondern auch noch zu a teilerfremd ist. Alsdann sind die drei Zahlen 
a, a,b +5’ gewiß ohne gemeinsamen Teiler, also u=1, fund f’ 
sind also einige Formen, und nunmehr ergeben die Beziehungen (36) 


und (38), daß 


und 


(43) 


a" Se: do 


b"=b(mod.a), b’=b’(mod.«a’) 
(b+b)b”= bb’ + D(mod. aa’) 
ist; die dritte dieser Kongruenzen ist, wie die Identität 
("2 9) 9) ur Z(b + VE DV 
erkennen läßt, zufolge der ersten beiden mit der folgenden: 
b’?= D(mod.aa’) 
gleichbedeutend. Ist nun BD ein Wert von 5b”, welcher diese Be- 
dingungen erfüllt, und setzt man demgemäß 
B—-D=ad-(, 
so sind die Formen f = (a, b, ec), f = (a, b’, ce‘) bzw. äquivalent mit 
(a, B,a0), (a,B,aC), 
und wenn man in voriger Nummer diese Formen an Stelle von f, f 
setzt, so erhält man als die aus ihnen zusammengesetzte Form die 
Form f” = (aa, B,C'), und die Gleichung (42) nimmt die Gestalt an: 
(44) (ax? +2Baxy+ a Cy)(ax?+2Bay +aly?) 
— aa X?+2BXY+CY’, 
während nach (41) die bilineare Substitution, durch welche diese 
Gleichheit bewirkt wird, die folgende ist: 
(45) X = xx — Oyy, Y=axy + asy+ 2Byy. 


Man erkennt hieraus, daß die aus den eigentlich primitiven Formen 
zusammengesetzte Form ebenfalls eigentlich primitiv ist. Denn, da 
f, f solche Formen sind, so sind es auch die ihnen äquivalenten, 
offenbar einigen Formen (a, B, «a C), (a, B,aC); dann können aber 
auch aa, 2B, C keinen gemeinsamen Teiler haben; denn, ginge eine 
Primzahl p in ihnen allen auf, so wäre sie entweder gemeinsamer 
Teiler von a,2.B, C, also auch von a,2B,a’C, oder vona’,2B, C, also 
auch von a’, 2B, aC gegen Voraussetzung. Nun seien 9, p’irgend 
zwei einige Formen aus X und X’, dann bestehen die Gitter der 
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Formen f, p aus denselben Punkten, und korrespondierenden Punkten 
beider Gitter kommen gleiche Gitterzahlen zu‘); demnach ist die Ge- 
samtheit der Gitterzahlen für beide Formen dieselbe, Gleiches gilt 
für die miteinander äquivalenten Formen f’, o'. Deshalb muß die 
nach voriger Nummer aus den Gitterzahlen der Formen f, f’ gebil- 
dete Gesamtheit ©, d. i. die Gesamtheit der Gitterzahlen der Form 
f‘, übereinstimmen mit der entsprechend für die Formen 9, 97 ge- 
bildeten Gesamtheit, d. i. mit der Gesamtheit der Gitterzahlen für die 
aus @, p’ zusammengesetzte Form 9”. Mit anderen Worten: das 
Punktgitter der Form p” ist dasselbe wie das der Form f”, und dem- 
nach gehören beide Formen derselben Klasse an. Man erhält also den 
Satz: 

Wie man auch die einigen Repräsentanten zweier Klassen X, K’ 
eigentlich primitiver Formen mit der Determinante D) auswählt, die 
aus beiden zusammengesetzte Form gehört stets ein und derselben 
Klasse X” eigentlich primitiver Formen mit derselben Determinante 
an, und man darf daher jetzt auch diese Klasse aus jenen beiden 
Klassen zusammengesetzt nennen und dies schreiben wie folgt: 


K=-K-K=-K'-K. 
Und entsprechend darf jetzt das Punktgitter @” der zusammenge- 
setzten Form f” als aus den Punktgittern @, @ der Formen f, f’ 
zusammengesetzt aufgefaßt und bezeichnet werden. 

13. Wird unter f’= (a, b‘, ce‘) die Hauptform «?— Dy? für die 
Determinante D, unter X’ also die Hauptklasse X, verstanden, 
dead=l,b'=0,l=— D Being so ergeben sich die Beziehungen 

a=a, b’=b, b"’=D (mod. a); 
man darf also b” oder B gleich b wählen. Dann wird das Gitter @” 


mit G identisch und die zusammengesetzte Form f” mit f. Man er- 
hält also den Satz: Durch Zusammensetzung des Hauptgitters 


"ee 
EZ 


mit einem beliebigen Gitter @entsteht wieder dieses@Gitter: 
G:6=6:6=G6G, 
und entsprechend durch Zusammensetzung der Hauptklasse 


K, mit einer beliebigen Klasse X derselben Determinante 
wieder diese Klasse: 


RK: K=K-K,-K. 


1) Genauer: proportionale Gitterzahlen, doch darf von dem konstanten Pro- 
portionalitätsfaktor abgesehen werden 
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Insbesondere folgt hieraus, daß das Hauptgitter durch Zusammen- 
setzung mit sich selbst, desgleichen die Hauptklasse durch Zusammen- 
setzung mit sich selbst ungeändert bleibt. 

Wenn dagegen f’= (a, b', c’) die zu f = (a, b, c) entgegengesetzte 
Form, di. =ab=—b, cd = c ist, so ist a größter gemeinsamer 
Teiler der Zahlen a, «, b + b’, mithin u=a, a’=1, und die sonst 
durch die Kongruenzen (38) bestimmte Zahl 5” bleibt beliebig und 
darf daher gleich Null gewählt werden. Demnach wird die Gesamt- 
heit & identisch mit @,. In der Tat liefert jedes Produkt (34) zweier 
Gitterzahlen der entgegengesetzten Formen im Ausdrucke | 


(ax — bay’ — a y) — eyy) + (ey +«y)YD 


eine Gitterzahl des Hauptgitters, und jene Gesamtheit © ist also dem 
letzteren eingelagert; da sieaber, wie unschwer einzusehen, die Grund- 


zahlen 1 und YD des Hauptgitters in sich enthält, so muß sie mit 
diesem identisch sein. Die aus f und f’ zusammengesetzte Form f” 
wird wegen a” =1,b’"=0 zur Hauptform x?— Dy?. Man hat also 
die einander entsprechenden Sätze: Zwei konjugierte, d.h. zu 
entgegengesetzten Formen gehörige Gitter, die mit G, @' 
bezeichnet werden sollen, geben zusammengesetzt das 
Hauptgitter, zwei entgegengesetzte Klassen K, K’! die 
Hauptklasse: 


da NR N Re 


Da nun für ganzzahlige Formen mit gegebener Determinante 
D nur eine endliche Anzahl nicht äquivalenter Klassen, also auch nur 
eine endliche Anzahl zugehöriger Punktgitter vorhanden ist, erkennt 
man aus diesen Sätzen, daß die Gesamtheit dieser Gitter eine Gruppe 
bildet, für welche die Multiplikation der Elemente kommutativ und, 
wie aus der Natur der betrachteten Zusammensetzung von selbst ein- 
leuchtet, auch assoziativ ist. Die Gruppe ist also eine endliche Abel- 
sche Gruppe, und es besteht für sie der bekannte, solchen Gruppen 
eigene Fundamentalsatz: Für jedes Gitter @ gibt es eine kleinste 
Potenz G”, welche mit dem Hauptgitter G, identisch ist, was dadurch 
bezeichnet wird, daß man G@ zum Exponenten h gehörig nennt; und 
ferner gibt es gewisse Fundamentalgitter FT, T,, f,, .. von der Art, 
daß das aus ihnen zusammengesetzte Gitter 


(46) Ks 
jedes der Gitter @ und jedes von ihnen nur einmal liefert, 


wenn die Exponenten Äk, bzw. alle nicht negativen ganzen 
Zahlen bis hin zum Exponenten h,, zu welchem f, gehört 
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durchlaufen. Ganz Entsprechendes gilt daher auch für die Formen- 
klassen von gleicher Determinante. 

14. Bisher haben wir die Parallelgitter der Formen, die wir zu- 
sammensetzten, so gelegt, daß ihre ersten Grundpunkte sämtlich auf 
die X-Achse des Koordinatensystems fielen. F. Klein hat statt dessen 
eine andere, scheinbar geringfügige Anordnung eingeführt, die in 
Wahrheit sehr wesentlich ist und deshalb hier nicht ohne Erwäh- 
nung bleiben soll. 

Aus Nr.7 ist zu entnehmen, daß der Multiplikation der Gitter- 
zahlen & einer Form (a, b, c), deren Determinante D < 0 ist, mit dem 
Faktor o = eP‘ eine Drehung um den Anfangspunkt um den Winkel 
p, und der Multiplikation der Gitterzahl &, wenn D>O ist, mit einem 


Faktor oe =" a zn eine Veränderung des Gitters entspricht, die als 


seine Drehung um den Anfangspunkt um den hyperbolischen Winkel 


p= log - % ar LE yD 
aufgefaßt werden kann. Aus diesem Grunde darf der Faktor o als 
Azimutal- oder Drehfaktor bezeichnet werden. Indem wir nun 
für das Hauptgitter, nämlich für das Parallelgitter der die Klasse X, 
repräsentierenden Hauptform x? — Dy?, die bisherige Lage beibehal- 
ten, also seinen ersten Grundpunkt«=1,y=0 u die Hank 


legen und demgemäß seine Gitterzahlen durch ,=&+yYVD aus- 
drücken, wollen wir für die Repräsentanten (a, b, c) der übrigen 
Klassen als deren Gitterzahlen nicht mehr die Ausdrücke &, sondern 
o& einführen, d.h. die Parallelgitter dieser Formen gegen das Haupt- 
gitter in der Weise orientieren, wie die Drehfaktoren o es angeben. 
Damit aber das Produkt der konjugierten Linearfaktoren nach wie 
vor die Form a2? + 2bxy + cy? ergibt, muß dann statt 7 der Aus- 
druck e=!:7 gesetzt werden. Erinnern wir uns weiter, daß konju- 
gierte Gitter, d. i. die Parallelgitter zweier entgegengesetzter Formen, 
gegen die X-Achse spiegelbildlich lagen. Soll dieses Verhältnis durch 
die anderweitige Orientierung der Gitter nicht aufgehoben werden, so 
muß offenbar das Parallelgitter der entgegengesetzten Form (a, —b, c) 
um ebenso weit, aber nach der anderen Seite, gedreht werden, wie das 
der Form (a,b, c); wird also 


evardige ne 


mit e multipliziert, so muß die Gitterzahl 


= 2Va-.,: v+y.V2 
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der entgegengesetzten Form mit e=' multipliziert werden. Endlich 
bemerke man, daß durch Orientierung des Parallelgitters einer 
Form zugleich diejenige des Punktgitters ihrer Klasse bestimmt 
ist, daß letztere jedoch die gleiche bleibt, wenn statt des so orien- 
tierten Parallelgitters irgendeine seiner Deckungen mit sich selbst 
gesetzt wird. 

Nach diesen Bemerkungen und Bestimmungen ist sehr leicht zu 
übersehen, daß die beiden ersten Sätze der vorigen Nummer auch für 
beliebig orientierte Punktgitter von Formenklassen in Geltung bleiben. 
Im übrigen aber ist die Orientierung der Gitter, wenn die Gesetze 
ihrer Zusammensetzung bestehen bleiben sollen, nicht willkürlich. 
Werden nämlich die Gitterzahlen &, & zweier Formen durch o&, 0°& 
ersetzt, so gehen die früher mit &” bezeichneten Gitterzahlen des zu- 
sammengesetzten Gitters in 00°: &’ über. Bezeichnet man daher 
mit go, den Drehfaktor des Fundamentalgitters T,, so erhalten seine 
Gitterzahlen 8, durch Zusammensetzung des Gitters zur Potenz F/* den 
Faktor og". Soll dieses letztere Punktgitter aber mit @, identisch sein, 
so muß der bezeichnete Faktor mit einem der Faktoren übereinstim- 
men, durch welche das Hauptgitter mit sich selbst zur Deckung ge- 
bracht wird. Für den Fall einer negativen Determinante D gibt dies, 
unter » eine ganze Zahl verstanden, die Beziehung 

o- = Ye il 


NnTTi 


d.h.oe,=e”: ; für den Fall eines positiven D aber 


ER new 
NG 758 ’ 


d.i. g,=e”, wo o@ durch die Fundamentalauflösung 7, U der Peil- 
schen Gleichung nach Formel (33) bestimmt ist. Sind nun in solcher 
Weise die Orientierungen der Fundamentalgitter festgelegt, so werden 
die Gesetze der Zusammensetzung auch für die orientierten Punkt- 
gitter in voller Geltung bleiben, wenn anders man für das durch die 
Formel (46) definierte Gitter @ die Zahl o*- g,%- 0,5%... als Dreh- 
faktor festsetzt. In der Tat, ist G@’ ein zweites Punktgitter 


mit dem Drehfaktor o*- 0," - 0," ..., so erhält das aus @ und @ 
zusammengesetzte Punktgitter 

Gm; AB. hin. 
den ihm zukommenden Drehfaktor o*+* . gt". 9,%t%..., d.h. die 
riehtige Orientierung. 


Die Gesamtheit der so übereinandergelagerten, richtig 
orientierten Punktgitter für Formen mit der Determinante 
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D heißt nach Klein die Normalfigur für dieselben. Sie bildet 
ihm die Grundlage für die Theorie des quadratischen Zahlenkörpers, 
wie er sie in seinen zahlentheoretischen Vorlesungen, auf welche der 
Leser hiermit verwiesen sei, ausführlich entwickelt hat. 


Sechstes Kapitel. 
Raumgitter und positive ternäre quadratische Formen. 


1. Wir wenden uns nun zur Betrachtung der ternären quadratischen 
Formen. 

Wie man die Mannigfaltigkeiten aller Werte einer oder zweier 
reeller Veränderlichen geometrisch durch die Punkte einer Geraden 
bzw. einer Ebene darstellen kann, so läßt sich diejenige von drei 
reellen Veränderlichen durch die Punkte des Raumes veranschaulichen. 
Man wähle drei beliebige durch einen Punkt O0 gehende Achsen, 
welche eine Ecke bilden, und trage auf jeder von ihnen nach beiden 
Seiten von O hin lauter gleiche Strecken bzw. von der Größe a,b, c 
ab. Nimmt man sie als Vektoren, so kommt jedem Punkte des 
Raumes ein Vektor 
(1) p=ar+by+ cz 
zu, und sie werden so sämtlich erhalten, wenn man z,y,2 alle reellen 
Werte durchlaufen läßt. Legt man aber durch die Endpunkte der 
auf jeder der Achsen bezeichneten Strecken Ebenen, welche der Ebene 
je der beiden anderen Achsen parallel sind, so zerlegt man den ganzen 
Raum in lauter kongruente Parallelepipede mit den Kanten a, b, c, 
und ihre Eckpunkte, welche durch die den ganzzahligen Werten von 
%, y, 2 entsprechenden Vektoren bestimmt sind, bilden die Gitter- 
punkte eines Raumgitters. Die Formel (1) definiert also für 
alle ganzzahligen x, y, z ein Raumgitter. 

Indem man die Grundpunkte desselben, d.h. die Punkte mit 
den Vektoren a, b, c, auf irgendein durch O gehendes Koordinaten- 
system &, n, & bezieht, seien «, &,, &, ß, Pı, Ba; P> Yı, Y, bzw. ihre 
Koordinaten. Dann werden die Koordinaten des Punktes mit dem 


Vektor p 
(2) E=-ax+ßy+rz, n=mz+tßytrE >04 PßYy-+ Y32 


sein, wobei der Modul 


BUN. 
A=icu, PP 7 
G PB Ya 


von Null verschieden ist und, wenn die Koordinaten &, n, & der Ein- 
fachheit wegen als rechtwinklig gedacht werden, in seinem absoluten 
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Werte den Inhalt des Grundparallelepipeds bestimmt. Diese For- 
melnergeben, wenn x,y,2 ganzzahlig sind, dieGitterpunkte 
des Raumgitters und stellen seine analytische Definition 
vor. 


Nun sei DEE hy 
(3) Da „Y+rZ 
2=BpAÄ+,Y+nZ 


eine lineare Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten und einem 
von Null verschiedenen Modul M. Durch Substitution dieser Aus- 
drücke in (2) gehen Gleichungen hervor von der Gestalt 


rat TR 
(4) bag 

=, X+tmY+nZ, 
in welchen die Koeffizienten durch die Formeln 


A=pe +y BP +mr, umge +tq,ß+tgr, v=ra+tr,ßtrY 
(3) ,=ra+Pp ftp r, ea th tr, v1 Sratr Bit rer, 
Aa=P0stPı Pat P3Y2, Ug>=gQ%ztQ Bat ggYa, Y—rastr, Bet reYe 
bestimmt sind; wir fassen sie analog der Multiplikationsformel für 
Determinanten ın die eine Formel 
kl, üb, v ARBR ER 2 UE DE RR > 
(6) 1, 8, u =, Pr Yı Po I Pi 


Ag, Hg, Yg Gy, Ba, Ya | Pe, Ir Pa 





zusammen, der entsprechend sich die Gleichung 


IA, u, v 


| 


(7) | Ay, Bu, 9 
Ag, Mar Pa | 


herausstellt. Offenbar definieren die Gleichungen (4), wenn darin 
X, Y, Z alle ganzen Zahlen durchlaufen, ein neues Raumgitter. Da 
aber ganzzahligen X, Y, Z vermittels (3) auch ganzzahlige x, y, 2 
entsprechen, für welche die durch (4) bestimmten &, n, & den durch 
(2) bestimmten gleich sind, so sind alle Gitterpunkte des neuen Git- 
ters auch solche des ursprünglichen, d.h. also jenes ist diesem letzteren 
eingelagert. Man erhält aber auch jedes dem ursprünglichen 
eingelagerte Gitter, wenn man die lineare ganzzahlige Substitution 
(3) auf alle möglichen Weisen so wählt, daß ihr Modul M nicht ver- 


ROM 
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schwindet. Denn, da die Grundpunkte eines solchen zugleich auch 
Punkte des ursprünglichen Gitters sind, so bestehen für ihre Koordi- 
naten A, A,, Ag; U, U, Ms; v, v,, vg Gleichungen von der Form (5) 
mit ganzzahligen Werten p,9,, 23; 9, QJı: 98} *, Yı, 73, bzw., und ihnen 
zufolge gehen die Gleichungen (4) für das neue Gitter aus den Glei- 
chungen (2) des ursprünglichen durch die Substitution (3) hervor, 
deren Modul nicht verschwinden kann, da sonst der Formel (7) ge- 


mäß die Determinante ee 
B) , 


| | 
Ai, v, 0 
| I 
| Ag, Ua, dz | 


wäre, während sie doch absolut genommen den Inhalt des neuen 
Grundparallelepipeds ausmacht. 

Entsprechen nun vermittels der Gleichungen (3) auch umgekehrt 
ganzzahligen «x, y, z stets ganzzahlige X, Y, Z, was bekanntlich dann 
und nur dann geschieht, wenn M = + 1 ist, so wird jeder Punkt des 
ursprünglichen Gitters auch ein Gitterpunkt des neuen sein; beide Gitter 
werden sich also decken, nämlich die beiden Parallelgitter (2) und 
(4) nur ein und dasselbe Punktgitter in verschiedener Einteilung 
repräsentieren. Der geometrische Ausdruck dieses Umstandes ist mit- 
hin die Inhaltsgleichheit der Grundparallelepipede beider Gitter oder 
die Gleichung ae | | 0, By] 

A, di, vı Aal &, Pr fı > 
IA, vl Ion, Ba, pr | 


und man erhält alle Darstellungen des Punktgitters als ein Parallel- 
gitter, wenn man auf die eine Darstellung (2) desselben sämtliche 
ganzzahlige Substitutionen (3), deren Modul + 1 ist, zur Anwendung 
bringt. 

2. Da das Grundparallelepiped @ des eingelagerten Gitters das 
IM | fache des Grundparallelepipeds 9 des ursprünglichen Gitters ist, 
beide Gitter aber den Raum in kongruente Teile dieser Art zerlegen, 
so darf man schließen, daß auf | M | Parallelepipede g nur je ein @, 
oder daß auf je |M| Gitterpunkte des ursprünglichen Gitters ein 
Gitterpunkt des eingelagerten komme, d.h. daß |M die Anzahl der 
Gitterpunkte des ersteren bezeichne, welche auf ein Parallelepiped des 
zweiten entfallen. Dieser Schluß, analog einem für ebene Gitter schon 
im vorigen Kapitel ausgesprochenen, läßt sich durch eine Betrach- 
tung, die ähnlich auch für jenen gelten würde, völlig streng begrün- 
den, wie folgt. 

Der Einfachheit wegen denke man sich dabei das ursprüngliche 
Gitter (2) als ein rechtwinkliges, also g=a-b-c. Um seinen An- 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 12 
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fangspunkt als Mittelpunkt beschreibe man einen Würfel, dessen Ecken 
den Werten +2, +2, +3 von x, y, 2 entsprechen, wo 2 eine 
noch näher anzugebende ganze Zahl bedeutet. Dann gehören diesem 
Würfel vom Inhalt 89: 2° genau (28 + 1)? Gitterpunkte des ge- 
dachten Gitters an. Nun betrachte man jeden Gitterpunkt X, Y, Z 
des zweiten Gitters (4), der in oder auf jenen Würfel fällt, und lege 
um ihn als Mittelpunkt ein dem Grundparallelepipede G kongruentes, 
durch eine Parallelverschiebung daraus hervorgehendes Parallelepiped. 
Ist d eine ganze Zahl, welche die größte Ausdehnung desselben in 
der Richtung der Achsen des ursprünglichen Gitters übertrifft, und 
denkt man nunmehr die ganze Zahl & größer als d, so ist klar, daß 
der aus allen solchen Parallelepipeden von der Größe @ gebildete 
Körper ganz in dem Würfel, dessen Ecken den Werten + (Q + d), 
++, +2 + g) von x, y, 2 entsprechen, enthalten ist, anderer- 
seits den Würfel mit den den Werten + (2 — d), + (8 —d), + (2—d) 
von z, Y, 2 entsprechenden Ecken in sich enthalten wird. Demnach 
Anden sich für sein Volumen Y die Ungleichheiten 


8g9(2 — d)' a V<8g8 + d)°. 


h Vv 
Ferner aber wird er aus ; = 2 nn - Parallelepipeden von der ange- 


gebenen Art zusammengesetzt sein. Wenn daher N die Anzahl der 
Gitterpunkte des ursprünglichen Gitters bezeichnet, die in ein solches 
Parallelepiped oder in das Grundparallelepiped @ fallen, so ist 

” 

En g)M| 
Heänden sich sämtlich unter denen, welche dem größeren der beiden 
Würfel angehören, und begreifen andererseits alle die unter sich, 
welche dem kleineren derselben zugehörig sind. Somit erhält man 
die neuen Ungleichheiten: 


2A 24 Zr  NZ@R+ 24 N}, 


- N die gesamte Anzahl derselben in jenem Körper; diese aber 


aus deren Verknüpfung mit den en sich weiter 


@a—2d+1? - N RR + 2441) 


sara <m s@ a) 








und, da man hierin & über jede Grenze hinaus wachsen lassen darf, 
die Gleichheit N — | M]| ergibt. 

3. Ähnlich wie in Nr. 2 des vorigen Kapitels läßt sich nun unter 
allen dem räumlichen Punktgitter (2) eigenen Parallelgittern eins 
auszeichnen, das zu dem eingelagerten Gitter (4) in besonderer Be- 
ziehung steht und deshalb das ihm angepaßte Raumgitter heißen 
soll. Es seien W,B,€ die Grundpunkte des eingelagerten Gitters. Ist 
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X nicht schon der an O nächstgelegene Gitterpunkt von (2) auf der 
Richtung OW, so sei es der Punkt a; die sämtlichen auf der nämlichen 
Geraden liegenden Gitterpunkte von (2), zu denen X selbst-gehört, 
folgen einander in dem konstanten Abstande Oa. Offenbar bilden 
ferner die in der Ebene AOB gelegenen Gitterpunkte von (2) ein 
ebenes Gitter, und es muß eine zunächst an OX gelegene Parallele 
geben, auf welcher eine in denselben Intervallen aufeinanderfolgende 
Reihe von Gitterpunkten befindlich ist; es sei dies die Gerade BB’ und 
bb’ dasjenige bestimmte der Intervalle, das von der Achse OB ge- 
schnitten wird. Nun muß ersichtlich im Gitter (2) eine der Ebene 
AOD zunächst gelegene Parallelebene vorhanden sein, in welcher sich 
ein mit dem eben gedachten ebenen Gitter kongruentes Gitter findet, 
und unter den Parallelogrammen desselben ein ganz bestimmtes, 
welches von der Achse O& durchschnitten wird; es sei cc'c”c”” dieses 
Parallelogramm. Dann enthält das Parallelepiped mit den Kanten 
Oa, Ob, Oc in sich keinen Gitterpunkt des Gitters (2) und stellt da- 
her ein Grundparallelepiped für ein dem letzteren eigenes Parallel- 
gitter vor. Zwischen den Gitterpunkten x’, y’, 2’ dieses neuen Gitters 
und den Gitterpunkten x, y, 2 des ursprünglichen bestehen dann Glei- 
chungen von der Form 


z=lae+tmy+nz, Y-lctımy+tne Z=1LhxH+ my + 2 


mit ganzzahligen Koeffizienten und einem Modul + 1; andererseits 
hängt das dem Raumgitter eingelagerte Gitter mit dem neuen durch 
Gleichungen zusammen, welche den Gleichungen (3) entsprechen und 


«= LX+MY+NZ 
(8) y-=LX+MY+NZ 
BE RU SEEENNZ 


sein mögen. Durch Verbindung dieser Gleichungen mit den Glei- 
chungen (3) findet sich zunächst zwischen den ihnen zugehörigen 
Koeffizienten die (6) entsprechende Beziehung 


ERONENEN. lan. mgir 
(9) L, M, N =, m, m |P, 9 fı- 
L,, M,, N; n Mg, Ng | Pa, 4a, Ya 
Ferner aber entsprechen dem Punkte X die Werte X=1, Y=Z=0, 
d. ı., da die x’-Achse mit der X-Achse zusammenfällt, die Werte 
«=L>0,y=1L=0,’7=L-=0(0; für den Punkt, in welchem 
die Gerade OB die Parallele BB’ schneidet, gelten die Bestimmungen 
y=1, X=Z=0, während Y>0 ist; dementsprechend werden 
X =MY, 1- MY, O-M,Y, also M,>0, 0S7-7< 1, 
12" 
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M,= 0; endlich hat man für den Punkt, in welchem das Parallelo- 
gramm cc’c”c” durch die Gerade O& geschnitten wird, /=1, 
Xu Y=0, a und daraus Den = NZ, yY=NZlenNZz 


Ay EU Se mi 0=y -<1. Hiernach nehmen dis 
Gleichungen 8) folgende EIERN an: 

K% —-= LX+MY+NZ 
(10) 1’pes M,Y+NZ 

= N,Z, 


wobei die in der Diagonale stehenden Koeffizienten posi- 
tiv, die vertikal über ihnen stehenden Koeffizienten aber 
nicht negativ und bzw. kleiner als jene sind. Es gibt also 
ein dem räumlichen Punktgitter eigenes Parallelgitter, 
aus welchem das jenem eingelagerte Gitter durch eine Sub- 
stitution von der besonderen Art (10) hervorgeht, und dieses 
nennen wir das dem eingelagerten Gitter angepaßte Raum- 
gitter. 

Oder es besteht — unabhängig von der geometrischen Bedeutung 
dieser Betrachtung — der Satz: Jede Substitution (3) kann durch 
Zusammensetzung miteiner ganzzahligen Substitutionvom 
Modul-+ lineine Suhetitaiten der besonderen Art (10) ver- 
wandelt werden. 

4. Indem wir jetzt von jeder Beziehung des Punktgitters zu einem 
gegebenen ihm eingelagerten Gitter absehen, wollen wir wieder ein 
besonderes unter seinen Parallelgittern auszeichnen, das wir ein 
reduziertes Gitter heißen. Wir wählen irgendeinen der Gitter- 
punkte zum Anfangspunkte 
OÖ und suchen nun die zu- 
nächst an O liegenden Gitter- 
punkte auf; ihrer gibt es 
mindestens zwei nach ent- 
gegengesetzten Richtungen 
von O aus gleich weit ent- 
- — fernte Punkte — sie mögen 
als Gegenpunkte bezeich- 
net werden —, es kann aber 
auch mehrere Paare solcher 
Punkte geben, und wir wäh- 
len nach Belieben einen von diesen aus und bezeichnen ihn mit A 
(Fig. 17). Alle in der Geraden OA liegenden Punkte des Gitters bilden 
eine Reihe in dem konstanten Abstande OA aufeinanderfolgender Gitter- 
punkte. Nun suche man unter den außerhalb der Geraden OA lie- 
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genden Gitterpunkten einen derjenigen aus, welche O am nächsten 
liegen; solcher Punkte gibt es mindestens ein Paar von Gegenpunk- 
ten, und es sei etwa in einem derselben .B derjenige Punkt, für wel- 
chen der Winkel zwischen den Richtungen OA, OB kein stumpfer 
ist; hierbei ist gewiß OBS 0A. Offenbar bilden jetzt die in der 
Ebene AOB liegenden Punkte des Gitters ein ebenes Gitter, für 
welches das aus den Seiten OA, O.B gebildete Parallelogramm OAMB 
ein Grundparallelogramm ist; die Diagonalen des letzteren sind 
nicht kleiner als seine Seiten. Für die Diagonale OM folgt dies aus 
dem stumpfen Winkel bei A, dem sie gegenüberliegt, für die Diago- 
nale AB aber aus ihrer Gleichheit mit der von O nach dem Gitter- 
punkte N gezogenen Strecke, die nach der Wahl von B nicht kleiner 
als OB, also auch nicht kleiner als OA sein kann. Wird nunmehr 
unter allen in einer der beiden nächsten Parallelebenen zur Ebene 
OAB liegenden Punkten des Gitters einer derjenigen, welche O am 
nächsten liegen, wie es solcher Punkte mindestens ein Paar von Gegen- 
punkten geben muß, wit Ü bezeichnet, wobei OO SS OBS OA sein 
wird, so muß das aus den Kanten OA, OB, OC gebildete Parallel- 
epiped ein Grundparallelepiped des Raumgitters sein, und 
ihm kommt die Eigenschaft zu, daß seine Diagonalen nicht 
kleiner als seine Kanten und die Diagonalen seiner Flächen 
nicht kleiner als deren Seiten sind. In der Tat ist dies für die 
untere Fläche OAMB schon festgestellt, gilt also auch für die 
parallele Fläche OPQR. Daß die anderen der genannten Diagonalen 
aber nicht kleiner als OC und a fortiori also nicht kleiner als OB, 
OA sind, ersieht man daraus, daß sie offenbar parallel und gleich 
sind bezüglich mit den Strecken, die von O aus nach den, den Punkt 
C in der oberen Fläche umgebenden acht Gitterpunkten gezogen sind, 
die nach der Wahl von CÜ nicht kleiner als OC sein können. 

Ein Parallelgitter mit einem Grundparallelepiped von 
der bewiesenen Eigenschaft soll ein reduziertes Gitter ge- 
nannt werden. 

Wir konstruierten ein solches für das gegebene Raumgitter, indem 
wir der Reihe nach drei nicht in einer Ebene liegende Gitterpunkte 
A, B, © mit kleinsten Abständen OA, OB, OC von O aufsuchten, 
welche die Kanten des Grundparallelepipeds bildeten. Es soll nun 
umgekehrt gezeigt werden, daß in jedem reduzierten, einem 
räumlichen Punktgitter eigenen Parallelgitter die Kanten 
seines Grundparallelepipeds aufeinanderfolgende Minima 
für die Abstände aller Gitterpunkte vom Anfangspunkte 
sein müssen, und zwar in dem Sinne, daß OA der kleinste Ab- 
stand für alle, OB der kleinste für die außerhalb der Geraden 0A 
gelegenen, endlich OC der kleinste für die nicht in der Ebene AOB 
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liegenden Punkte des Gitters ist. Stelle Fig. 17 das Grundparallel- 
epiped eines reduzierten Gitters mit 0OA<OB< OCvor. Da offen- 
bar die in der Ebene der unteren Grundfläche liegenden Gitterpunkte 
ein ebenes Gitter mit dem Grundparallelogramm OAMPB bilden und 
die Diagonalen desselben nicht kleiner sind als seine Seiten, so ist 
dieses Gitter nach Nr. 3 des vorigen Kapitels ein reduziertes ebenes 
Gitter, mithin ist OA der kleinste Abstand aller Punkte und OB>04A 
der kleinste für die außerhalb der Geraden OA gelegenen Punkte 
dieses Gitters von O. Nach Voraussetzung ist OC nicht kleiner als 
diese zwei. Da aber in dem reduzierten Raumgitter der Abstand der 
den Punkt © im Gitter der oberen Grundfläche umgebenden acht 
Gitterpunkte von O mindestens gleich OC ist, so wird auch der Fuß- 
punkt 8 des von O auf diese Fläche gefällten Perpendikeis von jenen 
Punkten mindestens so weit entfernt sein, wie von Ü und daher 
(Nr.4 des vor. Kap.) dem Sechseck der Punkte angehören, für welche 
in jenem (Gitter (Ü' der nächste Gitterpunkt ist. Demnach stehen alle 
Gitterpunkte in dieser ersten Parallelebene zur unteren Grundfläche 
mindestens so weit von S,also auch von O,ab alsC. Dies gilt um so mehr 
von allen Gitterpunkten aller übrigen Parallelebenen, d.h. von allen 
Gitterpunkten des gesamten Raumgitters außerhalb der Ebene AOB. 
Ist nämlich A der Abstand OS der ersten Parallelebene und o der 
Radius des jenem Sechseck umschriebenen Kreises, so hat man offenbar 


nr AT 


während (s. Nr. 4 des vorig. Kap.) 9 <+05°?<+00? ist; also ist 
h"Z 300°? und schon die zweite Da nahen allen darin vor- 
handenen Gitterpunkten um weiter als OC:Y2 von O entfernt. Da 
aber endlich jede Parallele des Raumgitters zur Geraden OA, welche 
nicht zum Gitter in AOB gehört, einer jener Parallelebenen ange- 
hören muß, so zeigt sich OB auch als kleinster Abstand für alle 
außerhalb OA liegenden Punkte des Raumgitters, und somit ist die 
ausgesprochene Behauptung völlig erwiesen. 

Daraus geht aber weiter hervor, daß, wie.man auch das Raumgitter 
in Grundparallelepipede der reduzierten Art zerlege, die Kanten des 
letzteren, als lediglich durch das Gitter selbst bestimmt, ihrer Größe 
nach immer dieselben sein müssen. Auch kann es mehrere, wesent- 
lich verschiedene reduzierte Darstellungen .des Gitters offenbar nur 
geben, wenn zwei oder drei der Minima 0A, OB, 00 einander gleich 
sind, weil nur dann die Wahl der Punkte A, B, C unter verschie- 
denen Paaren von Gegenpunkten möglich ist. Dagegen gibt es nur 
eine einzige Darstellung des Gitters als reduziertes Parallelgitter, wenn 
die drei Minima voneinander verschieden sind. FR: 

5. Nunmehr soll gezeigt werden, wie jedem Raumgitter 
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eine positive ternäre quadratische Form zugeordnet wer- 
den kann.!) Dazu verstehen wir, wie gewöhnlich, unter dem Pro- 
dukte zweier Vektoren 


pD=ar+by+ızr, V=ar+by + cz 


das Produkt pp’cos® aus ihren Längen », p’ und dem Kosinus des 
eingeschlossenen Winkels », oder den Ausdruck 


(11) p-P=sötnn +5, 


worin &,n,&; &, m‘, & die Koordinaten ihrer Endpunkte bezeichnen. 
Dementsprechend findet man die Formeln 


aa= a + at? 
-b ß? mi ß,? 7 ß;* 
A 
ct=ßr +Pırı + Para 
va=yatyıaı Ft Y3% 
a. b=aß+@Pß, + ße. 

Werden diese Ausdrücke der Reihe nach durch a, b, c, 
a«,b,c' bezeichnet, so ergibt sich jetzt aus (11) und den Ausdrücken 
(2) für &, n, &, sowie den entsprechenden für &', 7‘, & die Gleichung 
p-V=arı +byy + cz + alyz + Ye) +b'(i + Fr) +clay+ y), 
d. i., wenn 


(13) fi, y, 2) =aa® +by? +ca? + 2a yz + 2bzx + 2cay 


N 


(12) 


gesetzt wird, 





ö ’ ‚ 1.0f(®,Y.2) ‚aeg,‘ 2 1 Of, y, 2) 
(14) vr. p=r:. BE A +yY: ERBE FFATEG T& r ‚F 
1 ofl&’,y.,2) ı of(&, y,z‘) ER fa yse) 
Lu 2 s dm u + Y 4 2 N ’ + 2 D) d 3’ 


Insbesondere also ist 
(15) Pp-p=flm y 2). 
Da andererseits nach (11) 
p-p=&172+ 28 


das Quadrat des Abstandes des Punktes &, 7, & vom Anfangspunkte 
bedeutet, so stellt auch die ternäre quadratische Form f(z,y, 2) 


1) Vgl. hierzu Gauß' Werke, Bd. II, S. 305, sowie Selling, Journal f, 
Math., Bd. 77, 8. 164. 
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das Quadrat dieses Abstandes dar; es bedeutet also Yf(z,y,2), unter 
x,y,2 ganze Zahlen verstanden, den Abstand des Gitter- 
punktes x, y,2z vom Nullpunkte des Gitters. Mit Beachtung 
der Ausdrücke (12), denen die Koeffizienten der Form f(x, y, 2) gleich 
sind, erhält man für ihre Determinante D die Beziehung 








| d, c, b| a, ß, Y F 
(16) D z c, b, a IT 0, ßı; Yı = A? 
b,, a, eı 0, Ps, Ya ı 





demnach ist D>0O und YD gleich dem Inhalte des Elemen- 
tarparallelepipeds des Gitters. 


Wir bezeichnen mit / = (7 NY 


A, B', (04 

UNE 

= [4 ; ) , setzen also 
0 DRC 


) die Adjungierte zur Form 


” B =be — a”, B=ca-bY, C=ab—c” 
u A=b’cC—aad, B=ca—bb, O=ab—.cc. 
Hiernach leitet man aus der Bedeutung der kleinen Buchstaben 
für die großen nachstehende Ausdrücke ab, in denen A, B,T,A',... 
die zu a, ß, y, «',... adjungierten Unterdeterminanten der Determi- 
nante A bedeuten: 
N: 17 A+A?+A%, B=B?+B’+B?, (C=T+T?’+T, 
ee) A=BT+Bf,+B,f,, B=FA+T A +T,A,, CO =AB-+A,B,+A,B, 


Ihnen zufolge bestehen ferner die folgenden Beziehungen: 


A«a+Oß+Dy=A A, Au, +0B, +By,=A:A 
Ag+0ß+Bpy=A-A, 

B 

B 





® Ca+BBß+Ay=A-B, (0a,+ Dpß+Ay,=A: 
> Oa+ BR+Am=A: 
Ba+APß+Cyr=AT, Da,+4APp,+0(y =A-T 

Ba,+ABR+Cy =ArT,. 

Diese Ausdrücke sind aber die Koordinaten der Endpunkte dreier 

neuer Vektoren, welche durch die Formeln 

AV= Aa+U’b+ Pr 

B=la+Bb +A'T 

C=b’a+Ab+CÜc 


(20) 
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bestimmt sind, und demzufolge findet man 
YU-A=A/AM+HA?+AN)=D-A 
885 = A?(B?+B’+BN)=-D:B 
L.C=- A’ +T?+9)=D-C 
B:-C=A’BE+BT,+Bf,)=D:-4 
E:-A=A’TA+TA+RA)=D:B 
YU-B= APM(AB+A,B,+A,B)=D-0". 
Die Vektoren X, 8, & stehen also zu der mit D multiplizierten 


Adjungierten F' in derselben Beziehung wie die Vektoren a, b,c zur 
Form f. Bildet man daher aus ihnen ein Raumgitter, so bedeutet 
VD: F(z, y, z) den Abstand des Gitterpunktes x, y, z dieses Gitters 
vom Nullpunkte desselben. Da die Koeffizienten a, b, c der Form f 
und die Koeffizienten A, B, C der Adjungierten, endlich auch D po- 
sitiv sind, so ist die Form f (8. die erste Abteilung dieses Werkes 
S.12), welche durch diese Betrachtung dem Raumgitter zugeordnet ist, 
eine positive. 

6. Es bieten sich hier einige einfache geometrische Be- 
ziehungen dar, welche zuerst Gauß (a. a. O.) als Grundlage von 
Anwendungen, die die Theorie der ternären quadratischen Formen 
auf die Krystallographie gestattet, angezeigt hat, und die interessant 
genug sind, um von uns nicht übergangen zu werden. Sie knüpfen 
an die Betrachtung des Tetraeders Oabc an. 

Es sei 


(22) HE +untvi=o 


die Gleichung einer Ebene. Den Formeln (2) zufolge ist sie gleich- 
bedeutend mit der Gleichung 


(23) L<+My+Nz=o, 
wenn zur Abkürzung 


(24) L=Aa+tug+va, M-iß+uß,+vß, N=Aytuytvy 


gesetzt wird. Soll nun (22) die Ebene Obc sein, so folgt zunächst, 
da sie durch den Nullpunkt geht, oe = 0, sodann aber 


Btußb tv —0, Aytayı vn —0; 
die Elimination von A, u, v aus diesen und der Gleichung 
AE+tuntvi=0 
ergibt also für die Seitenfläche Obc die Gleichung 
(25) AE+An+A&=0 ode 2=0, 


(21) 
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ebenso folgt für die Fläche Oca die Gleichung 


(26) BE+B,n+B$=0 ode y=O, 
für die Fläche Oab die Gleichung 
(27) TEHrln+t,5=0 oder z=0. 


Da nun hiernach einerseits A, A,, A, den Kosinus der Winkel, welche 
die Normale der ersten dieser Flächen, andererseits wegen (1%) den 
Kosinus der Winkel, welche der Vektor X mit den Koordinatenachsen 
bildet, proportional sind, und da Entsprechendes für die beiden an- 
deren Flächen und die Vektoren ®, € gilt, so erkennt man, daß die 
Vektoren X,8,& senkrecht sind bzw. zu den Seitenflächen 
Obc, Oca, Oab, undausgleichem Grunde allgemeiner, daß der Vektor 


= AX+BY+6CZ 


zur Ebene 
(AX+BY+TZJE+ (A XÄ+B,Y +, Z)n + (A,X+B,Y+T,Z)E=0, 
d.ıi. zur Ebene X + Wr Z- 


senkrecht steht. Bemerkt man also, daß aus (20) zufolge der Be- 
ziehungen zwischen den Elementen der Determinante D und ihren 
Unterdeterminanten die Gleichungen 


Da=4a +Be+E&b, 
Db=Uc +Bb + Ca, 
De = Ab + Ba’ +6Gec 


hervorgehen, und daß die Richtungen der Vektoren Da, DD, Dt den- 
jenigen von a, b, c gleich sind, so findet man a,b,c beziehungs- 
weise senkrecht zu den Ebenen 


? 


aux +tey+bz=(0, 
ca+by+az=0, 
bze+tay+tcz =. 


Endlich wird die Gleichung (22) die Grundfläche des gedachten 
Tetraeders, d.i. die Ebene abc, darstellen, wenn die Bedingungs- 
gleichungen VER EN, 
Brußh tvi—Bp, 


Aytuy tv, =0o 
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erfüllt sind; sie nimmt also die Gestalt an: 
85,9, 65 1 


6; u, 1 


BE'BiT Bay | 
Y, yh Ya u 


i=0 


oder, ausführlich geschrieben, die folgende: 


Aus den Gleichungen der Flächen des Tetraeders entnehmen wir 
für die Abstände der Gegenpunkte a, b, c, O von ihnen die nach- 
stehenden Ausdrücke: 








A De A N 
VATA®FA: YBr+BS+B? YVP+T'+T,? 
—A 








VAHB+N+A FB HTW FA HB HT 


Die ersten drei sind nach ihrem Absolutwerte bezüglich gleich 
D D D 
Vz Vz V7 


5 
Versi Kar Lach Fa 

Da nun der Inhalt des Tetraeders gleich einem Drittel des Produktes 
aus Höhe und Grundfläche, sein sechsfacher Inhalt aber dem Inhalte 
des Grundparallelepipeds, d.i. mit YD, gleich ist, so bestimmt sich 
der Inhalt der doppelten Grundfläche des Tetraeders durch 
di | Free 

ie Quadratwurzel vFAL), 


Für einen beliebigen Punkt mit den Koordinaten 8, n, & aber sind 
seine Abstände von den Seitenflächen des Tetraeders bzw. gleich 


Eh nn dal BEEBenchBab, Is H ln Elsg 
VA vB } 124 
und von einer zur Grundfläche durch O gelegten Parallelebene gleich 
A-D-rm% Tl Sp ie suiheksun A,+B+l)d 
vFi, 1, 1) 


Nennt man daher die Quotienten zwischen diesen Abständen und 
den Abständen der Punkte a, b, c, O von den Gegenflächen des Tetra- 


der vierte gleich 
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eders bzw. 9,, 99, 95, 9%, 80 Ist 
 HTAnTieı 5 2 B5hBınchB.bı V EEE 














29 2 Se) S SE e 
125) a el kinibe sts Bund. 2 
O.:7R —A 
also 
(30) go tatrptg=I. 


Andererseits hat man für die Quadrate der Abstände der Punkte Ö, 
a, b, c untereinander die Ausdrücke 
Gt ta, OR tA-b, 
O®=yp?+y en Venszml: 
ab = (ap)? + (u —B)° + (a —B”’=a+b—2e, 
= - ++ -9=bre— 2a, 
”=ky-ea”’+(n-an” + pn” =cet+a— 2b. 
Aus ihnen geht mit Beachtung von (30) nachstehende Be- 
ziehung hervor: 
(31) 0a’. 99, + 06°: 9954 0% 9; + a5 -gs+br'-g9;+80°-4,q, 
= — f(9, 9 8). 
Aus (29) aber ergeben sich 


gay +ßntY, n=aht hit rd, Sant Begat Y2%, 
mithin sind q,, 9, 9, nichts anderes als die dem Punkte P(&, n, 8) 
entsprechenden Größen x, y, z, und folglich ist nach Nr. 5 die Form 
f(4ı; 0, 95) gleich OP?. Somit gelangt man zu folgendem von 

auß, später von Selling!) gegebenen geometrischen Satze: 


(32) — OP?= 00’. + 05°: 995 + 0% - 9095 
em ab- 4193 ists 095 + ca? . ERIE 


1. Hat sich im vorigen gezeigt, wie jedem Raumgitter 
eine positive ternäre quadratische Form zugeordnet wer- 
den kann, so läßt sich unschwer einsehen, daß auch um- 
gekehrt jeder solchen Form ein Raumgitter entspricht. 
Es sei 


2) f= aa: + by? + ce’ + 2a’ yz + 2b’zc + 2eay 





1) Gauß’ Werke, Bd. II, 8. 407; Selling, Journal f. Math., Bd. 77, 8. 178. 
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diese Form, wo also a, b,c und ferner 
A=be—a”, B=ca—b’, C=ab-—c” 
D=abe +2«dbe — aa? — bb? — cc? 
positive Werte sind. Nun wähle man die Vektoren 
(34) a=Ya, b=Yb, (=YVe; 
die Gleichungen 


und 


Dec a tn eb ash) 


kommen, wenn 9, %y, 4 die Winkel bezeichnen, welche die Vektoren 
b,c bzw. c,a und a, b miteinander bilden sollen, mit den anderen 


’ 





a b’ 
(35) a ea re cosy= 
überein, durch welche, da A, B, © positiv sind, reelle Werte g, y, x 
bestimmt werden; die so festgesetzten Winkel zwischen den Vektoren 
sind in der Tat zulässig, da die für Bildung einer räumlichen Ecke 
erforderliche Bedingung 


ae 
S 


cos’p + cos?ı» + cos?y — 2cosp cosy cosy <1 


mit der Bedingung D> 0 gleichbedeutend, also erfüllt ist. Zieht 
man also von einem Nullpunkte O aus die Vektoren (34) unter den 
durch die Gleichungen (35) bestimmten gegenseitigen Neigungs- 
winkeln, so gibt die Formel 


(36) p=ar+by-+ ea 


für alle ganzzahligen x, y, 2 ein Raumgitter an, für welches nach 
Nr. 5 die Form f die ihm zugeordnete ist. Die Form f bedeutet selbst 
demnach das Quadrat der Entfernung jedes Gitterpunktes x, y, 2 
vom Nullpunkte dieses Gitters und YD den Inhalt seines Grund- 
parallelepipeds. 


Nun sei z=pX +q4Y-+rZ, 
(37) Köster +q,f+nZ, 
Z=MmMÄ tm +rnZ 


eine Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten, deren Modul M von 
Null verschieden ist. Durch eine solche geht, wie in Nr. 1 erörtert ist, 
aus dem mit den Vektoren a,b,c gebildeten Raumgitter ein dem- 
selben eingelagertes Gitter hervor, welches mittels der Vektoren 


a =ap+bp, +cp, 
(38) ,=ag+bg, tt, 
yeur+br, +ın 
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ebenso gebildet wird wie jenes mittels a, b, c. Andererseits geht durch 
die gedachte Substitution die Form /(z, y, 2) in eine andere Form 


FIN) HARY,Z=aX”+b7?+02+2a'’YZ+26ZX+2cXY 
über, deren Koeffizienten die folgenden sind: 
a =plap+cp+bp)+p(cp+bpm+@ps)+p(V p+ ap, + cp), 
baten tt) rer tag) +Rbgtag+eg), 
„=rlar ten +br)+n(dr+br, ter) +r(br+ar,+ter,), 
a=glar+er +br)+q(er+br, tar) +g(b’r+ar,-+er,), 
= rlap+ cp +bp)+tr(ep+bm+ap)+r(bd'p+ ap, + ep), 
s=plaga+ten+bg)+n(llatbg+ ag) +tn(&gtag+ eg). 
Mit Beachtung der Beziehungen (12) finden sich aber die Gleichungen 
ap+ ep +bp = alap + bp, +1), 
cp+bp, + ap —b(ap + bp, +), 
bp+ap,+tep, =t(ap+ bp, + cp), 


mithin a, = (ap +bp, + 9,): (ap + bp, + tps), 

d.ı. a.,=0'4, 

und ähnlich 

eb gear ah u, Dane 


Demzufolge ist die Form f, die dem eingelagerten Gitter 
zugeordnete Form und, da ihre Determinante D, = M?.D ist, 
hat das Grundparallelepiped des eingelagerten Gitters den Inhalt 


vD,-|M|:yD. 


Soll nun das neue Gitter dem ursprünglichen nicht nur 
eingelagert sein, sondern sich mit ihm decken, so ist nach 
Nr. 1 dafür notwendig und hinreichend, daß M=-+1,d.h.,, 
daß die Form f, mit der Form fäquivalent, sowiedaß D),=D 
sei. Ist umgekehrt f, äquivalent mit f und (37) eine Substitution, 
durch welche f übergeht in f,, so ist das derselben entsprechende, 
dem Gitter von f eingelagerte Gitter offenbar dasjenige, welches der 
Form f, zugeordnet ist. Man darf demnach die erhaltenen Ergebnisse 
zusammenfassen in den Satz: 

Wird das einer positiven ternären quadratischen Form 
zugeordnete räumliche Parallelgitter als das geometrische 
Bild dieser Form aufgefaßt, so stellt das aus ihm ent- 
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stehende räumliche Puunktgitter die ganze Klasse von For- 
men dar, welche jener Form äquivalent sind. 

Wählt man, bei Voraussetzung einer ganzzahligen Form f(x, y, 2), 
statt der Substitution (37) die folgende: 


BAT UÜLIHT7T— .—. 





2 0X 
IY ı OF(X,Y,Z) 
DENN DRANEZ av h 
s-BX+AY+CZ -5; a 


so werden die Vektoren a,, b,, c, identisch mit den durch die Glei- 
chungen (20) definierten A, 3, €, mithin das eingelagerte Gitter zu 
dem der Form D- F zugeordneten Gitter, d.h. f, identisch mit D- F'. 
Hiermit erhält man nicht nur die aus der ersten Abteilung dieses 
Werkes S. 9 bekannte Beziehung | 
a) er aax sorı 202) DPF), 

sondern ersieht auch, daß das Gitter der Form D- F demjenigen der 
Form f eingelagert ist. Da die Determinante der Adjungierten F 
gleich D? und ihre Adjungierte D- f ist, so ist entsprechend das 
Gitter der Form D®. f demjenigen der Form F, mithin das Gitter 
von D*. f dem Gitter von D- F, also auch demjenigen von f einge- 
lagert, ein Umstand, der an sich einleuchtend ist. 

8. Gehen wir nun zu der uns besonders obliegenden Frage nach 
der Reduktion ternärer Formen über, so wollen wir vor allem be- 
merken, daß auch hier wie bei den binären Formen die Definition 
der reduzierten Formen verschieden gefaßt werden kann. Die erste, 
welche gegeben wurde, ist diejenige von Gauß, die in der ersten Ab- 
teilung dieses Werkes (8.44—47) mitgeteilt worden ist. Nach ihr heißt 

N 
eine Form f= 4 % 4 mit der Adjungierten !—= kei er ©) 
reduziert, wenn folgende Ungleichheiten erfüllt sind: 





— SIT vo U 
(41) | <syD, ke 37 


Hiermit kommt im wesentlichen diejenige Definition überein, welche 
aus einer allgemein für positive Formen mit beliebig vielen Unbe- 
stimmten von Hermite aufgestellten Definition speziell für ternäre 
Formen hervorgeht. Dieser gemäß wird die Form 


f= aa? + by? +02" + 2a ye + 2b zu + 2c'ay 
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reduziert genannt, wenn in 
SF -antey+ b’z 
az ıYD, c', b’ num. < 5 
und die aus der Adjungierten 
F=AX?+BY’+C02+2AYZ+2B ZX+20XY 
durch die Annahme X = O entstehende binäre Form 


BY +2A4YZ+02 


mit der Determinante A’? — BÜ = — Da reduziert, also etwa 
0<y3DaZ;VD, |4 


ist. Da Df die Adjungierte von F’' ist, ersieht man leicht, daß man 
von der Gaußschen zu dieser Hermiteschen Definition übergeht, 
wenn man einfach die Formen f, F ihre Rolle vertauschen läßt. 

Wenn sich nun auch, wie a.a.O. gezeigt worden, in jeder Klasse 
äquivalenter Formen eine der bezeichneten reduzierten Formen fin- 
den läßt, so haben jene Definitionen doch den Mangel, daß es nach 
ihnen nicht in jeder Klasse nur eine solche Form gibt. Aus diesem 
Grunde hat Seeber!) eine andere Reduktion gesucht, die von sol- 
chem Mangel frei bleibt, und ist, allerdings nur durch äußerst um- 
ständliche Betrachtungen, zu Bedingungen geführt worden, die seine 
Absicht erfüllen. Darauf hat Dirichlet?), indem er von der Gitter- 
vorstellung ternärer Formen Gebrauch machte, in sehr einfacher 
Weise Seebers Reduktionsbedingungen hergeleitet; und auf Grund 
der hier voraufgehenden Betrachtung jener Gitter, in welcher Di- 
richlets Gedanken wesentlich mit entwickelt sind, kann dieses Ziel 
jetzt sogleich erreicht werden. 

Man denke sich das räumliche Parallelgitter, das einer gegebenen 
positiven ternären quadratischen Form in der oben angegebenen 
Weise zugeordnet ist. Das mit ihm gegebene Punktgitter, welches 
durch eine Formel v-artby+tes 


Seren 
2. 





ausgedrückt werden kann, ist dann das Bild der ganzen Klasse der 
Formen, welche mit der gegebenen Äquivalent sind. Nun ist gezeigt, 
daß letzterem Gitter ein sogenanntes reduziertes Parallelgitter eigen 
ist, und es gibt also eine Substitution (3) mit einem Modul +1, 


1) Seeber, Untersuchungen über die Eigenschaften der positiven ternären 
quadratischen Formen, Freiburg i. Br. 1831. S. dazu Gauß’ Werke, Bd. II, 8. 188. 

2) Dirichlet, Journal f. d. reine u. angew. Math., Bd. 40, S.209 und Werke, 
Bd. II, S. 27. 
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durch welche es aus jenem hervorgeht. Durch dieselbe Substitution 
verwandelt sich die gegebene Form in eine Form 


(42) f= as? + by? + c2? + 2a’yz + 2b’zx + 2c'zy 


derseiben Klasse, nämlich in die Form, welche dem reduzierten Gitter 
zugeordnet ist und in ihm ihr geometrisches Abbild findet. Durch 
eine Vertauschung zweier der Unbestimmten «, y, 2, oder wenn eine 
von ihnen entgegengesetzt genommen wird, verändert sich offenbar 
das Grundparallelepiped des reduzierten Gitters nicht, es wird dann 
nur von einer anderen Ecke aus aufgefaßt. Dagegen zeigt zunächst 
eine Vertauschung derselben, daß a <b Zc gedacht werden darf. 
. Sind alsdann nicht alle drei Größen a’, b’, c’ negativ, so würden, sie 
entweder es sämtlich werden oder sämtlich in nichtnegative über- 
gehen, wenn eine passende der Unbestimmten entgegengesetzt ge- 
nommen würde. Zudem, wenn b=c wäre, würde eine evenfüelle Ver- 
tauschung von %, 2 den dritten jener Koeffizienten nicht größer als 
den zweiten, wenn «=D wäre, eine eventuelle Vertauschung von x, % 
den zweiten nicht größer als den ersten machen, und im Falle 
a=b= c würde beides zu- 8 MN 
gleich erreicht werden kön- | 
nen. Man darf, mit anderen 
Worten, für die Form f die 
Voraussetzung machen, daß 
bci, ec 
sämtlich negativ oder sämt- 
lich nicht negativ sind. Dann 
stimmen aber a,b,c mit 
den Quadraten der Vektoren | 
OA, OB, OC bzw. in der Fig. 11. 
Fig. 17 überein. Da ferner im reduzierten Parallelepipede die Diago- 
nalen der Flächen sowie die Diagonalen des Parallelepipeds selbst 
nicht kleiner als seine Kanten sind, gilt das gleiche für die bezüg- 
lichen Quadrate dieser Längen, welche bzw. durch 


a+2c+b, b+2ad+c, c+2b+a 
und, wenn d, & gleich + ! gedacht werden, durch 


a+b+c-+2da+2eb +20sc’ 





bestimmt sind: sie können nicht kleiner sein als bzw. b,c,c,c. Ver- 
steht man aber unter n die positive oder negative Einheit, je nach- 
dem keine oder jede der Größen a’, b’, c’ negativ ist, so finden sich 
so zunächst die drei Ungleichheiten 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 13 
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(43a) a>2nc, bF2na, c>2nb, 

welche die letzte Bestimmung, nämlich die Ungleichheit 
a+b+26d +22. +20:cC >50, 


falls „= +1 ist, für jede der vier möglichen Wertekombinationen 


ö,& schon nach sich ziehen, während, falls „= —1 ist, noch unab- 
hängig von ihnen für die Kombination d=e=1 die Ungleichheit 
(43 b) a+b+2«d+24 +2 >0 

hervorgeht. 


Zusammenfassend dürfen wir sagen: In jeder Klasse positiver 
ternärer Formen gibt es eine Form (42) mit lauter nega- 
tiven oder lauter nichtnegativen a’,b,c’, deren Koeffi- 
zienten zudem außer den Ungleichheiten 


(43) ee ee 

die Ungleichheiten (45a) und, wenn alle a’, b’, c’ negativ 
sind, auch (43b) erfüllen. Eine solche Form soll eine nach 
Seeber reduzierte genannt werden. Da sie einem reduzierten 
Parallelgitter zugeordnet ist und es im allgemeinen, wie bemerkt, im 
Punktgitter der Klasse nur ein solches gibt, wird im allgemeinen 
auch nur eine reduzierte Form in der Klasse vorhanden sein. In 
den besonderen Fällen, wo unter den Koeffizienten a, b, c gleiche 
auftreten, also mehrere reduzierte Gitter möglich sind, hat Seeber 
seinen Bedingungen noch weitere hinzugefügt, die von Eisenstein!) 
vereinfacht worden sind und durch welche die Eindeutigkeit der De- 
finition für reduzierte Formen gewahrt bleibt; der Kürze wegen 
sehen wir aber hier von diesen Ausnahmefällen ab.?) 

9. Von diesen reduzierten Formen (42) hat Seeber unter anderem 
noch bewiesen, daß das Produkt abc stets <3D ist, und die Ver- 
mutung aufgestellt, daß es sogar <2J) sei. Die Richtigkeit seiner 
Vermutung hat dann schon Gauß bewiesen, indem er eine Reihe 
von identischen Beziehungen aufgestellt hat (s. Werke, Bd. II, 5.193), 
aus denen sie sofort erkennbar ist, ohne weiter anzugeben, wie man 
zu ihnen gelange. Z. B. geschieht dies, wenn keine der Zahlen «a, b’ ‚e 
negativ ist, aus der Identität 


(44) a et Re 


worin 


(45) (a=b—-2a, e=c—2db, f=a—2c, 
= Bed, h=a- 20, jene 





1) Eisenstein im Journal f. d. reine u. angew. Math., Bd. 41, 8.141. 
2) Näheres darüber s. in Seebers Werk selbst sowie auch bei Dirichlet 
2.2.0. 
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und, falls alle drei Zahlen a’, b’, ce’ negativ sind, aus einer ähnlichen 
für 6D — 3abe. Da die Größen (45) wegen (43a) und (43c) nicht 
negativ sind, wird aus (44) die Seebersche Vermutung sogleich be- 
stätigt. Auch aus Dirichlets Betrachtungen ist ihre Wahrheit leicht 
zu entnehmen. Schreibt man sie in der Form 


VebeZy2.YD, 
so spricht sie den geometrischen Satz aus, daß bei einem reduzierten 
Elementarparallelepipede das aus seinen Kanten gebildete 
rechtwinklige Parallelepiped von nicht größerem Inhalte 
ist als der mit Y2 multiplizierte Inhalt des Elementar- 
parallelepipeds. Der letztere Inhalt ist gleich dem Produkt aus 
der Grundfläche OAMB und der Höhe h des Parallelepipeds. Aber 
der ebene Teil des reduzierten Raumgitters, welcher in jene Ebene 
fällt, ist offenbar das Parallelgitter der binären quadratischen Form 
ax®+2c’zy+ by? und jene Fläche dessen Elementarparallelogramm, 
mithin ihr Inhalt gleich Yab — c’?, während von der Höhe h in 
Nr.4 bemerkt worden ist, daß (Fig. 17) PS 00° —- ®!=-c-— e ist. 
Die zu erweisende Ungleichheit 
abe<2D 
wird daher gelten, sobald 
2(ab — Bias (e— oe?) — abe > 0 
ist. Setzt man nun ab — c=4A°, c=b+d, wo d wegen (430) 
nicht negativ ist, so wird die vorige Differenz 


(46) 84°. (c—o?) — abe = 3A?(b— 0?) — ab? + (BA?— ab)d. 
Hier ist einerseits SA? — ab=ab— 2c’* und, da nach (43a) und 
(43c) sich 2c’’< 2 findet, 8A? — ab> a also positiv; anderer- 


seits hat man im Parallelogramm O AM B entsprechend mit der zu- 
letzt in Kap. 5 Nr. 4 angemerkten Ungleichheit 
» 8A(0OB?— 0) 04%.0OB%, 
d.h. 8A?’(b— 0°) > ab?. 
Demnach ist der ganze Ausdruck (46) positiv, w. z.b. w. — 

Die Ungleichheiten, welche die nach Gauß reduzierten Formen 
charakterisieren, sind in der ersten Abteilung dieses Werkes zu dem 
Zwecke benutzt worden, zu zeigen, daß die Anzahl Klassen 
von Formen einer gegebenen Determinante und mit ganz- 
zahligen Koeffizienten nur endlich ist.!) Dieser Umstand er- 
weist sich auf Grund des letzten Ergebnisses noch leichter durch 


1) S. Abteilung I, 8. 885. 
132 
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die Seeberschen Reduzierten. Denn für ganzzahlige Formen sind 
die Zahlen a, b, e nur unter den endlich vielen Faktoren der endlich 
vielen Zahlen, welche die Grenze 2D nicht überschreiten, zu suchen, 
und alsdann können a’, b’, c’ den Ungleichheiten (43a) zufolge jedes- 
mal auch nur endlich viele verschiedene Werte erhalten; die Anzahl 
reduzierter Formen, also auch die der nicht äquivalenten Klassen, 
ist daher nur endlich. 

10. Hier finden noch ganz analoge Betrachtungen Platz, wie sie 
in Nr. 10 des vorigen Kapitels ausgeführt worden sind. Man denke 
sich das Gitter, welches einer positiven ternären quadratischen Form 
f(x, y, 2) zugehört, und in demselben das Parallelgitter, welches die 
äquivalente, nach Seeber reduzierte Form (e ER 
Da f(z,y, 2) für jedes ganzzahlige System x, y, 2 dem Quadrate des 
Abstandes des Gitterpunktes x, y,2 vom Nullpunkte gleich ist, nimmt 
es den für ganzzahlige x, y, z kleinsten Wert für den zunächst am 
Nullpunkte gelegenen Gitterpunkt an, und demnach ist er gleich dem 
Quadrate der kleinsten Seite des Grundparallelepipeds für das redu- 
zierte Parallelgitter, d.h. gleich a. Dieser Koeffizient bezeichnet also 
die kleinste durch die Form f(x,Y, 2), mithin auch durch jede andere 
Form derselben Klasse mittels ganzzahliger x, y, z darstellbare Zahl, 
das Minimum M der Klasse. Nun folgt aus dem Seeberschen 
Satze abe Z2D und den Bedingungen a<b<c die Ungleichheit 
a=Z2D, mithin a=Y2D oder 

— ZW, 

VD 
also der Satz: Für positive ternäre quadratische Formen hat 
der Quotient zwischen dem Minimum M einer Klasse und 
der Kubikwurzel aus ihrer Determinante D die obere 
Schranke Y2; und diese Schranke ist genau, denn die spezielle 


u V2D(a+yP +2+ys +22 +2Y), 


welche eine Seebersche Reduzierte mit der Determinante J) ist, hat 
offenbar Y2D zu ihrem kleinsten Wert für ganzzahlige x, y, 2; für 
sie erreicht daher der gedachte Quotient die angegebene Schranke. 
Deshalb nennen wir sie eine Grenzform. 
Legt man nunmehr um jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt eine 
PTR 


) repräsentiert. 





Kugel mit dem Radius 4Y M, also vom Inhalte 
Parallelreihen von gleichen Kugeln, deren jede die folgende berührt. 
Da auf jede von ihnen ein Gitterpunkt, also auch ein Grundparallel- 
epiped vom Inhalte YD entfällt, so wird der von den Kugeln ein- 


,‚ so entstehen 
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genommene Teil des Raumes zum gesamten Raume im Verhältnis 





3), 
von a —— :YD stehen und demnach dieses Verhältnis die obere 
Schranke v2 _ -"_ haben. Jene Parallelreihen rücken bis zur Be- 


3y2 
rührung Be wenn die Seiten des Grundparallelepipeds 
des reduzierten Gitters einander gleich sind. Andererseits werden bei 
jeder derartigen Lagerung der Kugeln ihre Mittelpunkte offenbar ein 
reduziertes Parallelgitter mit gleichen Seiten bestimmen. Daraus 
schließt man, daß die diehteste Lagerung von Kugeln dieser 
Art entsteht, wenn die Form f(x, y, 2) die oben angegebene Grenz- 
form ist, in welchem Falle das Verhältnis zwischen dem von den 
Kugeln erfüllten Teile des Maumps zum gesamten Raume seinen 


größten Wert annimmt und —— 175 beträgt. Jede der Kugeln wird hier- 


bei mit zwölf anderen in Berührung sein, da die Seitenflächen des 
Grundparallelepipeds aus je zwei eclhigen Dreiecken zu- 
sammengesetzt sind. 

11. Wir wollen diese Verhältnisse jetzt noch von dem Gesichts- 
punkte aus betrachten, zu welchem die Ausdehnung des in Nr.3 des 
zweiten Kapitels aufgestellten Minkowskischen Grundsatzes auf 
den Fall eines Raumgitters hinführt. 

Man denke sich ein solches etwa durch die Formel (1) bestimmt 
und um seinen Nullpunkt eine in sich geschlossene, nach außen 
überall konvexe Fläche und den von ihr begrenzten Raum oder 
Körper. Unter seinem Inhalte versteht man das über alle, seinen 
Punkten entsprechende, Wertesysteme x, y, 2 erstreckte dreifache In- 
tegral 
(47) I = [äxdyde. 

Wird jene Fläche nun in allen von O ausgehenden Richtungen in 
gleichem Maße hinreichend zusammengezogen, so wird sich in dem 
von ihr begrenzten Raume außer dem Nullpunkte kein Gitterpunkt 
befinden; wenn man sie aber dann wieder ebenso ausdehnt, wird ein 
Augenblick eintreten, in welchem zuerst ein oder mehrere Gitter- 
punkte auf die Fläche treten, und in diesem Augenblicke sei X der 
Inhalt des von ihr begrenzten Raumes. Alsdann denke man diesen 
wieder im Verhältnisse von 2:1 zusammengezogen, so daß der In- 


halt des neuen Körpers e wird und er außer dem Nullpunkte kei- 
nen weiteren Gitterpunkt enthält. Wenn nunmehr dieser Körper vom 
Nullpunkte nach jedem Gitterpunkte hin durch eine Parallelverschie- 


bung versetzt wird, so werden alle so um die Gitterpunkte gelegten 
Körper einander berühren, aber nicht ineinander dringen können und 
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im allgemeinen noch ee zwischen sich lassen. Vergleicht 
man also ihren Inhalt 7- & mit dem Inhalte des zu jedem Gitterpunkte 
gehörigen a Hs die zusammen den ganzen Raum 
füllen, so kann ; höchstens diesem Inhalte gleich sein, und da 
der letztere gleich dem auf alle x, y, 2 zwischen O und 1 erstreckten 
Integrale f dx dydz, also gleich 1 ist, so ergibt sich die Ungleichheit 
(48) K<Z8. 


Hieraus entnimmt man die angedeutete Verallgemeinerung des 
Minkowskiscehen Grundsatzes, nämlich den Satz: 

‘ Ein um den Nullpunkt eines Raumgitters durch eine ge- 
schlossene, nach außen überall konvexe Fläche abgegrenz- 
ter Raum enthält, falls sein Inhalt > 8 ist, in seinem In- 
nern oder doch, falls das Gleichheitszeichen gilt, wenig- 
stens auf seiner Begrenzung, außer dem Nullpunkte noch 
mindestens einen Gitterpunkt. Ist der Nullpunkt Mittel- 
punkt des Raumes, so enthält dieser entsprechend minde- 
stens ein Paar von Gegenpunkten. 

12. Die gedachte Fläche kann analytisch in der Weise bestimmt 
werden, daß eine gewisse Funktion p(x, y, 2) von den Bestimmungs- 
stücken x, y, 2 eines Punktes für alle Punkte auf der Fläche einen 
konstanten Wert haben, etwa 
(49) p(a,9y,2)—1 
sein soll. Diese Funktion werde weiter so gedacht, daß, wenn die 
Fläche in der angegebenen Weise und im Verhältnis von ?:1 aus- 
gedehnt oder zusammengezogen wird, so daß jeder Punkt x, y, z der- 
selben in einen Punkt ix, ty, tz übergeht, die Funktion sich in dem- 
selben Verhältnisse ändert; d.h., für jedes positive ? soll 


Yo (ix, iy, tz) =i 
oder 


(50) p (ta, ty, tz) = p(@, 9,2) 

oder mit anderen Worten, die Funktion homogen von der ersten Dimen- 
sion sein. Hiernach verschwindet p (x, y, 2) nur im Nullpunkte und 
hat sonst nur positive Werte, und es sind alle Punkte x,y,2, bei denen 
p(x,Y,2) <1 ist, innere, alle diejenigen, bei denen (x, 9,2) >1 
ist, äußere Punkte bezüglich des von der Fläche (49) umschlossenen 
Raumes. Offenbar kommen diese Bestimmungen darauf hinaus, den 
gewöhnlichen „Begriff des Abstandes“ eines Punktes vom 
Nullpunkte, ähnlich wie bei dem in Nr. 6 des vorigen Kapitels 
eingeführten „hyperbolischen Abstande“ durch einen neuen zu 
ersetzen, bei welchem bei gleichem „Abstande“ die „Entfernung“ 
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des Punktes vom Nullpunkte mit der Richtung des Abstandes ver- 
änderlich ist, bei welchem nämlich allen Punkten der Fläche. 


yay2)—C 

der gleiche „Abstand“ vom Nullpunkte zugesprochen wird. Eine 
in solcher Weise den „Abstand“ definierende Funktion p(x, y, 2) 
des Punktes a mit den Bestimmungsstücken x, y, z oder des nach ihm 
gezogenen Vektors a nennt Minkowski eine Strahldistanz und 
bezeichnet sie kurz mit S(a). Eine Strahldistanz S(a) ist also 
dadurch charakterisiert, daß sie in a=0 verschwindet, 
positiv ist injedem anderen Punktea und der Bedingungs- 
gleichung (dl) S(ta)=t:S(a) für >O genügt. Sie wird 
außerdem einhellig genannt, wenn sie die weitere Bedingung er- 
füllt, daß für je drei Vektoren a, b, a+b die Ungleichheit 


(52) S(a+b)<S(a) + S(b) 


stattfindet. Da die Vektoren a, b, a+b den drei Seiten eines Drei- 
ecks entsprechen, besagt diese Eigenschaft einhelliger Strahldistanzen 
offenbar, daß bei der ihnen entsprechenden Definition des 
Abstandes oder der Länge die gewöhnliche Eigenschaft 
jedes Dreiecks erhalten bleibt, nach welcher: keine Seite 
größer ist als die Summe der beiden anderen. Sind z,, 4,2; 
%g, Ya, 2; die Bestimmungsstücke der Endpunkte der Vektoren a, b, 
mithin &,+2%,, Y%+%g, 2+2, diejenigen für den Endpunkt des 
Vektors a+b, so würde dieselbe Eigenschaft sich für die Funktion 
p(x, y, 2) in der Ungleichheit 


(55) Pl + %, YıtY%, At%)<P YA) + Pk: Ya, 2%) 


ausdrücken. Diese aber spricht nichts anderes aus als die 
im Minkowskischen Grundsatze vorausgesetzte Eigen- 
schaft der Fläche (49), eine nach außen überall konvexe 
Fläche zu sein. In der Tat, verbindet man die Punkte a, b mit 
dem Nullpunkte, so wird eine solche Fläche von diesen Verbindungs- 
geraden je in einem Punkte —, m, < bzw. =, =, a geschnit- 
1 1 1 2 2 2 
ten, und alle Punkte auf der Verbindungslinie dieser Schnittpunkte 
gehören dem Innern des von der Fläche umschlossenen Raumes an; 
unter ihnen befindet sich der Punkt 7 un : E - = ; = z ,‚ denn 
er ist der Schwerpunkt für zwei in jenen Schnittpunkten befind- 
liche Massen £,, {,, also auf ihrer Verbindungslinie gelegen. Somit 
muß 




















+2 Ytak At+ta\ = 
(rn: time) Sb | 
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d.i. wegen der Eigenschaft (50) 
Pat, ty, Ata)<ttb, 


ınd, d 

erden N 
u ERUNETITE , 

also 

; (a, eh D (5 Ya, 23) — ba 

sind, 


plz, +3, + Yo, At) < Pla, Y,21) + P (der Yar 23) 


sein. Erfüllt umgekehrt die Funktion p («, y, 2) diese Bedingung für 
je zwei Punkte x,,Y%,, 215 X; Yg, 23, So ist, wie rückschließend sich 
ergibt, die Fläche (49) überall nach außen konvex, die Bedingung (53) 
also für derartige Flächen charakteristisch, w. z. b. w. 

Hat der von ihr begrenzte Raum den Nullpunkt zum Mittelpunkte, 
so muß für die Funktion (x, y, 2) endlich noch die Beziehung 


(94) 9 (—2, —y, —2) = p(a, y, 2) 


und demnach die Gleichung 


p(tx, ey, tz) = t|-p(®, y, 2) 
für jedwedes Z bestehen. | 
12a. Um ein für uns wichtiges Beispiel einer solchen 
Fläche zu betrachten, verstehen wir unter A, u, v die drei 
reellen Linearformen 


(5) A=aax+ßy+Y2, u=mc+Py+Yr2, v=WyE+PßYy-+ Y32, 


die wir als Parallelkoordinaten eines Punktes &, y, z deuten; ihre De- 
terminante A sei von Null verschieden, so daß A, u, v nur dann 
gleichzeitig Null sind, wenn es x, y, 2 sind. Dann bedeute p(z, y, 2) 
für jedes System x, y, 2 den größten absoluten Wert der drei Größen 
4, u,v. Da dieser für =y=2=0 gleich Null, für jedes andere Wert- 
system x, y, 2 positiv ist und offenbar, wenn &, y, z durch tx, ty, tz 
mit positivem 2 ersetzt werden, ebenfalls mit # multipliziert wird 
(bei beliebigem t mit |£]), so erfüllt die Funktion p (x, y, 2) die Be- 
dingungen, welche für eine Strahldistanz charakteristisch sind. Sind 
ferner A,,4,,v, bzw. A,, u,, v, die Werte der Linearformen, die den 
beiden Systemen %,, Yı, 25 Xa, Ya, 2, entsprechen, so ist bekanntlich 


At A| <|u|+ |Asl; 
mtal</im|lt il, 
y+tn|<|v| + 19,|; 


da hier die rechten Seiten der Definition der Funktion p zufolge 
nicht größer als p(2,,Y%,&) + 9 (#3; Y5, 2,) sind, so ist auch die 
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größte der linken Seiten, d.i. 9 (x, +%, Yı + Ys, 2 + 2,), nicht größer 
als diese Summe, die gedachte Strahldistanz also auch einhellig; 
zudem ist der von der Fläche 

p (X ‚Y 2) ot 


umgrenzte Raum ein solcher mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt. 
Offenbar ist dieser Raum kein anderer als das nel welches 


die Ebenen 1 


zu Grenzflächen hat, und sein Inhalt daher gleich dem Inhalte des 
letzteren, d.i. gleich dem über dasselbe erstreckten Integrale 


[az aydz, 
lat ‚Sarduav, 


ausgedehnt über alle A, u, v von —1 bis +1, also gleich ya ist. 
Demnach beträgt der Inhalt des von der Fläche 


pt, Y; £) 4 


welches gleich 


8 
begrenzten Raumes en . Dieser Raum enthält also dem Minkowski- 
schen Grundsatze zufolge in seinem Innern oder doch auf seiner Be- 
grenzung außer dem Nullpunkte mindestens ein Paar von Gegen- 


punkten des Gitters, sobald 


d.i. £S YA] ist. Bedeutet daher M den Minimalwert von p (2, y, 2) 
für ganzzahlige x, y, 2, d.i. für die Gitterpunkte, so muB MZYA 
sein, woraus man schließt: 

Es gibt mindestens ein System ganzer, nicht zugleich 
verschwindender Zahlen &, y,2, für welche p(x,y,2) und 
daher auch alle drei Linearformen A, u,v absolut nicht 
größer werden als YA|. Ist insbesondere A= +1, so kön- 
nen diese drei Linearformen zugleich durch solche Zahlen 
absolut kleiner oder doch nicht größer als 1 gemacht 
werden.!) 





1) Ein entsprechender Satz gilt für zwei Linearformen ax + by, 
cz +4 dy und gibt dann, falls add—be=1 ist, den in der Formel (16) des 
zweiten Kapitels über das Produkt (ax + by) (cx + dy) ausgesprochenen 
Satz als eine Folgerung, wenn dort zu dem Ungleichheitszeichen das Gleich- 
heitszeichen hinzutritt. 
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Diesen allgemeinen Satz wenden wir auf den besonderen Fall an, 
in welchem, unter &, & zwei reelle Irrationelle, unter # eine posi- 
tive Zahl verstanden, 


(56) i=21—o2, u=y— 23a, vo 


mithn A= > ist. Dem Satze entsprechend gibt es ganze, nicht zu- 


gleich verschwindende Zahlen x, y, z, für welche A, u, v zugleich ab- 
solut nicht größer als - sind; hierbei kann offenbar z, wenn > 1 


ist, nicht Null sein, ohne daß es auch x, y wären, und kann dann 
positiv gedacht werden, da man eventuell alle drei &, y, 2 mit ent- 


| 
gegengesetztem Vorzeichen nehmen kann. Da es alsdann wegen v <;- 


nicht größer als 0°, also e nicht größer als _ sein wird, so kann 
V 


zZ 
man auch sagen: 
Es gibt ganze Zahlen x, y, z, unter denen 2 positiv ist, 


von der Beschaffenheit, daß die Ungleichheiten 
(87) 





< 


x 
——0® 
2 








1 Yy — 1 
zyVz’ | 2 2) z zYVz 
erfüllt sind. 

13. Man verdankt den Untersuchungen von Hermite einen Natz 
gleichen Charakters, der sich nur durch eine weniger genaue Be- 
stimmung der oberen Schranke vorstehender Ausdrücke von dem 
vorigen unterscheidet; Hermite ist jedoch auf anderem Wege, un- 
mittelbar von der Reduktion der ternären Formen aus, zu ihm ge- 


langt. Es ist nämlich 


(58) f@ 12) - (@-0)+ YA + 


eine positive Form mit der Determinante D = 55: Wird diese in der 


Weise von Gauß oder Hermite reduziert und ist 


&, a, PA 
PrhiBäbeß,. 
RE a De 


eine Substitution, durch welche f in die Reduzierte übergeht, so ist 
der erste Koeffizient der letzteren, welcher durch den Ausdruck 


(59) («- ap) + B- + 


gegeben wird, nach den Bestimmungen in Nr. 8 nicht größer als 


43 ariälky 
Ber VAR Wegener 


5 El Demnach gibt es ganze, nicht sämtlich ver- 
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schwindende Zahlen «, ß, 9, für welche 


(op? + B- a + hZz:5 


ie) 
3 Y 


ist, eine Ungleichheit, aus welcher!) y< 8 . 0, also zZ V 
ferner die Ungleichheiten 


e a ae Kiez Nas ort 
Erel®Vs: =) yVYr’ 
e-al ee a 
I 
hervorgehen, welche die im Satze (57) ausgesprochenen Schranken 
nur etwas weiter fassen. Weil aber mit wachsendem 6 die Schranken 
unendlich abnehmen, so ist auch aus ihnen zu ersehen, daß die Un- 
gleichheiten nicht dauernd durch dasselbe Wertsystem «, ß, y erfüllt 
sein können, daß folglich mit wachsendem ® eine unbegrenzte Reihe 
solcher zusammengehörigen Wertesysteme «,ß,y erhalten werden muß. 


Und da zugleich die Ausdrücke = — 9, E- 2% unter jeden Grad 


’ 


(60) 


von Kleinheit herabsinken, ergibt sich eine unbegrenzte Reihe 


ß 
zeitig gegen die beiden gegebenenIrrationellen o,Q& konver- 
gieren, welche also ein verallgemeinertes Analogon für die Näherungs- 
brüche einer einzelnen Irrationellen darstellen. Entsprechend teilen 
sie mit diesen die Eigenschaft, daß sie jene Differenzen oder auch 


den Ausdruck aa 0,8 


zu einem relativen Minimum machen, d.h., daß für Brüche 


von je zwei Brüchen “, - gleichen Nenners, welche gleich- 


a Be 
’ 
. . ® . . Yo Yo 
mit gleichem kleineren Nenner y, jederzeit 


(& —@Y) + (Bo — Ry)?’ > (a ar)’ + (P—-2y) 
ist; denn, wäre es anders, so wäre gewiß 
A 2 2 
(ap) + Bro)’ + e <(e op? +B-Ay)+ u Ä 
während doch der Ausdruck zur Rechten als erster Koeffizient der 


1) Für hinreichend große 0 wird y von Null verschieden sein, da wegen 
der sonst geltenden Ungleichheit a? + B? < - - = auch «&, ß verschwinden 


müßten; man darf y>0 denken, indem man nötigenfalls «&, ß, y mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen nimmt. 
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Reduzierten die kleinste Zahl ist, welche durch die Form (58) mit- 
tels ganzer Zahlen darstellbar ist. 

Eine ähnliche Behandlung gestattet die zur Form (58) 
adjungierte Form 


(61) F(a, y,2) = ee + (we +2y+2)%, 





deren Determinante D = u ist. Nach den Hermiteschen Prinzipien 
der Reduktion wird es hier ganze, nicht VerSSBTDUA DEE Zahlen «, ß,y 
geben, für welche 


(62) ALL (ao FBATNiz rn 





ist und dieser Wert das Minimum der Form F' für ganzzahlige x, y,2 
angibt. Hieraus folgen zunächst dann die Ungleichheiten 


«]<y30, 1Bl<V30. 
Sind «, ß beide von Null verschieden, so schließt man weiter 


ra 
DaSrweTE 
für hinreichend großes 9 können «, ß nicht beide Null sein, da sonst 
aus (62) auch y=0 sich ergäbe; ist also dann etwa « nicht Null, 
so folgt = < = En Es wird also für hinreichend große Werte von 


0, da wegen (62) EA 
loa+ 2B+Y|< VE -4 ist, 


1 
Pr” 


loa+B2+,1Z(5) -- 


sein, wenn u die kleinste von Null verschiedene der beiden Zahlen 
«, ß bedeutet. Sind diese Zahlen beide von Null verschieden, so ge- 
langt man zu einer noch engeren Schranke, wenn man bemerkt, daß 
das Produkt von drei positiven Werten nie größer ist als der Kubus 
ihres arithmetischen Mittels. Demgemäß muß der Ungleichheit (62) 
zufolge a fortiori 


EIN Da Ak me 





yo 
ar Er 
\aß(eo + BR + |< 4)” 
oder 
(64) leo +BR+YlZy a 


sein. 
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14. Die in voriger Nr. gewonnenen Ergebnisse lassen sich noch 
verschärfen, wenn man statt der Reduktionsweise von Hermite die- 
jenige von Seeber benutzt, indem dadurch der Bruch #$ durch die 


kleinere Größe V2 ersetzt wird. Doch auch dann nehmen die Ungleich- 
heiten (60) nicht die Schärfe der nach Minkowski abgeleiteten Un- 
gleichheiten (57) an. Aber diese nun lassen sich, wie gleich- 
falls aus Minkowskis Prinzipien erkannt wird, noch weiter 
verschärfen. Betrachten wir statt der Linearformen (56) die fol- 
genden: z = 
OEL Dr y-R:ctH 

und verstehen jetzt unter p(x, y, 2) für jedes System x, y, 2 den größ- 
ten absoluten Wert dieser Formen oder der Ausdrücke 


(65) eye], 


der, wie man sogleich übersieht, eine einhellige Strahldistanz ist. Der 
durch die Fläche p(2,y,2)—1 


begrenzte Raum hat offenbar den Nullpunkt zum Mittelpunkt und 
besteht aus denjenigen Punkten x, y, 2, für welche, wenn 


4 
—-02=UuU y—-22=V, sw 


leise plPlelzi 


ist. Sein Inhalt beträgt 
I=/ dxdydz — 0° ‚[ dudvdw, 


wenn letzteres Integral über alle den vorstehenden Ungleichheiten 
genügenden u, v, w ausgedehnt wird. Ihnen zufolge ist 


== 


kIZ1-|w, wi<1—lw| 


und daher zunächst w zwischen + 1 und — 1 zu nehmen; sodann 
ergeben sich als Grenzen für u und v die Werte 1—|w| und —1+|w). 
Das dreifache Integral wird also zunächst zum einfachen Integrale 


+1 
4. [1 -lw)?-du, 
—i 
welches sich zerlegt in 
1 0 
4.[(1 -wPaw+4./ (1 + w)'dw 
0 —1 


-t[- (1— Du +3[4+ „| - T- 
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80° f 7 

Man findet also J=—-. Demnach ist der von der Fläche p (a, y,2)=t 

umgrenzte Raum gleich 


80°.4° 
3 





und enthält, wenn er > 8 ist, mindestens ein Paar von Gitterpunkten. 
Das Minimum M der Funktion p(z, y, 2) für ganzzahlige x, y, 2 ge- 
nügt also der Ungleichheit 

80°. MM 2- 





3 er 8 
oder a) 
er3E 


Demgemäß gibt es also ganze, nicht sämtlich verschwindende Zahlen 
%, Y,2, für welche auch die Ausdrücke (65) unterhalb dieser Schranke 
liegen. Somit wird 


sl. g/s 
x— os]+]2— os] +2. 22.5 
sein, und dann ergibt sich nach dem schon in voriger Nr. benutzten 


Satze vom arıthmetischen Mittel 


url) 





d. h. 


ba | za 
(65a) 17 |< 3 Vs 
und ganz ebenso 
VIREN 
2 2 iDSEE NEE 
zwei Beziehungen, durch welche die erwähnte Verschärfung der Un- 


gleichheiten (57) erreicht ist. Da |e— oz|, |y— 22| unter M = 


bleiben, für hinreichend großes ® diese Schranke aber beliebig klein 


= — %| unter 








ist, so dürfen zugleich die Ausdrücke BE — 0 





beliebig kleiner Grenze gedacht werden. Es sei noch bemerkt, 
daß nach Minkowskis eingehenderer Betrachtung hier das Gleich- 
heitszeichen unterdrückt werden darf.') 


1) Minkow ski, Geometrie der Zahlen, S. 110—12. 
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15. Hier stellt sich nun die Aufgabe ein, für die Reihe je zweier 
Brüche —, I, welche solchen Ungleichheiten genügen, analog mit 


dem Bildungsgesetze für die Näherungsbrüche eines Kettenbruchs 
die Regel zu suchen, nach welcher sie der Reihe nach zu finden sind; 
desgleichen für die sukzessiven Wertesysteme «, ß, y, für welche der 
Ausdruck «ao + B& +, gegen Null konvergiert. Diese schon von 
Euler gestellte Aufgabe hat später Jacobi!) zu lösen versucht. 
Indem wir aber gegenwärtig davon abstehen, sie weiter zu verfolgen, 
um an einer späteren Stelle dieses Werkes darauf zurückzukommen, 
schließen wir die vorigen Betrachtungen miteiner Anwendungder- 
selben ab, durch welche Hermite den in Nr. 7 des zweiten 
Kapitels behandelten Satz von Tschebyscheff, wie dort 
schon bemerkt, genauer gefaßt hat. 


Er wendet zu diesem Zwecke die Betrachtungen von Nr. 13 auf die 
etwas verallgemeinerte Form (61), nämlich auf die Form 


(66) Fay)=-2. + +(@-o0—- 2y) 


U 





an, deren Determinante D = ist, und welche zwei veränderliche 


1 
(tu)” 
positive Parameter i, w enthält. Für jedes Wertesystem der letzteren 
gibt es, der Seeberschen Reduktion zufolge, ein System ganzer, 


nicht sämtlich verschwindender Zahlen «, ß, y, für welche 


(67) N Neon Va 


tu 


und dieser Wert das Minimum der Form für ganzzahlige Werte der 
Unbestimmten ist. Hieraus folgen die Ungleichheiten 


(68) eZti.y2, PZu-Y2, 

(69) = a) =V? 

und nach dem Satze vom arithmetischen Mittel 

= —=ı/? 1 

(10) 7-00-HR2|<Z Va: 

Die Parameter {,u darf man als Parallelkoordinaten eines Punktes 


1) Jacobi, Journ. f. Math. 69, S. 1: Über die Auflösung der Gleichung 
tm + 0,0, —=f 
und S. 29: Allgem. Theorie der kettenbruchähnlichen Algorithmen. 
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einer Ebene auffassen. Da, wenn man sie unbegrenzt wachsen läßt, 
die Ungleichheit (69) offenbar nicht dauernd für ein und dasselbe 
Wertesystem «, ß, y erfüllt sein kann, so wird die Ungleichheit (67) 
für jedes Wertesystem «, ß,y nur in einem ganz bestimmten endlichen 
Gebiete der Ebene bestehen. Für sehr kleine Werte von u, d.h. an 
der Abszissenachse und in hinreichender Nähe derselben, wird dabei 
ß der zweiten der Ungleichheiten (68) zufolge gleich Null sein und 
der entsprechende Teil der Ebene jener Achse anliegen, aber auch 
in Richtung derselben nur eine endliche Ausdehnung haben können. 
Denkt man sich nun zwei solche einander benachbarten Stücke der 
Ebene, denen also zwei verschiedene Wertsysteme «', 0, y’; «”, 0, y” 
entsprechen, und geht man auf ihrer gemeinsamen Begrenzung von 
der Achse aus aufwärts, so muß man, da sie endlich sind, an eine 
Stelle t, u gelangen, wo sich ein drittes, einem Systeme «, ß, y mit 
nicht verschwindendem ß zugehöriges Stück der Ebene anlegt; hier- 
bei darf $>0 gedacht werden, indem man nötigenfalls «, , y mit 
entgegengesetztem Vorzeichen nimmt, und folglich finden die drei 
Ungleichheiten 


3 
[4 NZ 2 „ [7 —— Va 
Fe N=tE, Fe”, 0, y =”, Fe WE 
zugleich statt, aus denen 


’ / [47 [74 ne 2 
1) Lat zEUE DEE ZCZE DEE IT Er 


hervorgeht. Ist aber ß = 0), so stellt die linke Seite in (67) das Mini- 
mum der binären quadratischen Form 


(z — ax)? + 4?”a? 





En vor, mithin sind y, « nach Nr. 14 des 
zweiten Kapitels Zähler und ge eines Näherungsbruches für den 


mit dem Parameter 4° = 


Kettenbruch von o. Sonach sind & 2 zwei aufeinanderfolgende 


Näherungsbrüche desselben, ll ya” — y’®@=-+1. Wird nun die 
Form F(z, y, z) durch die Substitution 


r „ 
&, 0,0 
RIESE BET 73 FE 
[4 „ 
Ir» P- 


y" 4 


deren Determinante (y’a” — y"’a’)ß = + P ist, in eine andere trans- 
formiert, so sind in dieser die Koeffizienten Der Quadrate der Unbe- 
stimmten, deren Produkt bei einer positiven Form stets gleich oder 
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größer ist als die Determinante der Form Y\, gleich den Faktoren zur 

Linken von (71). Man findet also die linke Seite von (71) gleich oder 
2 

größer als f?-D= en und demnach #?<2, also ß = 1. Infolge 

hiervon nimmt die Ungleichheit (70) die Gestalt an: 


ET SHE 
r-«o-a|=V}- a 


und bringt die schärfere Fassung des Satzes von Tschebyscheff 
zum Ausdrucke. 
16. Sei jetzt 


f(&, y, 2) = ax? + by? + ce? + 2a’ yz + 2b zu + 2cay 
eine positive Form und D ihre Determinante. Im zugehörigen Raum- 


gitter bedeutet dann bekanntlich (x, y, 2) = Y f(x, y, z) den Abstand 
des Punktes x, y, z vom Nullpunkte, also die Gleichung 


(72) p(, y, )=]1 

eine Kugelfläche vom Radius 1, welche den Nullpunkt zum Mittel- 
punkte hat; die Funktion (x, y, 2) ist homogen von der ersten Di- 
mension, Null nur im Nullpunkte, überall sonst positiv und somit 
eine Strahldistanz, auf welche die Betrachtungen der Nr. 10 und 11 
Anwendung finden. Nennt man also .J das auf die Punkte x, y, 2 der 
Kugel bezogene Integral x 

(73) J = / dxdydz, 


sowie u das Minimum der Funktion p(x, y, 2) für ganzzahlige x, y, 2, 
so ist nach Minkowskis Grundsatze 

VE > 
oder 


nz 


Nun kann f(x, y, 2) folgendermaßen als Summe dreier Quadrate von 
Linearformen u werden: 


f(@,y,2)= (va. + se Yy 7 20) + ee ec" + .) 
+ (Ve 2), 


4, B, C\. Stege 
( A, B, e) ihre Adjungierte, s0 


folgt us B=ac—b’, C=ab—c”, daB abe > a ist, ferner aus 








1) Ist (> gr ;) die positive Form und 


’ ’ 


Ba Alm: Da; daß ea BIT allosadr Bi 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 14 
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oder, wenn man 





——— b’ 
X-Vara+ 7294 7208 
Y Y_VoZE,, are 


Bean 
z-Vrn 


fa, d)-R+ +2. 
Die Gleichung (72) darf mithin durch die folgende ersetzt werden: 
(75) X2+r7?+2Z=1. 


setzt, 


Da die Funktionaldeterminante der Größen X, Y, Z nach den Größen 


x, Y,2, d.h. die Determinante der Gleichungen (74) gleich YD Br 
Funden wird, so ist das Integral (73) gleich 


un jaxaraz, 


wenn die dreifache Integration auf alle durch die Ungleichheit 
X?+ Y?+Z?< 1 beschränkten X, Y, Z erstreckt wird. Werden aber 
X, Y, Z als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes gedeutet, so 
sind diese X, Y, Z die Koordinaten aller Punkte einer Kugel vom 


Radius 1, mithin hat jenes Integral den Wert — Somit wird 


u A. 
3 VD 
und folglich 
ee, 
a "yvD 


demnach gilt für das Minimum M der Form f(x, y, 2) für ganzzahlige 
x, y, 2 die Bedingung 


. 1/30 3,7 
(76) M-w=V®.YD. 
Dies gibt für den Quotienten aus dem Minimum einer Klasse und 


3 
der Kubikwurzel aus ihrer Determinante die Schranke va Durch 
die früheren Reduktionsmethoden sind wir schon zu engeren Schran- 
ken geführt worden, haben als die genaue derselben den der Seeber- 


schen Methode entsprechenden Wert V2 festgestellt und daraus die 
dichteste Lagerung gleicher Kugeln gefolgert. Man verdankt nun 
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Minkowski den Nachweis der sehr interessanten Tatsache, daß um- 
gekehrt aus der dichtesten Lagerung kongruenter Körper, insbeson- 


dere gleicher Kugeln jene genaue Schranke für das Verhältnis Pr 


| D 
gefunden und aus ihr dann die Seeberschen Sätze über Reduktion 
positiver ternärer quadratischer Formen hergeleitet werden können. 


17. Wir beginnen mit dem letzteren Punkte. 
Man denke irgendein Raumgitter, etwa das durch die Formel (1) 
bestimmte gegeben. Ist dann 


f(z, y, 2) = aa? + by? + c2? + 2a’yz + 2b’zx + 2cay 


eine positive Form und D ihre Determinante, so erfüllen die Werte 
%, y, 2, welche die Ungleichheit 


fay,2)<1 


befriedigen, nur ein endliches Gebiet der dreifach unendlichen Mannig- 
faltigkeit aller x, y, 2; diese Ungleichheit begrenzt also einen end- 
lichen Raum, welcher offenbar den Nullpunkt des Gitters zum Mittel- 
punkte hat. Gleiches gilt von der Ungleichheit 


Fi®, %; 2). 


Für hinreichend kleine ? wird der so begrenzte Raum keinen 
Gitterpunkt außer dem Nullpunkte enthalten; läßt man sodann ? all- 
mählich wachsen, so wird ein Augenblick kommen, wo zum ersten- 
mal mindestens ein Paar von Gitterpunkten auf die Fläche tritt; dies 
geschehe für = M, und «,, @,, &, seien die zugehörigen Werte von 
2,y, 2 für solchen Gitterpunkt P,. Liegt nun nicht noch ein anderer 
Gitterpunkt außerhalb der Richtung OP, auf der Fläche, so kann 
man # weiter wachsen lassen, bis es geschehen muß, daß zuerst ein 
solcher Punkt P, mit den Bestimmungsstücken ß,, ß,, ß, auf die 
erweiterte Fläche tritt; dies geschehe für = M,, so daß M, > M, 
ist, wo das Gleichheitszeichen dem Falle entspricht, daß für = M, 
außer P, und seinem Gegenpunkte noch ein anderer Gitterpunkt auf 
der früheren Fläche liegt. Ebenso wird es nun einen kleinsten Wert 
t= M,> M, geben, so beschaffen, daß bei neuer Ausdehnung der 
Fläche bei ihm zuerst ein außerhalb der Ebene OP,P, liegender 
Gitterpunkt auf die Fläche tritt, dessen Bestimmungsstücke Yı Ya Ps 
seien. Durch die Substitution 


= uX+pY+yZ 
y-=@X-+ RY+ YaZ 


=; X+BY+9Z 
14 * 
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mit nicht verschwindendem Modul, dessen absoluter Wert d heiße, 
erhält man eine Gleichung 


(77) fo,y2)=F(X,Y,Z,), 
in welcher 


FEXLZ-AZ:HBYP +02 +21 YZI2BZX DONE 


eine quadratische Form mit der Determinante D=d?- D und den 
Koeffizienten 

A=F(1,0,0)=f(e, %%)= MP 

B=F(,1, 0) Ex: (Bi, Ps ß;) 2 

Oi FO, 0,1)= ru Y» Y3) 5% M,% 
ist; durch eventuelle Veränderung des Vorzeichens einer oder zweier 
der Unbestimmten X, Y, Z kann man, ohne daß der Wert d sich 
ändert, es erreichen, wie in Nr. 8 gezeigt ist, daß die Koeffizienten 
4A’, B’, CO’ entweder alle drei negativ oder alle drei nicht negativ 
werden. Beachtet man, daß einerseits 
den Werten X, Y=0, Z=0 die Punkte «, y,2 auf OP, 
den Werten X, Y20, Z=0 die Punkte x, y, 2 der Ebene OP,P, 

außerhalb OP,, 

den Werten X, Y, ZZ 0 die Punkte x, y, z außerhalb OP, P, 


und andererseits ganzzahligen X, Y, Z auch ganzzahlige x, y, z ent- 

sprechen, so leuchtet ein, daß A, B, © die kleinsten Werte von F für 

diese drei Kategorien ganzzahliger Werte X, Y, Z sein müssen. 
Dies vorausgeschickt, stellen wir F(X, Y, Z) in der Gestalt dar: 





(78) FX,Y,Z=H+r7+, 
wo 
Kr C B - 
= X ea a 
& VA He eh 
AB — C’” AA’— BC 
ee a Bug 
{ A T 7aaB= 0 
- 
= V a5 3 2 
ist, und betrachten den Ausdruck 
(19) en d-E+EtT 


Für die ganzzahligen X, Y, Z der ersten Kategorie verschwinden 
n, &, und es wird !=&?5 A, wobei für den Punkt P, das Gleich- 
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heitszeichen eintritt; demgemäß wird = e >1; für die ganzzahligen 

X, Y,Z der N Kategorie wird&=0, F=22+n?5B, also, weil 
2 

B>4s,9=-7 +75 " ae sm: >1; für die ganzzahligen X, Y, Z 


der dritten Klkgorie endlich ist !=-EP++EP5S0C, also, da 
C>SB>A ist, 
p nz e& br rn kan ee il, 


Hieraus folgt, daß die a 
0 in 


einen ellipsoidischen Raum bestimmt, der offenbar den Nullpunkt 
zum Mittelpunkt, den Gitterpunkt P, auf seiner Begrenzung, im 
übrigen aber keinen Gitterpunkt in seinem Innern hat. Wird dieser 
Raum nun im Verhältnis von 2:1 zusammengezogen und dann vom 
Nullpunkt nach jedem Gitterpunkte durch Parallelverschiebung ver- 
setzt, so werden alle diese Ellipsoide nur aneinanderstoßen, aber 
nicht ineinander dringen können, und das Verhältnis zwischen dem 
von ihnen allen eingenommenen Teile des Raumes zum Gesamtraume 
wird bei festgehaltener Form f(x, y, 2) von dem zugrunde gelegten 
Raumgitter abhängig sein. Steht es nun fest, daß es, wie letz- 


teres auch gewählt werde, die obere Schranke Sr: nicht 


überschreiten kann, so besteht, unter J den Inhalt des Ellipsoids 
(80) in den Größen x, y, z, d.i. das über dasselbe erstreckte Integral 


J= | dxdydz 


verstanden, die Ungleichheit 





Andererseits ist die Funktionaldeterminante der x, y, z nach den 
X, Y, Z absolut gleich d, diejenige der X, Y, Z nach den &, n, & ab- 


solut gleich 75 = A; , also 
1 z) 


wenn letzteres Integral auf alle die Ungleichheit (80) erfüllenden 
&,n, & erstreckt wird. Daher ergibt sich 
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und daraus 


(81) ABC=Z2D. 


Vergleicht man ferner in (78) beiderseits die Koeffizienten von Y? 
und von 2°, so findet man 
7 ins re 
Dre eu U 3 Fu 
also 


ABCSdD 


und wegen (81) die Ungleichheit d <2, was, da d ganzzahlig und 
ein von Null verschiedener absoluter Wert ist, d=1 liefert. Dies be- 
deutet, daß die Form F’ äquivalent ist mit /. In der Form F waren 
A<BX<C und für die drei obengenannten Kategorien der ganz- 
zahligen X, Y, Z | 
(82) F(X,0,0)>4A, F(X,Y,0)SB, F(X,Y,2)S C. 

X 20 Yz0 Zz) 


In diesen unendlich vielen Ungleichheiten sind die nachstehenden 
als besondere enthalten: | 


(8a) F+L,1,0)>B F+LOI)>0 FO,+LI>SC, 
welche auch geschrieben werden können: 
A4>2]0\, 4>2|B|, B>2|4; 
sowie auch diese: 
(836) F+l,+1,D)>0 
die mit der folgenden: 


A+B+284 +2:B +20 50 


übereinkommt, in welcher Öd, e Einheiten bedeuten. Diese Ungleich- 
heiten zusammen mit A< B<C charakterisieren aber die Form F' 
als eine Seebersche Reduzierte und gestatten demnach unsere 
Ergebnisse in den Satz zusammenzufassen: 

Jede positive ternäre quadratische Form f(x, y, z)isteiner 
SeeberschenReduzierten F(X,Y,Z)äquivalent,undin dieser 
ist der Beziehung (81) gemäß das Produkt der drei Haupt- 
koeffizienten nicht größer als die doppelte Determinante. 

An späterer Stelle (Kap. 9 Nr. 4) soll gezeigt werden, daß aus den 
besonderen Bedingungen (83a) und (83b) umgekehrt die sämtlichen 
Ungleichheiten (82) hervorgehen. 

18. Nachdem diese Sache erledigt ist, sei jetzt ein räumliches 
Gitter mit den Grundpunkten a, b,c gegeben. Jeder Punkt &, n, & des 
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Raumes wird dann, wie in Nr. 1, durch drei Gleichungen 
(&4) 5=-artpy+tys, n=metßytrNsG Semc+ßYy+ Y2 


bestimmt, in denen «, &,, &; ß, By Ps; 9%; Yı, Y% die Koordinaten der 
Grundpunkte bedeuten, und die Gitterpunkte &, n, & entsprechen den 
ganzzahligen Wertesystemen der Unbestimmten x, y, 2. Um den Null- 
punkt des Gitters denke man sich einen nach außen überall konvexen 
Raum oder Körper abgegrenzt, der ihn zum Mittelpunkte hat, was 
— wie in Nr. 12 — geschehen kann, indem man seine Oberfläche 
durch eine Strahldistanz @(&, n, &) bestimmt, die dort überall einen 
konstanten Wert Ü habe, so daß für alle Punkte im Innern oder 
auf der Oberfläche des Körpers 


p(E, N, 8) < C, 
für alle äußeren Punkte 


p(&,n,9)>0 


ist. Derselbe Raum oder Körper werde um jeden anderen Gitter- 
punkt abgegrenzt. Sind diese Körper, d.h. ıst die Konstante Ü hin- 
reichend klein, so werden sie voneinander getrennt sein. Beim Wachsen 


i \ . M _. 
von C bis zu einem gewissen Werte Ü— —_ wird es geschehen, dab 


Berührungen zwischen ihnen eintreten, nämlich dann, wie in Nr. 11 
bemerkt wurde, wenn zuerst ein oder mehr als ein Gitterpunkt in 


die Fläche p(£, n, &) A 20 ER 


hineintritt, d. h. wenn diese Gleichung durch einen oder mehrere sol- 
cher Gitterpunkte &, n, & erfüllt wird; und bei weiterem Wachsen 
von CO, wenn es dann also Gitterpunkte gibt, für welche 


| 96920 
ist, werden die Körper übereinandergreifen. Die Bedingung, daß sie 
für ein bestimmtes C völlig getrennt sind, wird also darin bestehen, 
daß für jeden Gitterpunkt außer dem Nullpunkte 


9(85,7,9)>2C 


sei. Hierbei kann C—= ! gedacht werden, wenn die Strahldistanz 
passend bezeichnet wird, und somit können wir sagen: 

Denkt man sich um den Nullpunkt als Mittelpunkt einen 
Körper K abgegrenzt, indem man für eine Strahldistanz 
p(&,n,8) die Ungleichheit 


(85) a 


aufstellt, und legt man um sämtliche Gitterpunkte den 
gleichen Körper, so ist die Bedingung dafür, daß diese 
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Körper voneinander getrennt sind, der Umstand, daß für 
jeden Gitterpunkt außer dem Nullpunkte 


(86) End) >1, 
d.h., daß im Innern des durch die Ungleichheit 
(87) 96, H)Z1 | 


bestimmten Körpers 8 kein Gitterpunkt enthalten sei. 
Setzt man in (86) für &,n, & ihre durch (84) gegebenen Werte, so 


verwandelt sich p in eine gewisse Funktion von &, y, 2: 
(88) 5,n,)=fl@,y 2), 


und der erwähnte Umstand ist gleichbedeutend mit dem anderen, daß 
für jedes von Null verschiedene ganzzahlige Wertesystem x, %, 2 
die Ungleichheit 
(89) f,y,2)>1 
erfüllt sei. 

Da auf jeden Gitterpunkt einer der Körper K, deren gemeinsamer 
Inhalt .J heiße, andererseits je ein Grundparallelepiped kommt, dessen 
Inhalt A genannt werde, und da diese zusammen den Raum einfach 


und lückenlos, jene aber nur teilweise erfüllen, so muß - das Ver- 


hältnis zwischen dem von den Körpern erfüllten und dem gesamten 
Raume und 

(90) J<A 

sein. Die von uns gesuchte dichteste Lagerung der Körper 
K wird man erhalten, wenn man, den Körper X, d. i. die Un- 
gleichheit (85), sowie die für die Ungleichheit (89) ange- 
setzte Bedingung festhaltend, das Gitter so einrichtet, daß 


das Verhältnis < einen möglichst großen, d.h. daß A einen 


möglichst kleinen Wert erhält. 

19. Enthält nun die Fläche % des Körpers 8 noch keinen Gitter- 
punkt, so kann man offenbar das Grundparallelepiped A des Gitters 
durch Zusammenrücken seiner parallelen Ebenen so verkleinern, daß 
schließlich ein Gitterpunkt A und sein Gegenpunkt W’ auf die Fläche 
tritt, denn die Bedingung (89) mit der aus ihr folgenden Ungleich- 
heit (90) kann bei unendlicher Abnahme von A nicht dauernd er- 
füllt bleiben. Wenn dann nicht schon ein außerhalb AOX’ gelegener 
Gitterpunkt auf % vorhanden ist, so wähle man nach Belieben zwei 
weitere Gitterpunkte 3, &, welche mit W nicht alle drei in einer 
Ebene liegen; sie bilden die Grundpunkte eines dem gegebenen Gitter 
eingelagerten Gitters, und es seien A, B, ( die Grundpunkte des dem 
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letzteren angepaßten ursprünglichen Gitters; offenbar fällt A mit 
mit A zusammen, da sonst A im Innern von Sl liegen müßte. Nun 
ziehe man das Grundparallelepiped A noch weiter zusammen, indem 
man die Punkte B, Ü gegen O rücken läßt, bis, was wieder aus glei- 
chem Grunde wie zuvor notwendig endlich geschehen muß, ein wei- 
terer Gitterpunkt ®, nebst seinem Gegenpunkte B,’, die außerhalb 
der Geraden A OX’ liegen müssen, auf die Fläche % tritt. Wenn dann 
nicht schon ein dritter Gitterpunkt nebst seinem Gegenpunkte auf 
% befindlich ist, die außerhalb der Ebene \O®B, liegen, so wähle 
man irgendeinen außerhalb der letzteren gelegenen Gitterpunkt G;; 
dann bilden A, ®,,&, die Grundpunkte eines dem ursprünglichen 
Gitter eingelagerten Gitters, und man kann jenes wieder dem letzt- 
genannten anpassen; ein Grundpunkt dieses angepaßten Gitters wird 
A-= N, der zweite B in der Ebene AOB,, der dritte C außerhalb 
derselben gelegen sein. Läßt man jetzt das Grundparallelepiped A des 
ursprünglichen Gitters noch weiter abnehmen, indem man Ü gegen 
O rückt, wobei die Gitterpunkte in der Ebene AOB, oder AOB un- 
röndert bleiben, so muß endlich wieder noch ein Gitterpunkt G, 
nebst seinem Gegenpünkte &, auf die Fläche % treten, der nicht ix 
jener Ebene liegt, und somit erhalten wir den Satz: 

Soll die Lagerung des Körpers K und der ihm kongru- 
enten, um die Gitterpunkte gelegten Körper eine dichteste 
sein, so muß jedenfalls das Gitter so bestimmt werden, daß 
auf die Oberfläche des Körpers 8 wenigstens drei nicht in 
einer Ebene gelegene Gitterpunkte W, ®,, &, nebst ihren 
Gegenpunkten W,B,,C, zu liegen kommen, der Körper & 
somit ein ihm eingeschriebenes Oktaeder — es heiße 


Okt. (AB, 6,) 


— enthalte, dessen Eckpunkte Gitterpunkte sind. 
Möglicherweise enthält es mehr als ein solches Öktaeder. Wählt 


man dann unter ihnen eins — Okt. (ABC) — von möglichst kleinem 
Inhalte, so kann dies letztere außer seinem Mittelpunkte und seinen 


Ecken keinen Gitterpunkt mehr aufweisen. Denn, wäre ® noch ein 
von A, B, E und den Gegenpunkten verschiedener ihm angehörender 
Gitterpunkt, so gehörte & auch zu 8 und müßte also jedenfalls auf 
der Oberfläche 5 von 8 liegen; dann wäre aber das Okt. (ABG®) ein 
in $} eingeschriebenes Oktaeder und von kleinerem Inhalte als 
Okt.(AB ©), gegen die Voraussetzung. Nennt man nun ein dem Körper 
R eingeschriebenes Oktaeder, dessen Ecken Gitterpunkte sind, das aber 
außer diesen Ecken und seinem Mittelpunkt keinen Gitterpunkt wei- 


ter enthält, ein Gitteroktaeder, so muß also zur dichtesten 


318 Sechstes Kapitel. Raumgitter u. positive ternäre quadratische Formen 
Lagerung der Körper K das Gitter so eingerichtet werden, 
daß der Körper fein Gitteroktaeder aufweist. 


20. Die Ecken des Gitteroktaeders Okt. (A, ®, €) sind die Grund- 
punkte eines Gitters ©, welches dem ursprünglichen Gitter einge- 
lagert ist. Wir wollen zunächst feststellen, in welcher Beziehung jenes 
zu dem letzteren steht. Zu diesem Zwecke denken wir uns das dem 
eingelagerten Gitter © angepaßte ursprüngliche Gitter G und nennen 
A, .B, C seine Grundpunkte. Für jeden Punkt P des Raumes bestehen 
dann die Vektorgleichungen 

OP=r:-04U+9y-08+3:0€ 
OP=X-0A+Y:-0B+Z-.0C 


und zwischen den Größen r,),3 einer- und den Größen X, Y,Z 
andererseits, wie in Nr. 3 gezeigt, Beziehungen von der Gestalt: 
er 

a 2: y+ 65 

Z= 3% 


(91) 


mit ganzzahligen Koeffizienten, welche den Ungleichheiten 
(93) 0, > 05 0, >0, 0292 15,00, 20 0 = Fr 
2 3 3 


genügen. Die Punkte aber, welche dem Okt. (X,3, ©) angehören, sind 
die Gesamtheit derjenigen, welche die Ungleichheit 


(95) er el+lyI+lal<1 


erfüllen. Nun stimmt A, d. i. der Punkt X=1, Y=Z=0), überein 


mit W, für welchen =1,9=3= 0 ist, und man findet also zu- 


nächst aus (91) SEE 
1 Ti . 


Ferner liegt Bin der Ebene OAXB, für welche 3=0, also auch Z= 0 


ist, und der Durchschnitt dieser Ebene mit dem Oktaeder (95) wird 
wegen (91) durch die Ungleichheit 


ee 
bestimmt. Wäre nun 4, >1, also b,> 2, so ließe sich, da 0<a,<b, 
ist, Y=1 und X so gleich O oder 1 wählen, daß | X — X Zn 
der vorige Ausdruck also <; +3 =1 wird, und der Gitterpunkt 
X=0,1; Y=1; Z=0 gehörte jenem Durchschnitt an, was nicht 
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sein kann, da er vom Punkte 8, für welchen r=0,9=1,3=0, 
d.h.X=a,Y=b,>1, Z=0 ist, verschieden ist. Also muß 


d,=1 und folglich a, = 0 
sein. Somit nimmt die Ungleichheit (93) die Gestalt an: 
(94) ne azı+ 7-22 +2 z1 


‚Entweder ist nun ,=1. Dann hätte man stattder Beziehun- 
gen (91) die folgenden 


(95) X=}, Y=), Z=} 


und daher wäre das Gitter ® identisch mit dem Gitter G, 
d.h. nur eine andere Parallelgestalt des ursprünglichen 
Gitters. 

Oder ec, ist größer als 1. Ist es alsdann ungerade, alsog=2d+1, 
d>0, so ergäbe sich, wenn dann Z=1, X und Y aber gleich O 
z, r-a <z wer- 
den — was wegen (92) geschehen kann — der Ausdruck zur Linken 
in (94) gleich oder kleiner als 


d d 1 
safı Tsarı Taarı 


oder 1 so gewählt werden, dad X — By | 
€, | 


—ı 
man erhielte mithin im Punkte X= 0,1; Y=0(,1; Z=1 einen dem 
Gitteroktaeder angehörigen Gitterpunkt, der auBerHatt der Ebene 
OAB gelegen und von E verschieden ist, da für letzteren Punkt 
tr=-0,y9=0,;3=1,also X=a, Y=b, Z=«>list. Dieser 
Fall ist also unmöglich. Wäre aber ,>1 und gerade, ,=2d, 
so ließen sich für Z= 1 die Werte X, Y gleich OÖ oder 1 so wählen, 


dab |X- |<, 
einmal das Ungleichheitszeichen gelten, wenn nicht gleichzeitig 


a,—=b,=d, ,=2d ist. Dann ergäbe sich aber der Ausdruck 
zur Linken in (94) gleich oder kleiner als 


d-D+d+1_ | 
ar 2d 47 





1 s N . 
— werden. Hierbei wird wenigstens 








und X=0,1; Y=0,1; Z=1 wäre ein dem Gitteroktaeder ange- 
höriger Gitterpunkt, der nicht in der Ebene OAB gelegen und von 
& verschieden ist, was nicht sein kann. Ist aber = b, = d, 
c,=2d und d>1, somit nach (91) & der Punkt X=d, Y=d, 
Z=2d, so läge der Gitterpunkt X=1, Y=1, Z=2 auf der Strecke 
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OG, also innerhalb des Gitteroktaeders, was wieder nicht sein 
kann. Demnach muß d=1, also 


„= u=l,,=2 
sein, und die Formeln (91) erhalten die Gestalt: 
(96) X=-:+3, Y=-y+y Z=2} 


Da hier X, Y, Z nicht nur für alle ganzen Systeme r, 4, 3, sondern 
auch, wenn £+ 4,9 -+ 5, 3+ 5 ganzzahlig sind, ganzen Zahlen gleich 
werden, so muß man, um das ganze ursprüngliche Gitter zu 
erhalten, zu dem eingelagerten Gitter ® noch dasjenige ihm 
gleiche hinzunehmen, das durch seine Translation nach 
den Mittelpunkten seiner Parallelepipeda erhalten wird. 

Hiernach gibt es zweierlei Arten von Gitteroktaedern: 
Das der ersten Art, für welches die Gleichungen (91) die Gestalt 
(95) haben und das ein mit dem ursprünglichen zusammenfallendes 
Gitter gibt, und das der zweiten Art, für welches die Gleichungen 
(91) von der Form (96) sind und das entsprechende Gitter nur die 
Hälfte des ursprünglichen Gitters ausmacht. Die Determinante 
der Gleichungen (91) ist diesen beiden Arten entsprechend 
gleich 1 bzw. gleich 2. 

21. Wir denken uns jetzt wieder das ursprüngliche Gitter, um 
seine Gitterpunkte die kongruenten Körper K abgegrenzt und nun 
unter steter Verminderung des Grundparallelepipeds A das Gitter 
bereits so verändert, daß ein Gitteroktaeder Okt. (A, 8, €) auf 8 zu 
liegen kommt. Legen wir dann statt des ursprünglichen Gitters wei- 
terhin das ihm eingelagerte Gitter mit den Grundpunkten A, B, € 
zugrunde, so daß jeder Punkt &, 7, & des Raumes durch Gleichungen 
von der Gestalt 


E=ar+ßBy+Y, nei +tßytrNs eWmitßYyHt Y 


bestimmt wird, so dürfen wir — unter p(&, n, &) die den Körper X 
bestimmende Strahldistanz verstehend, welche durch Einführung der 
Größen x, 4, 3 statt &,,& in F'(x, y, 3) sich verwandele. — die Bedingung 
dafür, daß die Körper X voneinander getrennt sind, dahin aussprechen, 
daß für jeden Punkt des gegebenen Gitters, ausgenommen seinen 
Nullpunkt, 


(97) Foya)>l1 


sein muß; dabei bestehen, da X, ®, € auf der Oberfläche 5 von R 
liegen, für die ihnen zugehörigen Werte von x, ), 3 die Gleichungen: 


(38) F(1,0,0%)=1, F(0,1,0=1,F(0,0,1)=1 
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Ist das Gitteroktaeder von erster Art, so hat die Ungleichheit (97) 
entsprechend den dann geltenden Gleichungen (95) für alle ganz- 
zahligen r, 4, 3 zu bestehen; für ein Gitteroktaeder zweiter Art treten 
aber nach den Formeln (96) noch die sämtlichen Ungleichheiten 


(99) A ee 


für alle ganzzahligen x, y, 3 als erforderlich hinzu. 

Diese unendlich vielen Bedingungen sind aber sämtlich erfüllt, wenn 
nur eine gewisse endliche Anzahl derselben erfüllt ist. Um dies zu 
zeigen, betrachten wir zuerst den Fall eines Gitteroktaeders erster Art 
und heben die nachstehenden von ihnen heraus: 


REN E01, Fi+l, 0, E>L,.F(0, +1, #1)>1, 


100 is 
Se F+l,+31.+1)51 


Dann werden alle übrigen Bedingungen (97), in denen wenigstens 
eine der Zahlen x, Y, 3 gleich oder größer als 2 sein muß, ausgenom- 
men die folgenden: 


(101) F(+1, +1, +2)>1, F+1, +3, +1)51, F(+3,41,+1)51 


schon von selbst erfüllt sein. Wäre nämlich für einen Gitterpunkt 
t=ay=b,3- c dieser Art 


Flab,)<1l, 


wobei man, wenn die Koordinatenachsen passend bezeichnet und die 
Richtungen der positiven Halbachsen geeignet gewählt werden, 


Nabe td 
annehmen darf, so wäre dieser Gitterpunkt 3 und das ganze 
Okt. (AB RP) 


innerhalb St gelegen, und es bestände für die Punkte desselben ent- 
sprechend der Formel (94) die Ungleichheit 


EL BE CH BAUR BR 
B ar <l; 


aus Ihr aber erschlösse man ganz ebenso wie in voriger Nummer, daß, 
falls nicht a=d,b=d, c=2d ist, einer der Gitterpunkte t=0,1; 
y=0,1;3=1 innerhalb f läge, was den vorausgesetzten Bestim- 
mungen (100) zuwiderläuft. Setzt man aber noch die Bedingungen 
(101) als erfüllt voraus, so wird auch der eben ausgeschlossene Fall 
für ein d>1 unzulässig, und demnach ist jede der unendlich vielen 
Ungleichheiten (97) eine notwendige Folge von den endlich vielen Un- 
gleichheiten (100) und (101) unter ihnen. 
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Im Falle eines Gitteroktaeders der zweiten Art genügen sogar 
schon die Ungleichheiten 


| Fey, tn, ty)>1 

zusammen mit den Bestimmungen (98), um das Bestehen der sämt- 
lichen Ungleichheiten (97) und (99) zu sichern. Doch unterlassen 
wir hier die Begründung dieses Ausspruchs, da wir den genannten 
Fall für unseren Zweck nicht gebrauchen und deshalb hinfort von 
ihm absehen. 

Nachdem dies festgestellt ist, leuchtet nun ein, daß eine weitere 
Veränderung des ursprünglichen Gitters zu dem Zwecke, eine Ver- 
minderung seines Grundparallelepipeds zu erreichen, unter Wahrung 
der Bedingungen (98), (100) und (101) nur so weit angängig ist, bis 
in möglichst vielen dieser Bedingungen das Gleichheitszeichen ein- 
tritt. Alsdann wäre eine dichteste Lagerung der Körper X erreicht. 
Durch eine genauere Erörterung dieser Frage, -wie sie Minkowski 
in 86 seiner Abhandlung über die dichteste gitterförmige Lagerung 
kongruenter Körper!) — vgl. Diophantische Approximationen $ 18 — 
gegeben hat, wird gefunden, daB nur drei jener Ungleichheiten in 
Gleichungen überzuführen möglich ist, und daß dafür bei geeigneter 
Bezeichnung und Richtung der positiven Koordinatenachsen 


(102) 0, FLO ZH-T, F-110)=1 


genommen werden dürfen. Die dichteste Lagerung der Körper 
K tritt also ein, wenn das ursprüngliche Gitter so gewählt 
wird, daß die sechs Punkte 


1,0,.0;..0,.1,.0;,,0,.0,.1575:0, —4, 1; 71,:0, — 1 EEE 


nebst ihren Gegenpunkten auf die Oberfläche von fl treten. 
22. Wir nehmen nun im besonderen $ als das Ellipsoid 


&? n* £3 wi 
atmtram! 
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt an. Dann ist zu setzen 
&? 2 2 
6, 9-Va+hr+, 





also 
TIER [ES IESZI WERE TEEAIIEET TEA 


d. h. F?(x, 4, 3) ist von der Gestalt 
ar®+ay+a’z>+ 2by3 +2b3r +2b’ry. 





1) Nachr. der K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, 1904 u. Minkowski, Werke, 
Bd. I, 8. 3. 
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Jetzt ist ein Gitteroktaeder zweiter Art nicht möglich; denn zu- 
nächst folgt aus den Bedingungen (98), die für beide Arten von 
Gitteroktaedern gelten, 
Ber ea. 
Außerdem aber müßte für alle Kombinationen der Vorzeichen 


Feaytntn)>l 


3--2b+2b'-+2b" — 





d.h. 


sein, wo die Vorzeichen so zu kombinieren sind, daß das Produkt der 
mit ihnen genommenen Einheiten gleich 1 wird; wählt man sie dabei 
aber so, daß die den beiden absolut größten der Koeffizienten b, b’, b” 
entsprechenden Teile des Zählers im obigen Bruche negativ werden, 
so wird der ganze Bruch offenbar <?. Somit tritt allein der Fall 
des Gitteroktaeders erster Art ein, und es müssen noch die Bedin- 
gungen (102) erfüllt, d. h. 


2b=1, 2-1, 2 =1 
sein. Im Gitter der dichtesten Lagerung wird also die Gleichung des 


Ellipsoides X 
Pry+stytaEerdd-G 


oder ! a 
Nr +++ ++ W4 

X? ?+Z=}, 
wenn 


Xen ,teodtk Z=EtY 
gesetzt wird. Für den Inhalt .J desselben aber ergibt sich 
T- [araydz=4/dX dYaz, 
wo das letztere Integral über den Bereich 
xX?+ Y?+ 2?<3 





1 
ausgedehnt ist, also J=-_ Var 
Da andererseits das Grundparallelepiped A des ursprünglichen Gitters 
demjenigen des Gitters mit den Ecken des Gitteroktaeders als Grund- 
punkten gleich, also 


12171 


A=-//Jarayy-1 


000 


ist, so wird endlich ERE 


a 3y2 
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und dieser Ausdruck das Verhältnis zwischen dem von den dichtest 
gelagerten Ellipsoiden eingenommenen und dem gesamten Raume 
sein. Dies ist es aber, was gezeigt werden sollte. 


Siebentes Kapitel. 


Der »2-dimensionale Raum. 


1. Statt jetzt nach den positiven ternären quadratischen Formen 
die unbestimmten zu betrachten, erheben wir uns vorerst von dem 
elementaren Gebiete der binären und ternären zu dem höheren der 
allgemeinen quadratischen Formen mit einer beliebigen 
Anzahl n von Unbestimmten, von denen wir wieder die posi- 
tiven zunächst in Betrachtung ziehen wollen. 

Denkt man aber » Unbestimmten &,, 2%, ..., &, alle möglichen 
reellen Werte beigelegt, so erhält man eine » fach unendliche Mannig- 
faltigkeit oder, wie man zu sagen pflegt, einen n-dimensionalen Raum, 
zu welchem die Theorie der allgemeinen quadratischen Formen eine 
völlig analoge Beziehung hat, wie diejenige der ternären zum wirk- 
lichen, unserer Anschauung zugänglichen dreidimensionalen Raume. 
Obwohl nun eben nur der letztere für uns anschaulich und der n-di- 
mensionale nur eine arithmetische Abstraktion ist, wird es doch an- 
gezeigt sein, der Analogie wegen, nach welcher die bisherigen Ergeb- 
nisse sich nur als besondere Fälle der jetzt festzustellenden Tatsachen 
ergeben, entsprechende geometrische Ausdrucksweisen beizubehalten. 

So bezeichnen wir jedes einzelne Wertesystem &,, &,..., x, als 
den Punkt &,,%,..., x, oder abgekürzt als den Punkt (,) des 
Raumes und die n Werte &,, 2, ..., &, als seine Koordinaten. 
Wir fassen letztere als rechtwinklige auf, d. h. wir verstehen unter 
dem Abstande oder der Entfernung zweier Punkte (z,) und (y,) 
voneinander die Quadratwurzel 


VW — a), Ha = ++ (Y, — 2,)°. 


Der Punkt (0), d.i. der Punkt mit den Koordinaten ,=0,,=(), 
..., 2, 0 heißt der Null- oder Anfangspunkt, und sonach ist der 
Abstand des Punktes (x,) vom Anfangspunkte gleich 





Vertarr 
Die absolut größte der Koordinaten &,, &,, ..., &, benennen wir als 
die Spanne des Punktes (x,) vom Anfangspunkte und bezeichnen sie 
durch E(Ox), und allgemeiner durch E(zy) die Spanne des Punk- 
tes (y,) vom Punkte (x,), d.h. den absolut größten der Koordinaten- 
unterschiede 9, — %,, Yg— I :::, Yn%: Hiernach besteht 


Nr. 1. Punkt. Spanne zweier Punkte, Strahldistanz 2395 


offenbar die Beziehung 
1) E(ay) = Eye); 
für zwei verschiedene Punkte (z,), (y,) ist E(xy) von Null 


verschieden und positiv; und, wenn (%,), (y;) zwei andere 
Punkte sind, für welche bei positivem { 


y—ı =tu — 2%) 
t=1,2,...,.n 
ist, so wird ' 


(2) Ey) =t: E(ay) 


sein. Sind endlich (z,), (y,), (2) drei voneinander verschie 
dene Punkte, so kann 


=, —Yy)t us — 8%) 
(dl, 2, ...,9) 


gesetzt werden; da hiernach 


BZ, vl] 
G=1,2,...,9) 


gefunden wird, kann jede der n Differenzen zur Linken, also auch 
deren größte gewiß die Summe aus der größten der Differenzen 
|2; — y;| und der größten der Differenzen |y, — z;|, d. h. die Summe 
E(yz) + E(xy), nicht übersteigen, und somit ergibt sich die Un- 
gleichheit 

(3) E(xe) Z Ey) + Ey2). 


Diese für die Spanne E(xy) nachgewiesenen Eigenschaften entsprechen 
vollständig denjenigen, welche im vorigen Kapitel als charakteristisch 
für eine Strahldistanz aufgestellt worden sind. Bezeichnet man 
daher als Strahldistanz im n-dimensionalen Raume jede 
Funktion $(xy) der Koordinaten zweier Punkte (z,), (y,) des- 
selben, welche für jedes Punktepaar einen endlichen Wert 
und die soeben für die Spanne nachgewiesenen drei Eigen- 
schaften hat, so sieht man in der Spanne E(xzy) das ein- 
fachste Beispiel einer solchen. 

2. Ein Teil R des ganzen n-dimensionalen Raumes soll 
ein bestimmter endlicher Raumteil heißen, wenn fürjeden 
Punkt (z,) festgesetzt ist, ob er zu ihm gehört oder nicht, 
und wenn die einzelnen Koordinaten z, seiner Punkte 
zwischen bestimmten endlichen Grenzen enthalten sind. 

Nennt man ferner Umgebung eines Punktes (z,) die Gesamt- 
heit aller Punkte, deren Abstand von (x,) eine hinreichend kleine 

Bachmann, Zahlentheorie IV 2 15 
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Größe Ö nicht überschreitet, so zerfällt die Menge aller Punkte des 
Raumes in die Gesamtheit aller inneren Punkte von AR, welche 
samt ihrer Umgebung zu R gehören, aller äußeren Punkte, die 
samt ihrer Umgebung nicht Punkte von R sind, und aller Ober- 
flächenpunkte, deren Umgebung nur teilweise R angehörig ist. 
Diese letzteren Punkte werden wir im allgemeinen als zu R gehörig 
betrachten. 

Der einfachste Raumteil der gedachten Art ist der Würfel. Zu 
seiner Definition bedarf es eines anderen Begriffes, des Begriffes der 
Ebene. Wir verstehen in Analogie mit dem dreidimensionalen Raume 
unter einer Ebene E die Gesamtheit der Punkte (x,), deren Koordi- 
naten durch eine lineare Gleichung 


(4) 42%, +40 +44, = 0 
miteinander verbunden sind; diese Gesamtheit bildet eine im »-dimen- 
sionalen Raume (» — 1)fach unendliche Mannigfaltigkeit. Zwei 
Ebenen E, E’, deren Gleichungen 

A,2, + As +: + 4,2, =C 

A, +4%+:::+4,.,= 0 
sich nur im konstanten Gliede unterscheiden, sollen Parallelebenen 
heißen. Demgemäß bezeichnet eine Gleichung 

x =k 

eine gewisse Ebene und die Gleichungen 
(5) 0, =-+h u =+2%k,.. 


eine unbegrenzte Schar paralleler Ebenen. Alle Punkte nun, welche 
den n Ungleichheiten genügen: 


(6) 0<a,<k, 

G='1,2).7.,%) 
erfüllen einen endlichen Raumteil, der ein (vom Nullpunkt aus- 
gehender) Würfel mit der Kante k heißen soll. Der ganze unend- 


liche Raum wird in solche Würfel zerlegt, wenn man durch die all- 
gemeineren Ungleichheiten 


(7) a+hk<z2m,<a+(h,+ 1)k 

| Ve ey 
einen vom Punkte (a, + h,k) ausgehenden Würfel mit der Kante k 
bestimmt und die h, alle ganzzahligen Werte durchlaufen läßt. 


So werden auch alle Punkte eines gegebenen endlichen Raumteils 
R in einer offenbar endlichen Anzahl solcher Würfel enthalten sein, 
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von denen eine gewisse Anzahl ;j ihrerseits ganz in R enthalten sein 
wird, während möglicherweise eine weitere Anzahl 0 derselben es nur 
teilweise ist. Dementsprechend sei 


J=j-k", J+O0=(j+o)k*. 

C. Jordan) hat den allgemeinen Nachweis geführt, daß bei un- 
endlicher Abnahme der Kante k, mit welcher ersichtlich ein unend- 
liches Wachsen von j und im allgemeinen auch von o verbunden ist, 
jede der Größen J und J+ O0 sich einem bestimmten Grenzwerte 
nähert, der jedoch nicht für beide der gleiche zu sein braucht. Wenn 
aberbeide@rößen gegen denselbenGrenzwertkonvergieren, 
so gibt der letztere die Definition für das Volumen oder 
den Inhalt des Raumteiles R. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ist, daß 
(8) 0. Kk" 
mit unendlich abnehmendem % gegen Null konvergiert. H. Weber hat 
in seiner Algebra, 2. Aufl., Bd. II, $ 184 Voraussetzungen mitgeteilt, 
unter welchen dies gewiß der Fall ist. Der Raumteil % wird im all- 
gemeinen ähnlich wie im besonderen der Würfel durch Ungleich- 
heiten bestimmt, denen die Koordinaten seiner Punkte genügen 
müssen und denen die Form | 


Dia, rk) < OÖ 
gegeben werden kann. Die einzelnen Gleichungen 

F(&,2,.--, x.) = 0 
bestimmen dann die Begrenzungs- oder Oberflächenstücke des 
Raumteils. Gesetzt nun, solcher Begrenzungen wäre nur eine end- 


liche Anzahl vorhanden und in jeder von ihnen sei eine Koordinate 
etwa x,, eine stetige Funktion 


L, zu pt, Tg, CN) Me) 


der übrigen oder des Punktes (8), der durch diese im (n — 1)-dimen- 
sionalen Raume bestimmt ist, also kürzer 


Un = p(8), 


und diese Funktion p habe in jedem Punkte (&) nach jeder Rich- 
tung von (&) aus einen bestimmten endlichen Differentialquotienten, 
derart, daß, wenn (8) ein Punkt der Umgebung von (£) und o seine 
eesmink von (8) ist, der Ausdruck 


(Ed) — pH) 
E 


1) C. Jordan, Remarques sur les integrales definies, Journal des Mathem. 
BB, p. 77. 
15* 
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mit unendlich abnehmendem o gegen einen bestimmten endlichen 
Grenzwert konvergiert, so wird, wie Weber a.a. O. gezeigt hat, 


lmokt=0. 
k=0 


Bei den Raumteilen, welche wir fernerhin zu betrachten haben wer- 
den, wird man leicht erkennen können, daß die Weberschen Voraus- 
setzungen erfüllt sind. Demnach dürfen wir für unsere Zwecke 
definieren: Das Volumen oder der Inhalt eines Raumteiles R 
ist der Grenzwert 

(9) Je un jkr. 


Dem Begriffe eines bestimmten mehrfachen Integrals zufolge darf 
man dafür auch setzen 


(10) I [ar,dz, ... da, 


wenn die Differentiale positiv gedacht werden und die Integration 
auf alle dem Raumteil R angehörigen Punkte (x,) erstreckt wird. 
Hieraus ergibt sich als einfachster Fall für das Volumen eines 
Würfels mit der Kante X der Wert 


(11) J= Kr. 
Sind ferner 
(12) lt kat + n%, 


el 2, 


n Linearformen mit reellen Koeffizienten, deren Determinante A von 
Null verschieden gedacht werde, so begrenzen offenbar die Ungleich- 
heiten 


(13) 1,<&<u 


einen endlichen Raumteil, der von n Paaren je zweier Parallelebenen 
&, ar A, F m u, 


begrenzt wird und deshalb als Parallelepiped bezeichnet werden 
darf. Es leuchtet ein, daß für ihn die Weberschen Voraussetzungen 
erfüllt sind. Um seinen Inhalt zu finden, muß das Integral (10) über 
alle den Ungleichheiten (13) genügenden Punkte (x,) erstreckt werden. 
Nun läßt sich das Integral mit Benutzung der Funktionaldetermi- 
nante schreiben: 


= LAG 2UE. DEREEE.29 
ı- [| GEM Es e} atıak, a 
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wo jetzt die Integration über alle den Ungleichheiten (13) genügenden 
£, zu erstrecken ist. Da zudem 


Aal) 41 
EEE A 


ist, findet sich sogleich als Inhalt des Parallelepipeds der Aus- 
druck 


I : 
(14) A| ; (u, EZ; A,) (Us 227 A,) m; (M, HT 1,)- 
Insbesondere wird der Inhalt des durch die Ungleichheiten 
(13) eh 


G=1,2,...,%) 
bestimmten Parallelepipeds gleich 
„ar 
(14 a) A’ 

3. Fassen wir nunmehr von allen Punkten (z,) nur diejenigen 
mit ganzzahligen Koordinaten ins Auge. Sie bilden die Git- 
terpunkte eines n-dimensionalen Raumgitters, dessen ele- 
mentares Parallelepiped der durch die Ungleichheiten 
(15) 0<m<i 

Ger, 2%..,n) 
bestimmte Würfel ist; das Gitter zerlegt also den ganzen Raum ın 
lauter solche kongruente Würfel. Es sei nun $(xy) eine gegebene Strahl- 


distanz und für S(0x) zur Abkürzung S(x) gesetzt. Dann ist S(x) 
nach der zuvor gegebenen Definition der Strahldistanzen eine Funktion 


a) = Fa, day, %, 
der Punktkoordinaten von der Beschaffenheit, daß sie für jedes von 
(0, 0,..., 0) verschiedene Wertsystem der Koordinaten positiv, im 
Nullpunkte Null, und daß für jedes positive ? 
(16) flta,, y., )t fl, Bar, iu) 
ist; ferner muß 
(17) f(@ +Y, X + Ya, ri) <a, Xg, a %,) 

+ f(Yı> Yas - - > Im) 
sein. Sie hat zudem noch (vgl. (1)) die Eigenschaft, daß 
S(— x) = S(&) 

oder 


(18) ae et ie ee) 
ist. 
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Offenbar wird durch die Ungleichheit 
(19) Sa)<1 
ein endlicher Raumteil begrenzt, welcher den Nullpunkt in sich ent- 
hält und eine durch die Gleichung 
(19a) S(z) =1 
bestimmte Oberfläche hat. Letztere soll die Aichfläche, der Raum- 
teil selbst der Aichkörper der Strahldistanz genannt werden. 
Der Beziehung (18) wegen enthält dieser Körper mit jedem Punkte 

(Mi) ER, Day =. 5 Du 

auch den sogenannten Gegenpunkt 


a 


und darf daher als ein Körper mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt bezeichnet werden. Nun ist durch jeden Punkt (z,) eine be- 
stimmte vom Nullpunkte ausgehende Richtung festgesetzt, wenn 
man darunter die Gesamtheit aller Punkte (t«,) für {> 0 versteht; 
allgemeiner bestimmt jedes Punktepaar (z,), (y,) eine von 
(x,) ausgehende Richtung durch die Gesamtheit der Punkte 


(20) u +ty,—@), >00. 

(1,2, ...,®) 
Die Punkte der Aichfläche bestimmen alle möglichen vom 
Nullpunkte ausgehenden Richtungen, denn jede von ihnen ent- 


spricht einem gewissen Punkte (z,); hat für diesen die Strahldistanz 
den Wert s, | 
S@)=s, 


so wird nach (16) % 
| sg)! 


d.i. r ein Punkt der Aichfläche und auf der durch diesen be- 


stimmten Richtung der Punkt (x,) und alle Punkte seiner Richtung 
zu finden sein. Allgemeiner wird offenbar durch die Ungleichheit 


(19) | Say) 1 


ein um den Punkt (x,) abgegrenzter, dem Aichkörper (18) völlig kon- 
gruenter Aichkörper mit der Aichfläche 


(19ec) S(ay) =1 


bestimmt, dessen sämtliche Punkte alle vom Punkte (x,) ausgehenden 
Richtungen definieren. 
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Insbesondere betrachten wir die Strahldistanz Z(x) und den ihr 
entsprechenden Aichkörper 


E(2)<1. 


Er ist nichts anderes als die Gesamtheit der Punkte (x,), deren Ko- 
ordinaten absolut nicht größer sind als 1, d.h. durch die Ungleich- 
heiten 
(21) az a! 

=1,2,...,n) 


bestimmt sind; er ist also ein um den Nullpunkt als Mittelpunkt ge- 
legener Würfel mit der Kante 2. Die ihn begrenzende Aich- oder 
Würfelfläche Ela) =1 


ist die Gesamtheit derjenigen der gedachten Punkte, bei denen in den 
Bedingungen (21) wenigstens eins der Gleichheitszeichen zu 
nehmen ist. Auf ihr liegen insbesondere die Gitterpunkte 


=-H+t1l, ,=0 
Gk=1,2,...,n;k#)). 


Für jeden ihrer Punkte hat eine jede Strahldistanz $(x) je einen 
bestimmten endlichen Wert und wird also auf ihr zwischen einem 
kleinsten und einem größten positiven Werte k bzw. g enthalten sein, 
Zugleich aber ist dort überall E(x) =1, folglich wird für jeden 
Punkt (z,) der Würfelfläche 


k. BE) ZS(@) Zg- Ela) 
— Ss pe 
(22) Zu. <g 
sein. Da aber nach dem zuvor Gesagten durch alle Punkte (x,) der 
Fläche £(x)=1 sämtliche vom Nullpunkte ausgehenden Richtungen, 
mit allen Punkten (tx,) für £>0 demnach sämtliche Punkte des 
Raumes gegeben sind und nach den Eigenschaften der Strahldistanzen 
S(tx) __ SC) 
E(x) E(«) 
ist, so werden die Ungleichheiten (22) nicht allein für alle Punkte 
der Würfelfläche, sondern ganz allgemein für jeden Punkt (z,) er- 
füllt sein. 
Sei nun 


oder 








Kurbel u Va nr Yo 
irgendein Gitterpunkt. Dann stellt die Ungleichheit 


Ei) ZIP 


232 Siebentes Kapitel.e Der »-dimensionale Raum 
25(y) 
k 


vor, in welchem jedenfalls ein Gitterpunkt, nämlich der Punkt (y,) 
enthalten ist, weil wegen (22) 


ei 
EZ). 


ist. Da aber in dem endlichen Würfel jedenfalls auch nur eine end- 
liche Anzahl von Gitterpunkten liegen kann, muß für wenigstens einen 
von ihnen — er heiße (&,) — die Strahldistanz $(x) den kleinsten 
Wert $(&) haben. Für jeden außerhalb des Würfels liegenden Punkt, 
insbesondere also auch für jeden derartigen Gitterpunkt (2,) ist aber 


einen um den Nullpunkt abgegrenzten Würfel mit der Kante 


8 
E@)> ; 
daher ist zufolge (22) 


S@)>kER)>SW)> 80), 


und demnach ist S(8) der kleinste Wert, welchen die Strahldistanz 
für alle Gitterpunkte insgesamt haben kann. Für jede Strahl- 
distanz S(x) ist also ein auf alle Gitterpunkte bezügliches 
Minimum vorhanden, das wir mit MS$(x), kürzer mit M be- 
zeichnen wollen. Es kann nicht größer sein als der Wert von 
S(x) für die auf der Fläche E(x) = 1 liegenden Gitterpunkte; für 
letztere aber ist den Ungleichheiten (22) zufolge S(x) < g, und dem- 
nach ergibt sich 

(23) M= MS$(x) <g. 


Offenbar darf man M auch allgemeiner als das Minimum 
der Strahldistanz S(yz) für jezwei Gitterpunkte (y,), (z,) de- 
finieren, da, wenn 

a Ye 


(il 2,5. 1.2) 
gesetzt wird, auch (z,) ein Gitterpunkt und S(yz) = S(x) ist. 


4. Ebenso wie die Ungleichheit (19) den Aichkörper, so bestimmt 
allgemeiner die Ungleichheit 


(24) S(z) = 8(0x)<t 


für jeden positiven Wert von ?t einen endlichen um den Nullpunkt 
abgegrenzten Raumteil oder Körper, und die Ungleichheit 


(25) Say) Zi 


den kongruenten, um den Punkt (x,) abgegrenzten Körper. 
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Setzt man aber 9,—=tx/ füri=1,2,...,n, so ergibt sich 
(25°) (8) Z 1 
und umgekehrt. Demnach darf der Körper (24) als der in allen Rich- 
tungen vom Nullpunkte aus in gleichem Verhältnisse ?: 1 gedehnte 


Aichkörper bezeichnet werden. Sein Volumen Y, d.ı. das über alle 
seine Punkte erstreckte Integral 


Sax, dz, + dd, 


ist offenbar gleich 
ip ‚Sax day 130%, 


wenn dieses Integral über alle Punkte des Körpers (25), d. i. über den 
ganzen Aichkörper erstreckt wird, und somit ist 


(26) V=J-.t. 
Das gleiche Volumen hat der kongruente Körper (25). 
Ist *< M, so enthält der Körper (24) keinen Gitterpunkt, da für 


einen solchen die Strahldistanz S(x) nicht kleiner als M ist. Dem- 
nach findet sich im Körper 


MM 
s0.)<=4 


gewiß kein Gitterpunkt, ebensowenig in dem kongruenten, um einen 
Gitterpunkt (y,) abgegrenzten Körper 


= M 
(27) Sya)<Zy- 
Ist (z,) ein zweiter Gitterpunkt, so können die zwei Körper 
—M ——M 
(28) S(ya) <Zz, Se2) <Z 


keinen inneren Punkt, sondern höchstens Punkte ihrer Oberfläche 
gemein haben; denn, da für zwei Gitterpunkte (Y,), (2,) 


S (y2) ==M; 
andererseits den Eigenschaften einer Strahldistanz zufolge 
(29) S(yz) <S(ya) + 828) 


ist, so kann diese Ungleichheit für einen den beiden Körpern (28) 
etwa gemeinsamen Punkt (x,) nur dann bestehen, wenn in (28) beide- 
mal das Gleichheitszeichen gilt. Ist insbesondere (z,) ein auf der 


Fläche S(yz) — M 
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liegender Gitterpunkt, wie es deren nach voriger Nr. wenigstens einen 
gibt, ist also S(yz) = S(ey) = M, 
so findet sich für den Punkt 
-4,+3@&-y)=-4+3W4 2) 
wel2,.2.n) 
S(yx) = 382) = 


M 
9? 
M 
S(zx) = 38(ay)= 7, 


einerseits 


andererseits 


d.h. der Punkt (x,) ist ein gemeinsamer Oberflächenpunkt der beiden 
Körper (28). 

Hieraus ist zu ersehen, daß, wenn man um sämtliche 
Gitterpunkte ($&,) die einander kongruenten Körper 


(30) SE) <$ 


abgrenzt, gewisse dieser Körper zwar aneinanderstoßen, 
keine zwei derselben aber ineinander eindringen werden. 
Derartige Körper wollen wir mit Minkowski Stufen des Raumes 
nennen; im allgemeinen erfüllen sie nicht den gesamten Raum, son- 
dern werden noch Lücken desselben zwischen sich lassen. 

5. Dies vorausgeschickt, denke man sich den Würfel mit dem Null- 
punkt als Mittelpunkt und der Kante 2m, wo m eine positive ganze 
Zahl sei. Da jede Koordinate eines seiner Punkte zwischen + »n 
enthalten ist, also nur einen der 2m + 1 ganzzahligen Werte 
0, +1, +2,---, +m erhalten kann, so liegen in ihm und auf seiner 
Oberfläche genau (2m + 1)" Gitterpunkte (&,). Um jeden derselben 
grenze man den Körper (30) ab, dessen Punkte — den Ungleichheiten 





zufolge, die aus (22) hervorgehen, wenn man die (z,) durch die 
(&,; — x,) ersetzt — auch der Ungleichheit 


E&)Z 


genügen, also in dem Würfel enthalten sind, der den Punkt (&,) zum 
Mittelpunkt und die Kante - hat. Demnach werden die sämtlichen 


gedachten Körper (30), auch diejenigen, welche um die auf der Wür- 
felfläche mit der Kante 2m gelegenen Gitterpunkte abgegrenzt sind, 
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gewiß in dem größeren Würfel enthalten sein, der um den Nullpunkt 
mit der Kante 2m + = abgegrenzt ist. Folglich wird das Volumen 


dieses Würfels mindestens so groß sein als die Volumina all jener 
Körper zusammengenommen; und, da das Volumen eines jeden von 


ihnen mit Rücksicht auf (24), (26) und (30) gleich 


gefunden wird, so erhält man die Ungleichheit 


(2m + 1:7. (7) < (2m + 3)" 


Läßt man endlich hierin die beliebig gedachte ganze Zahl m unend- 
lich wachsen, so ergibt sich an der Grenze die Beziehung 





(31) J.(7) Z1 
oder I 
32 MZ 
(32) <77 


Diese Ungleichheit spricht einen der fruchtbarsten 
Sätze des Gebietes der Zahlentheorie aus, in dem unsere 
Betrachtungen sich bewegen. Wir deuten sie auf zwei ver- 
schiedene Weisen: 

1. Verstehen wir zunächst unter f(x, ..., %,) eine Funktion 
vo den Eigenschaften, die wir diesem Zeichen in Nr. 3 beigelegt 
haben, so folgt der Satz: Für eine Funktion f(x,, &, ..., &,) der 
bezeichneten Art gibt es stetsmindestensein System ganzer, 
nicht sämtlich verschwindender Zahlen x, &, ..., x, (sowie 
das entgegengesetzte — 2,, —%, '', — %,), für welches 


(83) een 


a 


ist, unter J den Wert des Integrales 


Sazda, ... de, 


verstanden, welches über alle der Ungleichheit 
fa, Lan! 3 %,) 4 1 


genügenden Systeme 2,,%,, ..., 2, erstreckt zu denken ist. 


2. Ist S(x) eine Strahldistanz, so soll der durch die Ungleichheit 
S(z) <t oder S(&x) <t bestimmte Körper ein Strahlkörper mit 
dem Nullpunkte bzw. mit dem Punkte ($,) als Mittelpunkt heißen. 
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Auch mögen ein Punkt (z,) und sein Gegenpunkt (— x,) kurz als 
ein Punktepaar bezeichnet werden. Nun folgt aus (32), wenn 
J= 2" ist, M<], und wenn J> 2” ist, M<1. Daraus schließt 
man folgenden Satz, welcher der allgemeine Ausspruch des 
Minkowskischen Grundsatzes ist: 

Ist das Volumen eines um den Nullpunkt bzw. um einen 
Gitterpunkt (&,)alsMittelpunktabgegrenzten Strahlkörpers 


S@)Z1 bzw. S(ka)Z1 


größer als 2”, so enthält der Strahlkörper in seinem Innern, 
und wenn es gleich 2” ist in seinem Innern oder doch auf 
seiner Oberfläche wenigstens ein Gitterpunktepaar. 

Die in der Formel (17) ausgesprochene Eigenschaft der Strahl- 
distanz ist in Kap. 6 Nr. 12 für den Fall » = 3 als Ausdruck für die 
Eigenschaft des Strahlkörpers, nach außen überall konvex zu sein, 
nachgewiesen worden. Identifizieren wir hiernach auch für den all- 
gemeinen Fall die Begriffe „Strahlkörper“ und „überall konvexer 
Körper“, so stellen sich die Sätze in Kap.2 Nr. 3 und Kap. 6 Nr. 12 
als die einfachsten, den Werten n=2 und n=5 entsprechenden 
Fälle des eben ausgesprochenen Minkowskischen Grundsatzes 
dar. 

6. Die Verallgemeinerung der Betrachtung, welche im vorigen 
Kapitel Nr. 12a ausgeführt ist, leitet uns jetzt sogleich zu einem 
allgemeinen Satze von großer Bedeutung, den man eben- 
falls Minkowski verdankt. 

Seien 
(34) tat td 

(0,1, 2,2. 5,9) 
v> n gegebene Linearformen mit reellen Koeffizienten und sei unter 
ihnen wenigstens ein System von » unabhängigen, d. h. solehen For- 
men vorhanden, für welche die aus ihren Koeffizienten gebildete De- 
terminante nicht verschwindet, dann sind die sämtlichen &, zugleich 
nur dann Null, wenn alle x, verschwinden. Bezeichne 

f& Xp, E22 %,) 
für jeden Punkt (z,) den absolut größten unter den Werten &,. Man 


erkennt alsdann genau wie a.a. O., daß diese Funktion sämtliche 
Eigenschaften einer Strahldistanz hat. Bezeichnet daher J das Integral 


J—[dx,da, dr, 
‚welches über alle der Ungleichheit 
(35) Ä f (&, Lg," x.) zu 
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genügenden Werte der x, erstreckt wird, so gibt es nach 1. der vorigen 
Nr.ganze nicht sämtlich verschwindende Zahlen x, von der Beschaffen- 
heit, daß BR: 
f&,, Te %,) <ar 
VJ 


wird, d.h.esgibtganzenichtsämtlichverschwindendeZahlen 
%,%g, 3 %,, für welche die sämtlichen » Linearformen &, 


oh 
iR 
Ist insbesondere v» = n, sind also n Linearformen 
(36) Pi 731 7 ui 777 7a ee a 7 
Ge=1,23,..,n) 


absolut gleich oder kleiner werden als 


gegeben, deren Determinante AZ 0, so ist die Bedingung (35) gleich- 
bedeutend mit den n folgenden: 


(37) I<&<I1 
G=1,2,--,n) 
und (siehe Ende von Nr. 2) 
Te. 
A| 


Der eben ausgesprochene allgemeine Satz gibt also folgenden beson- 
deren: Fürn Linearformen mit den Unbestimmten 2,,2,,..., X, 
und mit reellen Koeffizienten, deren Determinante A von 
Null verschieden ist, gibt es immer ganze nicht sämtlich 
verschwindende Werte der Unbestimmten, für welche die 
Linearformen sämtlich absolut gleich oder kleiner werden 
als YA]. 

In dem besonderen Falle A=-+ 1 gibt es also stets ein solches 
Wertesystem der Unbestimmten, daß die Linearformen sämtlich abso- 
lut gleich oder kleiner werden als 1. Übrigens ist dieser spezielle 
Fall des vorigen Satzes ihm völlig äquivalent. Denn, sind die Linear- 
formen &, die durch (36) gegebenen mit der Determinante A, so haben 
die Linearformen „—— die Determinante + 1; sind also, dem spe- 

A| 
zielleren Satze zufolge, &,, 23, - . ., 2, Werte der Unbestimmten, für 
welche diese letzteren Formen absolut gleich oder kleiner als 1 wer- 
den, so geben sie den Formen 8, Werte, welche absolut nicht größer 
sind als YjA|. 

Wir geben endlich noch dem Minkowskischen Satze größere 
Geltung, indem wir auch Linearformen mit komplexen Koeffizienten 
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in Betracht ziehen; und zwar denken wir unsn=r-+2sLinear- 
formen, deren r erste reelle Koeffizienten haben: 
(38a) tt + 
G=1,2, u, r) 
während 2s andere paarweise konjugiert imaginär sein sollen: 
(38b) = ysı + Gria ut: + Kim > Au 
 ) 
IN P:r AR Va 
0 ;% = Pi, Yu V-1 
ist. Zunächst erkennt man, daß der Wert 
DB CV zn 
der Determinante dieser Formen reell oder rein imaginär ist, je 
nachdem s gerade oder ungerade ist. Denn die Vertauschung von 
V— 1 mit — V— 1 bringt in jedem der s Paare konjugiert imagi- 
ginärer Reihen der Determinante eine Vertauschung dieser Reihen, 
d.h. im ganzen eine Multiplikation mit (— 1)’ für die Determinante 


zuwege; da aber so der Wert B— 0. Y—1 erhalten wird, muß je 
nach den für s unterschiedenen Fällen Ü = O0 oder B=0 sein. Führt 
man aber ferner die Funktionen 
Der Re 
a 5; v2 , 
d. h. die reellen Linearformen | 
Mi, V2 (Ba + ßs%a ++ B;n&n) 


(38 c) £, = V2 (ya, h Yı2fa Br high Yin n) 
(= 1,2, a8) 


wo 








ein, so lehren einfache Sätze der Determinantentheorie, daß der abso- 
lute Betrag der Determinante für die reellen Linearformen (38a) und 
(38c) derselbe ist wie für die gegebenen Formen (38a) und (38b); 
wir bezeichnen ihn wieder durch |A|. Nun gibt es nach dem Min- 
kowskischen Satze ein nicht verschwindendes System ganzer Zahlen 
X, %g,''',%,, für welches die Formen $,, n,, &; absolut nicht größer 


sind als YA| Da aber 
EL ntaVoi, ge _ m—bVel 
ta medyanı uowÄnköngd day 
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gefunden wird, so wird dann für dasselbe Wertesystem der Unbe- 
stimmten x, 


mod. & — mod. 8, — v# ZzYyA|. 


Man erhält daher den Satz: Fürn=r + 2s Linearformen mit 
den Unbestimmten z,, &,,::-,2, von der in den Gleichungen 
(38a) und (38b) ausgesprochenen Beschaffenheit gibt es 
stets ganze, nicht sämtlich verschwindende Werte der Un- 
bestimmten, welche die absoluten Beträge der Linearfor- 
men nicht größer ergeben als die nte Wurzel aus dem ab- 
soluten Betrage ihrer Determinante!). 

Der im vorstehenden gegebene Beweis des Minkowskischen 
Satzes ist im Grunde ein rein arithmetischer, der nur zum Teil geo- 
metrischer Sprache sich bedient. Einen andern, von einer solchen 
freien und höchst elementaren Beweis desselben, welchen A. Hur- 
witz gegeben hat?), habe ich an einer anderen Stelle meiner „Zahlen- 
theorie“®) wiedergegeben, auf die ich hier nur verweisen will. Des- 
gleichen versage ich mir, einen dritten Beweis, welchen Minkowski 
auf Grund einer Hilbertschen Idee für den besonderen Fall n = 3 
in seinen „Diophantischen Approximationen“ entwickelt hat, hier 
aufzunehmen, um den Raum für andere, unserer Aufgabe näher lie- 
gende Gegenstände nicht zu beengen. 

7. Alsein einfaches Beispiel für den Minkowskischen Satz schlie- 
ßen wir die Verallgemeinerung des Schlußsatzes in Nr. 12a des vori- 
gen Kapitels hier an. Wenn nämlich unter den Linearformen (36) 
die folgenden speziellen verstanden werden: 


T, Pr 9,%,, Hg — LT, a} 7, —0_& ı% 


in welchen 6 eine positive Zahl, ®,, ®,, ..., ©,_, irgendwelche reellen 
Irrationellen sind, und deren Determinante A = n ist, so gibtesganze 
nicht sämtlich verschwindende Zahlen &,, %,,:.-, %,_1, %, so be- 
schaffen, daß alle jene Formen absolut nicht größer werden als - i 


was, wenn 6 >] genommen wird, x, als eine von Null verschiedene 
Zahl erfordert, deren absoluter Wert der letzten der Formen wegen 


nicht größer als 0"! ist; demzufolge wird u N Man erhält 
also den Satz: |, 1° 


1) Eine noch engere Schranke gibt Minkowski, Geometrie der Zahlen 
S. 114. 

2) A. Hurwitz, Über lineare Formen mit ganzzahligen Koeffizienten, 
Göttinger Nachrichten 1897. 

3) Fünfter Teil: Allg. Arithm. der Zahlenkörper, S. 337/41. 
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Für irgend n— 1 gegebene Irrationellen ®,, ®,...,®,_, 
gibt es stets ganze Zahlen ©,,%,, .., ,, von denen 2,2 0 ist, 
so beschaffen, daß 
(39) 


. 
ar >i 


EA 


f=1,2,..,n-—1) 








%; ’ 


ist. Es sei noch hinzugefügt, daß auch dieser allgemeinere Satz wie- 
der präziser gefaßt werden kann, wie Minkowski (Geometrie 
der Zahlen, S. 110/112) mittels ähnlicher Betrachtungen, wie wir sie 
in Nr. 14 des vorigen Kapitels entwickelt haben, gezeigt hat, wo 
dann die Ungleichheiten (39) durch die folgenden zu ersetzen 
sind: 








%; —- n—1 l 
(40) Slam mer: “pr 
n FRE 

G=1,2,..,0n—]1) 


zugleich dürfen diese Werte kleiner gedacht werdenalsein 
beliebig klein gegebener Wert (siehe die angeführte Stelle). Für ir- 
gend gegebene n— 1 Irrationellen @,, ®,,...,®,_, gibt es 
also na— 1 Brüche , 2... 


n n 


welche die Ungleichheiten (40) erfüllt sind, während zu- 
gleich die Differenzen zur Linken derselben unter einer 
beliebig kleinen Grenze verbleiben. 

Dieser Satz erhält eine gewisse Ergänzung durch einen anderen 
von Borel!) gefundenen, welchem nachstehende Fassung gegeben 
werden kann: Für ein gewisses System positiver Zahlen o,, 
@9, 5, ©,_,, die nicht größer als 1sind, gibteskeinen— 1 


x = . . .. 
Zt mit gleichem Nenner, für 
TC, %, 


mit gleichem Nenner, für 





.. x 
echten Brüche = 
n 


welche 








n 
n—1 
wird, wie immer die Zahl «>00 auch gewählt werde. Der 
Beweis dieses Satzes gründet sich auf ein allgemeines Prinzip über 
Räume oder Punktmengen von einer gewissen Beschaffenheit, für welche 
Borel zunächst einen Satz herleitet, der interessant genug ist, um 





ist, wenn «> und der Nenner x, groß genug gedacht 


1) Borel, Contribution & l’analyse arithmetique du continu, Journ. des 
Math. (5), t. 9, p. 329. 
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in unsern Betrachtungen über den n-dimensionalen Raum hier eine 
Stelle zu finden. Er lautet: 

Ist R ein endlicher Teil des n-dimensionalen Raumes 
und ist eine unbegrenzte Reihe 


(41) RB, By, R,,.. 


von endlichen Räumen gegeben von der Beschaffenheit, 
daß jeder Punkt (z,) von R wenigstens für einen von ihnen 
ein innerer Punkt ist, so gilt das gleiche für eine endliche 
Anzahl dieser Räume. 

Angenommen, das Gegenteil wäre richtig, so gäbe es in R wenig- 
stens einen Punkt (x,) der Art, daß für alle R,, in deren Innerem er 
enthalten sein kann, der Index % einen beliebig großen Wert m über- 
steigt; und es ist klar, daß, wenn R in irgendwelche Teile zerlegt 
wird, für wenigstens einen von ihnen das gleiche der Fall sein muß, 
der betreffende Punkt aber auch in dem ganzen Raume R erhalten 
bleibt. Nun liegt, da der Raum AR endlich gedacht ist, jede Koordi- 
nate x, jedes seiner Punkte (z,) zwischen endlichen Grenzen, etwa 
zwischen — g und + g, d. h. jeder seiner Punkte in dem um den 
Nullpunkt als Mittelpunkt abgegrenzten Würfel W mit der Kante 
29. Sei h eine positive ganze Zahl und der gedachte Würfel in 


kleinere mit der Kante 2 3 zerlegt, so wird auch der Raum R auf 


eine Anzahl solcher Würfel sich verteilen und also für wenigstens 
einen von diesen Würfeln, er heiße W,, dasselbe gelten wie für R. 
Zerlegt man aber weiter diesen Würfel in andere mit der Kante 


2. re so gibt es unter den letzteren wieder einen Würfel W,,, 


von gleicher Beschaffenheit, und so stellt sich eine unbegrenzte Reihe 


von Würfeln 
LARA 


heraus, deren jeder im voraufgehenden enthalten ist, und für welchen 
das gleiche gilt wie für R, d. h. es gibt in jedem von ihnen einen 
auch in den vorhergehenden, also auch in R enthaltenen Punkt (x,) 
der Art, daß für alle R,, für welche er ein innerer Punkt ist, k > m 
ist. Die Volumina der Würfel nehmen aber unendlich ab; ist daher 
für ein hinreichend großes h der für den Würfel W, gedachte Punkt 
(z,) ein innerer Punkt desselben, so darf W,, wäre er ein Ober- 
flächenpunkt, so dürfte bei hinreichend großem hnoch W,_, als die 
Umgebung des betreffenden Punktes (z,;) genommen werden; und da 
nach Voraussetzung («,) für einen der erwähnten Räume (41), etwa für 
R;, ein innerer Punkt ist, müßte für hinreichend großes h der ganze 
Würfel W, in R; enthalten, d.h. alle seine Punkte müßten innere 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 16 
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Punkte von R; sein, was der Annahme widerspricht, falls m >k 
gewählt wird. Aus diesem Widerspruche folgt der Satz. 

Es darf nun als einleuchtend angesehen werden, daß, wenn V,, 
V,, V;, ... die Volumina der Räume R,, R,, R,, ... von der an- 
gegebenen Beschaffenheit bezeichnen, die Summe derselben unend- 
lich sein muß, sobald jeder Punkt von R in unendlich vielen 
dieser Räume enthalten ist, da dann das Volumen V von R in jener 
Summe unendlich oft enthalten sein muß. 


Dieses Prinzip vorausgeschickt, sei R der Würfel 
0<zm<i 
(= 1,2,...,%) 


und a, « zwei positive Größen, «> 1. Bezeichnet g eine beliebig 
große positive ganze Zahl, so bestimmen die Ungleichheiten 


(42) H_L Zn ZERr+S, 


worin die p, jeden der Werte 0, 1, 2,..., q bedeuten dürfen, einen 
Würfel mit dem Punkte nr 5 RN, = als Mittelpunkt und der Kante 


? 


= ; die Anzahl dieser Würfel ist (g + 1)”. Gibt man also q die sämt- 


lichen Werte 1, 2,3,..., so erhält man eine unbegrenzte Reihe (41) 
von Räumen so beschaffen, daß jeder Punkt von A wenigstens für 
einen von ihnen ein innerer Punkt ist; denn es gibt wenigstens einen 


jener Brüche an der von x, höchstens um 27 verschieden ist; solange 


also 7 = Pi d. i. g9*-1<< 2a bleibt, liegt der Punkt (z,) im Innern 
des durch die Ungleichheiten (42) bestimmten Würfels.. Das Vo- 


lumen von R ist gleich 1, dasjenige des Würfels (42) gleich (7) und 


daher die Summe der Volumina aller Räume (42) gleich 


i > (+1) 
(2a) f oe ’ 
g=1 


eine Summe, die einen endlichen Wert hat, wenn « > — ist. Der 
zuletzt voraufgeschickten Bemerkung zufolge ist also zu schließen, daß 
bei dieser Voraussetzung in R wenigstens ein Punkt vorhanden ist, 
der nur für eine endliche Anzahl der Räume A, ein innerer Punkt 


ist. Mit anderen Worten: es gibt zwischen 0 und 1 liegende Werte 
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@,, @g,..., ©, von der Beschaffenheit, daß bei jedem hinreichend 
großen Nenner und allen echten Brüchen mit diesem Nenner 








wert Pr 
ag ak u 
p; — 4 
a 
ie A Fr 


ist. Wenn n—1 statt n gesetzt wird, geht der Borelsche Satz 
hieraus hervor. — 


8. Als Grundlage für spätere Untersuchungen betrachten wir nun- 
mehr den Raumteil oder das Gebiet R aller Punkte (x,), deren Koor- 
dinaten einer gegebenen Anzahl von linearen Ungleichheiten genü- 
gen,!) die wir schreiben: 


(43) 5 = Pal + Pisa 4° 4 Pin > 0. 
i= 112, 3,... 


Wir nehmen an, daß die Anzahl dieser Ungleichheiten gleich oder 
größer als » sei, und daß sich wenigstens » unter ihnen befinden, 
welche linear voneinander unabhängig sind, d. h. deren Determinante 
von Null verschieden ist. Dies kommt darauf hinaus, daß der Null- 
punkt der einzige Punkt des Gebietes ist, für welchen in den Bedin- 
gungen (43) überall das Gleichheitszeichen gilt. Wir wollen voraus- 
setzen, daß die Ungleichheiten außer dieser selbstverständlichen Lö- 
sung noch andere Lösungen gestatten. Es leuchtet dann sofort ein, 


daß, wenn 
f (): a My. 


eine Lösung und ? > 0 ist, auch 
(Va) a taten, IR 


N 


eine Lösung derselben sein muß; ebenso, daß, wenn («,), (2/), (2, ), --- 
Lösungen derselben und 2, £, t',.... positiv sind, dann auch 


(ix, + ex, + x, + r. 2 


eine weitere ihrer Lösungen sein wird. 

Da nach der Annahme n unabhängige unter den Linearformen &, 
vorhanden sind, kann man auch n — 1 linear unabhängige unter 
ihnen auswählen. Seien etwa die ersten n — 1 Formen &,, &, 
&,_, von solcher Art. Dann bestimmen die Gleichungen 


(44) =, Bul,..., 5-10 


MC 





1) Vgl. hierzu Minkowski, Geometrie der Zahlen, S. 39—45; sowie 
Voronoi, Journal für die reine u. angew. Math., Bd. 133, S. 97. 
16* 
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die Verhältnisse der Zahlen &,, &%, . :-, 2&,_1, %, eindeutig; wenn 
aber für sie unter den Werten der übrigen &, nicht zugleich negative 
und nichtnegative gefunden werden, so bedeuten entweder die Zahlen 
Lyy gy +. 2, Sn oder das entgegengesetzte System — 2, — %g,..,—%, 
eine Tosong der Ungleichheiten (43). Nach Minkowskis Vorgange 
bezeichnen wir eine solche Lösung derselben als eine äußerste 
Lösung. Alsdann macht zugleich mit ihr, wie bemerkt, auch jedes 
System (2x,) bzw. (—tx,) bei positivem # eine Lösung aus; die Ge- 
samtheit der so bestimmten Punkte mögeals eine den Glei- 
chungen (44) entsprechende Kante des Gebietes R bezeich- 
net werden. Derartiger Kanten oder äußersten Lösungen kann es 
nur eine endliche Anzahl geben, wenn die Anzahl der Un- 
gleichheiten (43) nur eine endliche ist, welche « heiße; denn 
unter « Formen 8, läßt sich nur auf eine endliche Anzahl Weisen ein 
System von n — 1 etwa voneinander unabhängigen auswählen, denen 
möglicherweise je eine äußerste Lösung entspricht. Die wirklich 
vorhandenen Kanten oder vielmehr die sie definierenden 
äußersten Lösungen wollen wir durch die Systeme 


(45) (2, ,): U, Gay ++) Ion 
= 1,2,3,..%) 


bezeichnen, deren Anzahl ß zugleich mit « endlich ist. 
Wirweisen nun vorallem das Vorhandensein eineräußer- 
sten Lösung nach. Sei nämlich 


(a): Ay, Ayy..., @, 


irgendeine Lösung, für die möglicherweise einige der Formen £, ver- 
schwinden; wir bezeichnen mit m die höchste Anzahl von linear un- 
abhängigen unter den letzteren, setzen also m = 0, wenn keine der 
Formen &, verschwindet. Seien etwa &,, &,..., &„ die gedachten 
unabhängigen Formen; möglicherweise verschwinden zugleich mit 
ihnen für den Punkt (a,) noch mehrere von ihnen abhängige der 
Formen &,, aber nach unserer Annahme lassen sich n — m andere 
dieser Formen, etwa die Formen 8, |1, &m+2» : : -» 5„ 5o angeben, daß 
sie mit den erstgedachten n unabhängige Formen ausmachen, deren 
Werte für die Lösung (a,) A,;1, Anxa» - - -, 4, seien. Da die Deter- 
minante der Formen $&,, &,,...., $, also nicht verschwindet, können 
Werte «,, &,..., @, der Unbestimmten so gewählt werden, daß für 
sie &, ,&,,..., 5, nebst allen von ihnen abhängigen Formen verschwinden, 
die &n41, +, &„ aber beliebige positive Werte annehmen, welche, 
wenn n—m>2 ist, nicht sämtlich den Werten A BR. 
porportional sind; all man dann 


m+1? n 


(46) = yr2, gr Ad, , 2, —=A,t El, 
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so verschwinden die Formen &,, &,,...., &,, nebst allen von ihnen ab- 
hängigen, alle übrigen Formen aber erhalten Werte von der Gestalt 
A-+ zA, wo A jedenfalls nicht negativ, A wenigstens für die Formen 
En+ı +, 5, positiv ist. Wärenun m=n—1, so wäre nichts weiter 
zu zeigen, denn dann wäre eben die Lösung (a,) eine äußerste Lö- 
sung. Ist aber m <n—1,soist n—m>2 und A nicht für alle 
Formen &,;1, ---, &, proportional mit A, also läßt sich dann z so 
wählen, daß für alle die gedachteu übrigen Formen wenigstens einer 
der Ausdrücke A + zA Null, für die andern noch positiv ausfällt. 
Das System (46) stellt daher dann eine Lösung der Ungleichheiten 
(43) dar, für welche zugleich mit den Formen &,, &,, ..., &,„ noch 
mindestens eine von ihnen unabhängige Form, jetzt also m + 1 linear 
unabhängige Formen nebst allen von ihnen abhängigen Formen ver- 
schwinden. So fortfahrend ersieht man das Vorhandensein einer 


Lö 
oBung (y,): Yı» Ya : > Yns 


für welche n — 1 unabhängige unter den Formen &, verschwinden, 
die also eine äußerste Lösung ist. 

Der Herleitung nach ist diese Lösung eine solche, für welche die 
m unabhängigen Formen &,, &,, ..., &,, nebst allen von ihnen ab- 
hängigen verschwinden. Das gleiche geschieht also auch für die 
Lösung 
(47) = — 2, d=Wy— 2Y, ..., 6, a, — 2Y,, 
der entsprechend jede der übrigen Formen &, eine Gestalt A — zY 
erhält, wo A nicht negativ und wenigstens einer der nichtnegativen 
Werte Y positiv sein muß, da sonst n voneinander unabhängige 
Formen im Punkte (y,), der vom Nullpunkte verschieden ist, ver- 
schwänden. Demnach wird für einen passenden positiven Wert von 
2 einer der Werte A—zY, d.h. eine der übrigen Formen $,, gleich 
Null, während die andern > 0 verbleiben, und die Lösung (47) stellt 
daher dann eine solche dar, bei welcher mindestens m + 1 vonein- 
ander unabhängige Linearformen verschwinden. Man darf den 
Gleichungen (47) entsprechend schreiben: 

()=2:y) +), 
und wenn man nun auf die Lösung (b,) die für die Lösung (a,) aus- 
einandergesetzte Betrachtung wiederholt usw., so gelangt man offen- _ 
bar zu folgendem wichtigen Ergebnisse: 

Jede Lösung der Ungleichheiten (43) oder jeder Punkt 
(x,)des durch sie bestimmten Gebietes Rkannin der Gestalt 


(48) %; - > un" Toni 
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dargestellt werden, in welcher die (z,,) die sämtlichen 
äußersten Lösungen bedeuten und die z,>0 sind. 

Auch leuchtet nach den anfänglichen Bemerkungen ein, daß um- 
gekehrt jeder durch vorstehende Formel bestimmte Punkt ein Punkt 
des Gebietes R ist, daß sie also dieses ganze Gebiet analy- 
tisch darstellt. 


9. Schreiben wir jetzt 
E(®,) = Pr + Pisa + Te ERS 


und halten die Voraussetzung fest, daß nur eine endliche Anzahl « 
von Ungleichheiten (43) vorhanden sei. Aus der Gleichung (48) 
ergibt sich dann 


ß 
(49) a) =D 2 5a)- 


Nun nennen wir (z,) einen inneren Punkt von R, wenn seine 
Koordinaten den sämtlichen Ungleichheiten 


Er Zul, Es me Be 


(Genüge leisten. Zum Vorhandensein eines solchen ist not- 
wendig und hinreichend, daß keine der Linearformen für 
sämtliche äußersten Lösungen und somit überhaupt für 
alle Lösungen gleich Null ist. Denn, wäre letzteres etwa für die 
Form &, (z,) der Fall, so fände sich unter den das Gebiet R be- 
stimmenden Bedingungen (43) statt der Ungleichheit &, > 0 die 
Gleichung &, = 0, und demnach könnten für die diesen Bedingun- 
gen genügenden Punkte (z,) nicht sämtliche Formen positiv sein; 
umgekehrt, wenn keine der Formen für sämtliche Lösungen (x,,) 
verschwindet, so zeigt die Formel (49), daß für jedes System posi- 
tiver Werte z, auch alle Formen &, (x,) positiv werden, der ent- 
sprechende Punkt (z,) also ein innerer Punkt ist. — Mit Voronoi 
kann man diese Bedingungen für das Vorhandensein innerer Punkte 
noch anders ausdrücken. Ist (a,) ein solcher, so kann eine Beziehung 
(50) arte, 

wenn die Koeffizienten c,> 0 sind, nicht für alle Punkte von R statt- 
finden, ohne daß alle c,= 0 sind. Denn für (z,) = (a,) fände sıch 
wenigstens einer der Summanden als positiv; umgekehrt, falls eine 
solche Beziehung für alle Punkte von R nur möglich ist, wenn 
alle c, gleich Null sind, ist ein innerer Punkt vorhanden, da sonst, 
wie soeben bemerkt, eine der Linearformen für alle Lösungen gleich 
Null, also unter den Bedingungen (43) eine Gleichung &,= 0) 
vorhanden sein müßte, die von allen Punkten des Gebietes erfüllt 
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wäre, und die Beziehung (50) für alle diese Punkte stattfinden würde, 
auch wenn c,> 0 gewählt wird, wenn nur alle übrigen ,=( ge- 
nommen würden. Für das Vorhandensein innerer Punkte 
von R ist also notwendig und hinreichend, daß die Be- 
ziehung (50) für alle Punkte von R nur möglich ist, wenn 
die als nicht negativ gedachten Koeffizienten c, sämtlich 
gleich Null sind. 

Sind innere Punkte vorhanden, so zählt zu ihnen dem obigen zu- 
folge jeder Punkt, für welchen in (48) die sämtlichen z, positiv ge- 
wählt werden. Insbesondere ist dann also der durch die Gleichungen 


3 

Er 

4, = Ti 
h=1 


@G=1,2,...,n) 


bestimmte Punkt ein innerer. Ist (x/) ein zweiter, so ist für hin- 
reichend kleines positives z auch 


N) =) 2) 


ein Punkt von R, also 


P 
u - > 4,;2%,, (mit2e,>0). 
h=1 


= 12, 9) 
ß 
Daraus folgt u, - +2) Zu 
h=1 


GG ly2p.Uen) 


worin 2+2,>0 ist. Demnach ist umgekehrt für jeden inneren 
Punkt (x,) der Multiplikator z, in (48) positiv. 

Wird das Vorhandensein innerer Punkte vorausgesetzt, 
so kann eine Linearform 


(51) Nm tUlt TUR 


nur dann für alle Punkte von R verschwinden, wenn sie 
identisch Null ist. Denn andernfalls könnte den das Gebiet R 
bestimmenden Bedingungen (43) noch die Gleichung y = O hinzu- 
gefügt werden, ohne daß die Gesamtheit der Punkte verändert würde; 
da dann aber eben unter diesen Bedingungen eine Gleichung auf- 
tritt, könnten dem vorigen zufolge innere Punkte nicht vorhanden 
sein. Oder auch so: Ist (x,) ein innerer Punkt, so gehören auch die 
Punkte seiner Umgebung dem Gebiete R an, und nach der Voraus- 
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setzung wäre n in (%,) und in allen diesen Punkten Null; ist aber 7 
Null in (%,), so würde es der Stetigkeit wegen bei passender hin- 
reichend kleiner Veränderung von (x,) aufhören, Null zu sein, wenn 
anders nicht sämtliche u,= 0 sind. 


10. Diese Tatsachen vorausgeschickt, stellen wir jetzt 
dem Gebiete R ein anderes zur Seite, das mit R bezeichnet 
und das zu R zugeordnete Gebiet genannt werde. Sind näm- 
lich (z,,) für =1,2,..., ß die sämtlichen äußersten Lösungen von 
(43) oder die Kanten von R, so soll R das Gebiet aller Punkte 
(u,) sein, deren Koordinaten die Ungleichheiten 


(52) MU) TU tut > 0 
(k=1,2,..., P) 


erfüllen. Keiner dieser Punkte außer dem Nullpunkte kann sämt- 
lichen Gleichheitszeichen entsprechen, da sonst die Linearform 
(51) durch alle äußersten und somit überhaupt durch sämtliche Lö- 
sungen von (43) zu Null würde, was, wie gezeigt, nur für den Punkt 
(u,) = (0) geschehen kann. Hiernach muß es n unabhängige unter 
den Formen n, (w,) geben und lassen sich die für R abgeleiteten Er- 
gebnisse auch auf R übertragen. Es wird also eine Anzahl y 
äußerster Lösungen 


(ME Mrs Way euer Up, 


G=1,2,...,Y) 


der Ungleichheiten (52) geben, aus denen alle andern durch 
die Formeln 


Y 

(53) u; -2 2 > 0) 
A=1 
(=1,2,...,%) 


erhalten werden. Jeder Lösung (u,) von (52) entspricht aber eine 
Form (51), welche für alle äußersten und somit überhaupt für alle 
Lösungen von (43) gleich oder größer als Null bleibt; insbesondere 
entspricht jeder äußersten Lösung (u,,) ein System von » — 1 linear 
unabhängigen der Linearformen (52), welche für sie verschwinden, 
d. h. eine Linearform 


a 4 i ib, 3 
Pau Hu tut TU. 00 


die für na — 1 linear unabhängige unter den äußersten Lösungen 
(x,,) verschwindet und dadurch bis auf einen konstanten Faktor be- 
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stimmt ist. Aus (53) aber ergibt sich 


Y 
(94) / -D a, >), 

n—1 
wodurch jede der gedachten Formen auf die endliche Anzahl der 
erwähnten besonderen Formen zurückgeführt wird. 

Diese letzteren aber sind bisauf einen positiven Faktor 
mit je einer der Formen $, identisch. Denn, bezeichnet man 
mit (s,) die Summe der n — 1 unabhängigen äußersten Lösungen 
(2,,;), für welche 7” verschwindet, so kann (s,) kein innerer Punkt 
von R sein, da sonst auch in allen Punkten seiner Umgebung alle 
Formen £, größer als Null blieben, während doch der stetige Über- 
gang zu ihnen der Form n® auch negative Werte gäbe, dem Um- 
stande zuwider, wonach 7 für alle Punkte in R gleich oder größer 
als Null ist. Somit muß wenigstens eine Form &, im Punkte (s,) 
verschwinden und, da sie für die einzelnen Summanden von (s,) nicht 
negativ ist, muß sie auch für jeden dieser Summanden verschwinden, 
gerade wie die Form 7%, und wird so, wie diese Form, bis auf einen 
Faktor eindeutig bestimmt, könnte daher von ihr nur durch einen 
Faktor verschieden sein, der dann durch die der Form n% nicht 
zugehörigen Lösungen (x,,) als positiv erkannt wird. 
 Bemerkt man endlich, daß zu den gedachten Formen n offenbar 
auch alle Linearformen &, zählen, so kann man den Satz aussprechen: 

Jede der Linearformen $, kann als eine Summe von posi- 
tiven Vielfachen!) solcher unter ihnen dargestellt wer- 
den, die für a— 1 unabhängige äußerste Lösungen ver- 
schwinden. Diese durch je n— 1 äußerste Lösungen cha- 
rakterisiertenund bestimmten Linearformen &,ausgezeich- 
neter Art sollen die Wände von R genannt werden. Hiernach 
darf man bei den Ungleichheiten, welche das Gebiet R bestimmen, 
die für die Wände als die allein wesentlichen beibehalten und 
alle übrigen unterdrücken. 

Denken wir uns also das System der Ungleichheiten in dieser 
Weise vereinfacht und verstehen jetzt unter den Ungleichheiten (43) 
dieses vereinfachte System, so ist jede Linearform &, durch n—1 un- 
abhängige äußerste Lösungen charakterisiert und ihre Koeffizienten 
Pr» Piss - +; P;„ 1m wesentlichen eindeutig bestimmt. Das heißt aber, 
daß diese Koeffizienten » — 1 linear unabhängige der Formen (52) zu 
Null machen, und daher stellen sie eine Kante des Gebietes R 
dar, deren es also mindestens so viele gibt als Wände von R. Aber es 





1) Unter dem Vielfachen einer Größe ist hier allgemein eine dieser Größe 
proportionale Größe verstanden. 
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gibt auch keine weiter. Denn, wäre p,, Ps, -.., 2, noch eine Kante 
von R, so müßten diese Zahlen n — 1 linear unabhängige der For- 
men (52) zu Null machen, d.h. die in den letzteren auftretenden un- 
abhängigen äußersten Lösungen von (43) würden bis auf einen Fak- 
tor jene Zahlen bestimmen und diese demnach proportional sein mit 
den Koeffizienten p,,, 2,3, ---, 2; einer der Formen &,. Aus den 
sämtlichen vorhandenen Kanten (p,,) des Gebietes R findet man 
aber in Analogie mit (48) alle Punkte (u,) desselben durch die 
Formeln 


Y 
(55) w- >20, (330), 
h=1 
=1,2,...,%) 


die somit, ebenso gut wie die Formeln (53), der analytische 
Ausdruck des dem Gebiete Rzugeordneten Gebietes R sind. 
Vergleicht man einerseits die Definitionsgleichungen (43) und (52) der 
Linearformen 8, und n,, andererseits die Formeln (48) und (55), so 
erkennt man eine völlige Reziprozität der beiden Gebiete R und R 
gegeneinander. 


Achtes Kapitel. 


Die positiven quadratischen Formen mit n Unbestimmten. 


1. Wir wenden uns jetzt zu den positiven quadratischen Formen 
mit einer beliebigen Anzahl » von Unbestimmten &,, 2%, ..., %,, 
denen durchweg nur ganzzahlige Werte beigelegt werden sollen. 
Jede solche Form 


(1) Par, Bay...) %,) -, et 

G,5;=1,2,...,n) 
mit (a,,— a,,) kann, wie in der ersten Abteilung dieses Werkes aus- 
geführt worden ist, auf mannigfache Weise in die Gestalt 
(2) f(&, 23. %)=m Kr tm it tm. 
mit positiven Konstanten m, oder, wenn zur Abkürzung X, Ym,—&, 
gesetzt wird, in die Gestalt 


(8) MR, 82, ---, %) 5 urn bostatnen 
gebracht werden, worin die &, lineare Formen 
(4) tt + m 


(V=:l, 22 m) 
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mit reellen Koeffizienten und den Unbestimmten x, sind. Insbeson- 
dere gilt die Jacobische Darstellung 


(8) fa.) hı tole + +4,25 
in welcher, wenn 1,2 1, 
He n(" er a 
" 2,. ‚h 


die aus den ersten Reihen und Kolonnen der Determinante D von 
f gebildete Uuterdeterminante bezeichnet, 


ei D, 
1 DA 


eine positive Größe und die Y, von der Gestalt 
(6) Y,=1t, + Bir‘ &yıt PT n 
(el, 2, rn) 
sind. Da die Determinante der letzten Gleichungen gleich 1 ist, lehrt 
die Formel (5) die Beziehung 
D- 99 ::- 4 


die auch aus den Werten der g, hervorgeht. Andererseits zeigt die 
Vergleichung der Koeffizienten der Quadrate x,? rechts und links in 
der Formel (5), daß 


4, = A 
a: = Pet % 
Ay = Bis + 9 B3s + Qs 


un Hßi.+ g9.ß:,+ ... + mi PATE Ans 
also 
oder AyıQgg ++: An > AI: An 
(7) a 10a 


ist, wie in dem besonderen Falle der ternären Formen in Nr. 15 
des 6. Kapitels schon bemerkt worden ist. Schreibt man endlich 


Y,Yg,;= n,, so nimmt die Formel (5) die Gestalt an: 


(8) fans. sm tw tr tm 
worin die n, den Ausdruck 
(9) ER a a ai 


(.=il, 2,.,.-,,0) 
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von Linearformen haben, deren jede nur diejenigen Unbestimmten 
enthält, deren Index nicht kleiner ist als der Index der Linearform. 

Das erste, was aus diesen Darstellungen einer positiven Form ge- 
schlossen werden kann, ist die fundamentale Tatsache, daß, 
wie groß auch eine positive Zahl @ gewählt werde, es nur 
eine endliche Anzahl ganzzahliger Systeme &,, %, ..., % 
gibt, für welche 


(10) fan a,..,2) 6 


ist. Der Beweis dieses Umstandes ist in der ersten Abteilung dieses 
Werks?) gegeben worden, und es werde daher hier nur auf ihn 
verwiesen. Daraus ist weiter zu folgern, daß eine Form (1)in 
eine andere gegebene Form 


Wr Sn (di) 
(3 —-1,2,..., n) 
wenn überhaupt, nur durch eine endliche Anzahl linearer 


ganzzahliger Substitutionen übergeführt werden kann. 
Denn, damit 


%=PıYı + P;sYe t "+ PinYn 
G=1,2,...,9) 


eine solche sei, müssen u. a. die folgenden Gleichungen erfüllt sein: 


Dis Pın ln 
=1,2,...,n) 


deren jede dem soeben Bemerkten zufolge höchstens eine endliche 
Anzahl zulässiger Systeme 9, ,, Pay +, 2; ergibt, die möglicher- 
weise als Substitutionskoeffizienten gewählt werden dürften. Ins- 
besondere schließt man demnach, daß eine positive Form 
stets nur eine endliche Anzahl von ganzzahligen Transfor- 
mationen in sich selbst gestattet. 

Für die Reduktionstheorie ist aber der andere, aus den obigen Dar- 
stellungen einer positiven Form zu entnehmende Umstand von noch 
größerer Bedeutung, daß jede solche Form sowie die Klasse, 
der sje angehört, ein Minimum hat. Ist nämlich @ irgendein 
Wert der Form f für ganzzahlige x,, so muß das Minimum, wel- 
ches f für ganzzahlige Unbestimmte annehmen kann, einem 
der Systeme (%x,) entsprechen, welche der Ungleichheit (10) ge- 
nügen, und da deren Anzahl nur endlich ist, muß es auch eins oder 
mehrere von ihnen tatsächlich geben, für welche der Wert der Form 


1) Die Arithmetik der quadratischen Formen, S. 423. 
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von allen am kleinsten ist. Die Bestimmung dieses Minimalwertes M 
der Form f, der zugleich auch der Minimalwert der ganzen, die Form 
f enthaltenden Klasse ist, oder vielmehr der Nachweis des Um- 


standes, daß das Verhältnis von M zurGröße VD stets unter 
einernur vonnabhängigenGrenze bleibt, macht den eigent- 
lichen Quellpunkt für die Reduktionstheorie der quadra- 
tischen Formen aus, wie uns dies schon bei der Reduktion der bi- 
nären und ternären entgegengetreten ist. Hermite ist es, der ihn 
zuerst allgemein für Formen mit beliebig vielen Unbestimmten ge- 
liefert hat. Er bediente sich dazu der nachfolgenden Betrachtung. 

2. Nach Lagrange kann durch eine positive binäre Form mit 
der Determinante D eine Zahl dargestellt werden, welche kleiner ist als 

1 


(>): yYD,nach $auß durch eine positive ternäre Form mit der Deter- 


minante D eine Zahl, die kleiner ist als a D. Nimmt man das hier- 
aus zu entnehmende Induktionsgesetz, daß durch positive Formen 
‘“ mit 2 Unbestimmten und der Determinante D eine Zahl darstellbar 
sei, welche kleiner ist als 


n—1 
DZ, 


als bereits feststehend an und zeigt dann die Gültigkeit dieses Ge- 
setzes auch für Formen mit n + 1 Unbestimmten, so wird man es 
allgemein bewiesen haben. 

Nun erinnere man sich, daß, wenn durch eine quadratische Form 


f(&o; 2%, Tg, Br? 2.) 


mit n + 1 Unbestimmten eine andere Form g(Y,,Ys, -.., y„) mit n 
Unbestimmten mittels der Gleichungen 





Be aıdı TayT Toy, 
@=0,1,2,...,n) 
eigentlich darstellbar ist, ihre Determinante gleich 
(11) FF (og, &, &g, ..-, @,) 


ist, wo F' die Adjungierte von f und «,, &, &,...,«, die aus der 
Matrix 


N 
%; ag . nn Kn 
Ko RD) 
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gebildeten n-reihigen Determinanten bedeuten. Bekanntlich können 
die letztern durch passende Wahl der ganzen Zahlen «,, beliebig vor- 
geschriebene ganzzahlige Werte erhalten. Es gibt also zur Form f 
eine durch sie darstellbare Form g, deren Determinante der Ausdruck 
(11) mit beliebig gegebenen ganzzahligen Elementen «, ist. Ebenso 
gibt es zur Adjungierten F\, deren Adjungierte bekanntlich Dr-1.f 
ist, eine durch sie darstellbare Form @ mit » Unbestimmten, deren 


Determinante gleich 
£ D*Ef(An Ay... A,) 


mit beliebig gegebenen ganzzahligen Elementen A, ist. Da nun nach 
Voraussetzung die Unbestimmten der durch F' darstellbaren Form @ 
so gewählt werden können, daß der Wert von @ kleiner wird als 


n—1 
ee I Nr 
(5) an Ares, A,); 


so gibt es auch Werte der Unbestimmten der Form F, für die eine 
Ungleichheit 
n—1i 


A 2 On Tm—— — — — 
Fa, &%, ..., 0) < (3) «V.D°T"- FA A 0 Au 


stattfindet. In gleicher Weise aber schließt man auf die Existenz 
von Werten der Unbestimmten der Form f von der Beschaffenheit, daß 





n—1i 
2 





N, , 4 n Te Te 
F(Ay, Ay» A) < (5) - YEGo, a, 00) 


wird, woraus durch Verbindung mit der vorstehenden Ungleichheit 
sich die neue: 


n?—1 
Aare , PR Ye BE a u nn. 
f(Ay, Ay.» A,)< (5) -VDYY FA, Au, en A,) 


ergibt, die wir einfacher schreiben: 


f®<ı: Vf, 


indem wir zur Abkürzung 


n?—1 


(4) " yDi=i 


setzen. Die Fortsetzung dieser Betrachtung führt zu den Formeln 
entsprechender Art: 


pa <ı. pn, 9 <ı.YPB, ... 
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aus denen für beliebig großes m 


1 1 
Ban © ar ra < n2m _ 
fm <#] ” n2( 1) Ä Vf 
erschlossen wird. Daraus folgt für hinreichend großes m die Un- 
gleichheit n2 


fm) < BE 
d. h. mit Rücksicht auf den Wert von / 


n 
n-+1,— 


fm < (4) - "yD. 


Es gibt also, was zu zeigen war, ein ganzzahliges Wertesystem der 
Unbestimmten von f, für welches diese Form kleiner wird als 


ro 

3. So hat also Hermite den allgemeinen Satz festgestellt: Für 
jede positive quadratische Form mit » Unbestimmten und 
der Determinante D bleibt derkleinstemittelsganzzahliger 
Werte der Unbestimmten durch sie darstellbare Wert, wel- 
cher M heiße, unter der Grenze 


n—1i 


(vo 





n—1l 
2 


> . MM 4 
oder das Verhältnis /p unterhalb (z) 


Auf diesen Umstand ließ sich nun die Reduktion der Formen mit 
n Unbestimmten einfach durch die Verallgemeinerung der nach 
Gauß von uns angegebenen Reduktion der ternären Formen begrün- 
den. Man definiere eine Form 


Mas &p° %,) - Da, 727 
Zr] 


mit n Unbestimmten als eine Reduzierte, wenn darin 


n—1 
4\2 n 
(12) 4, < (z) ‚VD 
AM < za, AM<zhn' un<yı 
und wenn die aus ihrer Adjungierten 


F(X,, X,, uber X,) - 2 4;, X,X, 


5 
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durch die Annahme X, = 0 hervorgehende Form eine Redu- 
zierte mit a — 1 Unbestimmten ist. Hat man für binäre Formen 
die Reduzierten in Langrangescher Weise bestimmt, so ist auf 
solche Weise offenbar auch für Formen mit n Unbestimmten der 
Begriff der Reduzierten vollkommen festgesetzt. Hiernach läßt sich 
aber auch die Reduktion jeder solchen Form tatsächlich bewirken, 
sobald man bereits diejenige der Formen mit »n — 1 Unbestimmten 
zu leisten weiß, folglich läßt sich die Reduktion jeder solchen Form 
allgemein bewirken, da sie für binäre Formen uns schon bekannt ist. 

Um dies zu übersehen, schicken wir eine Hilfsbetrachtung voraus. 
Geht eine Form f(&,, %, - - „ x,) durch die unimodulare Substitution 


(13) 1 ed 73 00 Fe ui 77% Fine in ua 270% Pa 
G=1,2,.:,n) 

in die äquivalente Form 9(Y,,%, . . ., Y„) über, so verwandelt sich be- 

kanntlich die Adjungierte @(Y,, Y,,- . , Y,) der letzteren in die Ad- 

jungierte F(X,, X, ..:, X,) der ersteren durch die transponierte 

Substitution 

(14) Y,=9,%, +0,40, 
G=1,2,'--, Rn) 


und umgekehrt. Werden daher in @ nur die letzten » — 1 Unbe- 
stimmten Y,, Y,, ..., Y, durch ebensoviel andere X,, X,,...., X, er- 
setzt, so bleibt bei der entsprechenden Transformation der Form f der 
Koeffizient von x,” ungeändert. Wenn andererseits in f nur die erste 
Unbestimmte x, durch andere ersetzt, also etwa 


= Yy tr eed rind Ra Yan "5 Rn = Un 

gesetzt wird, so nimmt die Substitution (14) die Gestalt 
Y,=-X, =oX%+%, Y-aaXı+%,, Y,—a,X,+tX, 
oder 
KeY, Led, , = a, oe 
an, und folglich bleibt derjenige Bestandteil von F, welcher von X, 
unabhängig ist, ungeändert. 

Zur Reduktion einer gegebenen Form f(&,, X, - - ., 2,) nehme man 
nun an, &, 15%, .-., &,, Sei die eigentliche Darstellung einer Zahl a, ,, wel- 

n—i1 


che kleiner ist als (5) ? .YD, wie es eine solche nach dem Satze 


von Hermite stets gibt. Dann kann man eine unimodulare Sub- 
stitution (13) aufstellen, in der jene darstellenden Zahlen die erste 
Vertikale ausmachen, und durch welche f(&,, x, - - , &,) in eine äqui- 
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valente Form 9(Y,, Y3, - - -, %,) mit dem ersten Hauptkoeffizienten a,, 
übergeht. Die Adjungierte dieser Form sei G@(Y,, Y,,..., Y,) und 
Y,=ßsZ+PßsZt + ßuZ, 

Ger) 
eine Substitution, durch welche die Form G(0, Y,, Y,,..., Y,) mit 
n — 1 Unbestimmten in eine reduzierte Form ihrer Art verwandelt 

wird. Durch die Substitution 
Y,=2, Y=PßaZ + Basis ++ BianZu 
=2,5,..,9) 
deren Umkehrung 
Er Re 
| i.—2,5,...%) 
heiße, bzw. durch die ihr nach (13) und (14) entsprechende Sub- 
stitution 
Ykı m riadat Ya tt Yinın 
=2,3,...n) 
geht dann die Form 9(Y,, Ya, - - -; Y,) In eine neue äquivalente Form 
Kö, 23° 2) = A274 20952128 4° + 20,4, 4° 
mit dem ersten Koeffizienten a), = a,, über, deren Adjungierte 
H(Z,, 23, £ir137 Z.) 
so beschaffen ist, daß 
H(0, Dh Z,) eg Ga, Y,, Y; 7.09 22) 
reduziert ist. Setzt man endlich 
2 = U TMU tt: FM Un AT U, Tu 
und dementsprechend 
Z,=U, 3 =-U-m0U,., Z,= 0 2,0, 
so verwandelt sich h(2,, 2, - ,2,) in eine Form 
hl, Ups Un) = 9? + 20 ++ 20,0, 4 
mit dem ersten Koeffizienten @,, = a,, und der Adjungierten 
H'(U,, D,, a? er 
deren von U, unabhängiger Bestandteil, wie zuvor bemerkt, mit dem 
von Z, unabhängigen Bestandteile von H identisch: 
H'(0, D,, oe U,) 3; H(, Zu Z.)» 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 17 
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also eine Reduzierte mit a—1 Unbestimmten ist; zugleich finden sich 
GM H a, ln = ıM, + un 


und durch geeignete Wahl ganzer Zahlen für m,, ---, m, können 
diese Werte gleich oder kleiner gemacht werden als $a,,, so daß die 
Form A’ nebst ihrer Adjungierten 7’ allen an Reduzierte mit n Un- 
bestimmten gestellten Anforderungen gerecht wird. — 

4. Hermite hat jedoch die vorhin aufgestellte, der Gaußschen 
analoge Definition reduzierter quadratischer Formen mit » Unbe- 
stimmten zugunsten einer anderen, die auch hinfort von uns bevor- 
zugt werden soll, aufgegeben. 

Man denke sich aus allen Formen einer Klasse diejenigen ausge- 
sondert, deren erster Koeffizient gleich der kleinsten, durch die For- 
men mittels ganzzahliger Werte der Unbestimmten darstellbaren Zahl 
a,, ist. Von diesen Formen nehme man nun wieder nur diejenigen 
heraus, welche den kleinsten zweiten Hauptkoeffizienten a,, haben; 
einen solchen gibt es, da alle Hauptkoeffizienten Zahlen sind, welche 
durch die Form mittels ganzzahliger Werte der Unbestimmten dar- 
oestellt werden; nun sondere man von den letzteren Formen wieder 
diejenigen aus, für welche der dritte Hauptkoeffizient a,, am klein- 
sten ist, usw., bis zuletzt von den immer engeren Kategorien von 
Formen diejenigen Formen der Klasse verbleiben, bei denen auch der 
letzte Hauptkoeffizient a,, den kleinsten Wert hat. Die so schließ- 
lich aus der Klasse ausgesonderte Form oder, wenn es deren noch 
mehrere gibt, ausgesonderten Formen mögen hinfort kurz als Her- 
mitesche Reduzierte bezeichnet werden, obwohl, um die eigentlich 
Reduzierten der Klasse zu definieren, es noch weiterer Bestimmungen 
bedürfen würde. 

Als erste Eigenschaft dieser Formen f erkennt man das 
Bestehen der Ungleichheiten 


(15) A, = Agg ® sg we ze Ann 
In der Tat, fänden sie nicht sämtlich statt, sondern hätte man etwa 
A <A < 4,_ 11-1 > %n 


so ginge durch Vertauschung von &, mit — x,_, aus f eine äquiva- 
lente Form hervor, in welcher der (« — 1)‘ Hauptkoeffizient a,_,,;_, 
durch einen kleineren Wert a,, ersetzt wäre; somit wäre f noch nicht 
eine Hermitesche Reduzierte ihrer Klasse gewesen. 

Ferner ist jede aus einer Hermiteschen Reduziertendurch 
Nullsetzen einiger der Unbestimmten entstehende Form 
miteiner geringeren Anzahl von Unbestimmten wieder eine 
Hermitesche Reduzierte der zugehörigen Art. Seien etwa 
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Lu &y%p,„ woh<i<k<... gedacht ist, die verbleibenden Un- 
bestimmten mit den Hauptkoeffizienten a, , @,,4,, und (2,22) 
die so aus fentstandene Form. Wäre siekeineHermitescheReduzierte, 
also etwa zuerst a,, noch nicht der an der entsprechenden Stelle mög- 
liche kleinste Hauptkoeffizient in der Klasse von p, so gäbe es eine 
mit @ äquivalente Form, in welcher a,,, a,, die ersten Koeffizienten 
wären, an Stelle des dritten aber ein kleinerer Wert stände, und es 
gäbe eine unimodulare Substitution für die Unbestimmten 2, 2,2. ., 
durch welche @ in diese Form überginge. Durch die unimodulare 
Substitution, welche die genannten Unbestimmten in der angegebenen 
Weise verändert, alle übrigen aber ungeändert läßt, ginge dann f 
in eine äquivalente Form über, deren Hauptkoeffizienten bis auf 
@;_1,x—ı hin unverändert geblieben wären, während a,, durch einen 
kleineren ersetzt würde, was der Annahme, daß f eine Hermitesche 
Reduzierte sei, zuwider ist. 

4a. Die wichtigste Eigenschaft der Hermiteschen Redu- 
zierten ist aber die, daß für sie eine Ungleichheit besteht 
von der Form 


(16) Q,, ' Ayo an <A: D, 


wo A, ein nur von n abhängiger endlicher Wertist. Dieser 
von Hermite selbst nur ausgesagte Umstand ist von Stouff in 
in einer Arbeit, die auch andere Hermitesche Sätze begründet, in 
nachfolgender Weise bewiesen.!) 

Auf Grund der Darstellung (8), in welcher offenbar, indem man 
die Unbestimmten mit passenden Vorzeichen wählt, die y,, als nicht- 
negative Zahlen gedacht werden können, findet sich zunächst die po- 
sitive Determinante D der Form f durch die Gleichung 


(AT) - D yon (YılYas le ve 


bestimmt, woraus hervorgeht, daß die sämtlichen y,,>0 sind. Macht 
man nun, wenn der Index j > k gedacht wird, die Substitution 


= tm‘ %, (i=1,2, ...,k), 
%, = u, (e > k), 
so bleibt dabei jede der Linearformen n,,,,. - :, 7, In ihren Koeffi- 
zienten ungeändert, während n, für k <k um den Summanden 
(Yan Mm, + Ve inte Yaz M,)%, 
verändert wird. Demnach bleiben in / sämtliche Hauptkoeffizienten 


ungeändert, nur der Koeffizient von x,’ geht in den von x,°, d.i. in 


1) Siehe Stouff, Remarques sur quelques propositions duesä& Mr.Hermite. 
Ann. de l’Ec. Norm, (1902), t. 19, p. 89. 


16% 
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den Ausdruck 
Yu m + Ya m +4 91° + 913)° 
HP Mat bar 723)" 
Het Yaamit ri)! 
Hr IR u + 9y 
über, der bei passender Wahl der ganzen Zahlen m,, ms, ... ., m, gleich 
oder kleiner wird als 
terre: EP 


aber nicht kleiner sein kann als der Koeffizient von er in der Her- 
miteschen Reduzierten f, d.h. als 


ZU ae LT iakenindin ur 7T 
Demnach ergibt sich: 
Wennj>kKist, so ist 
AB). ya Fan re re 
Auf Grund hiervon läßt sich zeigen, daß in jeder Her- 
miteschen Reduzierten f(z,,%, - - -, %,) 
(19) Yı< 9 " Yırıizı 


ist, unter o, einen nur von dem Index ; abhängigen end- 
lichen Wert verstanden. Dies ist für den einfachsten Falln=2 
sogleich einzusehen. Denn, setzt man 


4%? + 20,9%,% + Age X? — (Yırlı + Yıska)? + Ya ar 
so ist der Vorbemerkung zufolge 
RR 
4, = Yan < Ag = > 5 Ya 


ar 
Yıı < 5 " Yas- 


und, da 


ist, folgt 


Nehmen wir nun allgemeiner an, die Behauptung sei bereits für 
Hermitesche Reduzierte mit n — 1 Unbestimmten erwiesen, so gilt 
sie auch für die Form 


n—i 


Ma, %, 9, %n0 0) - Dr, + 4410 at 9a) 
i=1 


und folglich bestehen Ungleichheiten von folgender Gestalt: 
(20) Yu<or Yan Paa< 0° Ys Pu En TO EEE 
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und es bleibt nur zu zeigen, daß auch noch eine Ungleichheit 
(21) r FRlha-t os 0-1" Inn 
stattfinden muß. Zu diesem Zwecke folgern wir zunächst aus (20) 
für jeden Index k <n — 1 die Ungleichheiten 
Yr-1,3-1< %-1' Yan Ir-a,8-2 < 9-2 9-1 Yan Yırn SO108°° Or-ı Par 
und folglich 
Bar tra <ta tt 0 FH 089 4017087 0000) 


oder, indem zur Abkürzung 


9 





gesetzt wird, fen 1tatır 2: Galler 
(22) partys Ht- - +yi<2- (2). 

Entweder besteht nun für alle Indizes k <n — 1 die Beziehung 
(23) u FIRE 


Dann folgt die andere: 
n—9 ET erg 
Ve Yas Ya ar 


Da aber nach dem Hermiteschen Satze in Nr. 3 der Koeffizient 
@,, = y,, der Hermiteschen Reduzierten f(x,, %,, . . ., %,) unterhalb 
der Grenze 


n—1 
4\ 2 nr 
a) VD 
liegt, so findet sich mit Rücksicht auf die Formel (17) 


n (n A) 


Pi <(5) ; "Putas "Immo 








eine Ungleichheit, die mit der voraufgehenden verbunden zur fol- 
genden führt: n(n- 1) 


4 4 
n_9,n-3 f 
Yı-Tı Ta 13 < (5) "Yany 


die um so mehr also, da aus (23) 





De re ala TR 
hervorgeht, zur Ungleichheit (21) führt, wenn 
n(n—1) 








gesetzt wird. 
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Oder es gibt unter den Indizes 1,2,...,n — 2 einen größten Index %, 
für welchen noch | 
(25) 


Yrr Ir’ Yerl,k+10 


während für alle Indizes © > % jener Reihe 
(26) TREE | 
ist. Schreiben wir in dieser Voraussetzung die Formel (8) in der Ge- 
stalt 
Kan a, EN HN tm Ft Plan ra ku) 


indem wir mit 9(%,,,, +»: %,) die Form 
Eee nt 


mit na — k Unbestimmten bezeichnen. Durch eine unimodulare Sub- 
stitution 


(27) = Dß,2, G=mk+lk+2,.-.,n) 


j=k+1 
kann letztere in eine Hermitesche Reduzierte 


EL EIRPIe 
übergeführt werden; verbindet man aber die Substitution (27) mit 
den Gleichungen + Bang lapn 


@=1,2,..,Äk) 


zu einer unimodularen Substitution für die Unbestimmten x, ,%,,.. .,%,, 
so geht durch letztere die Form f in eine äquivalente Form über, 
deren erste k Hauptkoeffizienten diejenigen der Form f sind, während 


der (k + 1)‘ durch den Ausdruck 


k 

Du Pi, #+1 am 0: P;r1,#+1 SET EEE P,, id Ar CE +1,k4+1 
i=1 

gegeben wird. Durch passende Wahl der ganzen Zahlen ß, ;;1, 
Br_1,.+1°: Ba,a 41 Bi, Können die einzelnen Summanden gleich oder 
kleiner gemacht werden als bzw. 47%, ZPr-ı.._ 0: » 7/1, der ganze 
Koeffizientenausdruck also gleich oder kleiner als 


a a ta CE +1,c+1' 


Da sein Wert aber nicht geringer sein darf als der (k + 1) Haupt- 
koeffizient a 
Ya Yayeıı ER e Yerlart 
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. der Hermiteschen Reduzierten f, so ergibt sich a fortiori die Be- 
Per re A ar Yag ar or Pr) T 41,413 

durch ihre Verbindung mit (22) und (25) erschließt man die neue: 
(28) Yes ER <2- Ep +1,c+1' 


Diese nimmt, da nach dem Hermiteschen Satze 


ee 
4 2 n-k/T 
Cp41,%+1 < (z) ."yD 


ist, unter D” die Determinante der Form @ oder % verstanden, deren 
Wert durch die Gleichung 





D' = Wer rlı a AraNE, 


bestimmt wird, die nachstehende Gestalt an: 





n—k-1 a 
4 2 : n—k 
2 
Per, 2 i (z) leeren TDran) ’ 
also wird 
2 Ma EN) 
27 
0 Mi: (3) Hesse ln 


Wäre etwa k=n — 2, so lautete diese Beziehung einfach 
aslın=i — 2 I Gr ; Ian? 


und die Behauptung (21) wäre bewiesen. Andernfalls folgt aus (26) 
die Ungleichheit 


n—k—2 n—k—2 n—k—3 
ETER VERLUNE k+2 TE ET N 
und durch ihre Verbindung mit der vorangehenden die neue: 


N} (r—k)(n—k—1) 








n—k—2 n—k—3 23 4 4 
N re alien sr <2 ; (3) "Ian 


und schließlich, da wegen (26) 
ee Te ar n21 
ist, die Ungleichheit (21), wenn 


R-M)m-k—1) 








n—k 4 z 
DR? 5) 
, 
KNERSDERSKSS N ,2: 9.-1 
"+1 "Tor Ta 


gesetzt wird. 
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Hiermit ist der in (19) behauptete Satz vollständig bewiesen. 
Beachtet man nun endlich, daß nach Formel (8) der Haupakosfnr 
zient a,, der Form f durch die Gleichung 


0, (Y; Tr Ya; rt: Pr) mr Yu 
gegeben wird, so folgt wegen (18) 
a, <a Pyechilier yasıyh) tan: 
also mit Rücksicht auf den Satz (19) 
A, > yall = 9-3 + 0.2057 1 = -h 047037. 75004 ) i 








wofür kürzer 2 
a, <v Y; 


gesetzt werde. Daraus folgt dann für 
vYivy vv, —=Ä, 
das Stattfinden der Beziehung 
Olga 0, <A, (Yaidaa Pan) = An D, 
wie der in (16) ausgesprochene Satz es bebauptet. 


Ist dieser Satz hierdurch bewiesen, so folgt daraus nun in Beach- 
tung der Ungleichheiten (15) sogleich weiter 


(29) Yı SU,‘ VD, 


wenn u,„—=4,”n gedacht wird. Man erhält also aufs neue den 
Hermiteschen Fundamentalsatz, ohne freilich über den 
Wert derSchranke u, eine nähere Aussage machenzukönnen. 

5. Haben wir diese Ergebnisse aus der Formel (8) gewonnen unter 
der Voraussetzung, daß f(&,,%,,...., z,) eine Hermitesche Redu- 
zierte sei, so wollen wir nun zeigen, daß jede Form einer anderen 
Form f äquivalent ist, für welche die Linearformen n, der Formel (8) 
einen besonderen Charakter aufweisen. 

Zunächst kann die Form in eine äquivalente verwandelt werden, 
deren erster Koeffizient a,, die kleinste durch sie oder ihre Klasse 
mittels ganzzahliger Werte der Unbestimmten darstellbare Zahl ist, 
die wir M, nennen. Es sei 


f(&, X, Bra „)= 2,0, 


@j=1,2.. 
diese Form. Dann setze man dafür 
Mi LEN TRT au (din 200, 
11 an Pia 2 ee 


wobei M, = a,, und p(2,, %, : * , %,) eine offenbar positive Form von 
nur noch n — 1 Unbestimmten ist. Auch diese hat ein Minimum M, 
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und kann durch eine auf die Unbestimmten z,, &,, -- x, bezügliche 
unimodulare Substitution in eine äquivalente verwandelt werden, 
deren erster Koeffizient M, ist, wobei die allgemeine Form des ersten 
Gliedes im vorigen Ausdrucke nicht verändert wird. Entsprechend 
kann man daher schreiben: 


M, (2, +019%+,2%,)”+ Ma(a, +92 + 40) role ,) 


und kann nun in gleicher Weise fortfahren. So nimmt die mit der 
Ausgangsform äquivalente Form schließlich den Ausdruck an: 


MU + st ++) Mala 8a + + 8%.) 
(30) + M;(&; a“ Re g° 05,%,)” + Dr 12 MM. 10, ı er Ger 
+-M,2,; | 


in welchem M, das Minimum von f, M, dasjenige von p, M, das- 
jenige von ı usw. ist. Ersetzt man aber x,_, durch &,_, + M,_ı,.n "u, 
so bleibt die allgemeine Gestalt dieses Ausdruckes unverändert, durch 
geeignete Wahl der ganzen Zahl m,_,,„ jedoch geht &,_,+@,_1,n'%, 
in einen Ausdruck derselben Form über, wo nun «,_,,„ absolut gleich 
oder kleiner ist als 5. Wird darauf x,_, durch 


Ln—_2 e: Le ö 1 + M,_2,n In 


ersetzt, was die folgenden Glieder des Ausdruckes unberührt und seine 
allgemeine Gestalt unverändert läßt, und werden die ganzen Zahlen 


M._9,n_ 1 M,_s,n passend gewählt, so geht 


I, a 2,n— 1 u ıt &, _2,n" In 


in einen Ausdruck gleicher Gestalt über, wobei nun aber «,_, „_, 
und «,_,,„ absolut gleich oder kleiner als + sind. So fortfahrend 
sieht man, daß im Ausdrucke (30) der mit fäquivalenten Form sämt- 
liche Ra nstahten &;, absolut gleich oder kleiner als — vorausge- 
setzt werden können. Diese nach Minimalwerten fortschreitende Form 
mag hinfort kurz eine Minima-Form der Klasse heißen. Aus der 
Art, wie sie gewonnen worden ist, ersieht man unmittelbar, daß, wenn 
man mehrere Anfangsglieder unterdrückt, der Rest noch eine Mini- 
ma-Form für die dann überbleibende Form mit der geringeren Anzahl 
von Unbestimmten darstellt. Dasselbe wird aber auch der Fall sein, 
wenn man mehreren der letzten Unbestimmten &,,2%,_1,, &u_»--- 
den Wert Null beilegt, sowie auch, wenn beides gleichzeitig geschieht. 
Für binäre Formen hat jede Minima-Form den Ausdruck 


M, (x, + &5%)’ + M;2°, 


wo M, der Minimalwert der Form und «,, absolut gleich oder klei- 
ner als 5 ist. Da sie für z, = 0, % =1 den Wert M, : «3 + M, an- 
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nimmt, der nicht kleiner sein kann als M,, findet sich 


also Sag 
M, > n j M,. 


Da nun für eine Form mit n Unbestimmten den voraufgeschickten 
Bemerkungen zufolge die binären Formen 
M,(&, + &9%)? + My, 
M;(& + 3323)’ + Myx, 
Mn 2): Ho UmR 
sämtlich Minima-Formen sind, so ergeben sich die Ungleichheiten 
(31) M, > + Mn M, > ıM;, ERS 7 n—1' 
Ihnen zufolge geht aus der Gleichung 
(32) Mm, M,-D, 
durch welche die Determinante D der Form f bestimmt 
wird, von neuem die Hermitesche Grenzbestimmung 








n(n — 2 
—. (a 2 

(33) Mr<Z(G) 0... :D 
oder 

n—1i 

Bi a N Ze BE 

(34) M,< (7) VD 
hervor.!) 


Ebenso, wie aus (32) mit Rücksicht auf die Ungleichheiten (31) 
die Formel (33) erhalten ist, finden sich aber auch die folgenden: 











n—-1)(n—-2) 
or, Haid 2 D 
M,” '<(7) ER 
(n—-2) (n—3) 
rn 2 D 
126) 
(33a) ; a 
AR D 
2 Zee ER, se 
a a an mg Pan 
D 
M, MM Ms 





1) Siehe Korkine u. Zolotareff, Math. Annalen, Bd. 6, S. 373. 
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Durch diese und die Ungleichheiten (31) sind die Minima M,, M,,... M, 
zwischen zwei Grenzen eingeschlossen, welche durch n, D und M, 
bestimmt sind; das Minimum M, bleibt der Hermiteschen Grenz- 
bestimmung gemäß unterhalb eines nur von n und D abhängigen 
Wertes; gibt es aber bei den betreffenden Formen auch eine Grenze, 
oberhalb deren M, bleiben muß, so werden sämtliche Minima 
M,, M,, M,,... M, auf endliche Intervalle beschränkt. Dies ist ge- 
wiß der Fall bei ganzzahligen quadratischen Formen, da bei sol- 
chen stets M, > 1 sein muß. Da nun für solche der Formel (30) ge- 
mäß alle Koeffizienten der Form ebenfalls auf endliche Intervalle 
beschränkt bleiben, und da sie zugleich ganzzahlig sind, so kann es 
bei derartigen Formen nur endlich viele verschiedene Formen (30), 
also auch nur eine endliche Anzahl der durch sie repräsentierten 
Klassen äquivalenter Formen mit der Determinante D geben. Man 
hat somit den Satz bewiesen: 


Die Anzahl der Klassen äquivalenter ganzzahliger posi- 
tiver Formen mit gegebener Determinante ist endlich.!) 


6. Für eine ternäre Minima-Form 
M,(&, + &s% + &525)? + My(2, + 052%)? + My0,: 
gelten nach (31) die Ungleichheiten 
M>:M, M>%M. 


Korkine und Zolotareff haben jedoch a.a.O. nachgewiesen, daß 
die letztere Schranke durch die genauere 


M,>ıM, 


ersetzt werden darf. Da nun für eine Minima-Form (30) mit n Unbe- 
stimmten, wie vorbemerkt ist, die folgenden ternären Formen: 


M;(& + gg + &325)” + Mala, + 895%)” + Mar, 
(a er ak 1m u) Y Ma y au) ar Au 
M, nn. SE 1 In ar 2,n' Fi +M, 1, RN %,) 
ME 
ebenfalls Minima-Formen sind, so ergeben sich nachstehende Ungleich- 
heiten: => a 
u MD: My N DM; 
M,>;>M>3:4M, 
N, >\G)\: HM, 


1) Siehe die erste Abteilung dieses Werkes, 3. 424. 
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usw., woraus allgemein 
M,,; > lt. j 4M), M,;; 41 = 5) ‘M, 


geschlossen wird. Verbindet man aber diese Ungleichheiten mit der 
Gleichung (32), so erhält man ohne Mühe die nachfolgenden Grenz- 
bestimmungen für das Minimum M, der Klasse: 


Ist n gerade, n = 2m, so ist 





» er) N 
(35) Mr VD, 
2 2 





ist 9 ungerade, n = 2m + 1, so ist 
gm (m — 1) 73 
(35b) M, < = Wi gmm-2) 


Diese Bestimmungen sind wesentlich enger als die bisher 
nach Hermite gegebenen. Für n=2, 3, 4, 5 finden sich die fol- 
genden Grenzen: 


v:Dd, y3D, Y&D, YSD. 


Von ihnen sind die ersten drei genau, d. h., während für jede qua- 
dratische Form mit der bezüglichen Anzahl von Unbestimmten und 
der Determinante D ihr Minimalwert nicht größer ist, als die ange- 
gebene Schranke, so kann er nicht für jede von ihnen kleiner sein 
als sie, vielmehr gibt es eine Form, für die er der Schranke gleich 
ist. Derartige Formen sind bzw. die folgenden: 


Vrla +32] +20) 
—- V3 Dia’ +2, + 0%), 
v2D(fe, + 3% + 38)’ + ala + 35 + 3°) 
—-— V2D(a? +a2 +22 +00 +00 + %%,), 
VaD((a +30 +40+4 2] + 1, +3 44H HH) 
— VAD(2? +0 +0 + 0° 4 20, + 00:4 2,8 + Kost 2u2.). 


Für quaternäre Formen haben Korkine und Zolotareff 
die angegebene Schranke auch auf einem anderen Wege 
hergeleitet, der beachtenswerterweise nur für sie zum Ziele führt.!) 


Sei 
PIE Ze 


1) Mathem. Annalen, Bd. 5, 8. 581. 
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eine quaternäre positive Form mit der Determinante D, deren erster 
Koeffizient « dem Minimalwerte der Klasse gleich ist. Ihre Adjun- 


er F(&, %, X, X) 
Das Minimum der positiven ternären Form 
F(0, X,, %,,X,) 


sei M und ,=&, X, =8$,, X, =, eine Darstellung desselben, 
wobei offenbar &,, &,, &, Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sein müssen. 


Nach Gauß lassen sich daher (siehe die erste Abt. dieses Werkes, 
S. 55) ganze Zahlen [,, l,, l,, m,, m;, m, so angeben, daß 


m, -ım 5, hm km, -5&, km —km=$, 


wird, und weiter, da diese Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, 
andere Zahlen n,, n,, n, so, daß die Determinante 








a My 
m nn —=1 
bio ER, 








wird. Dann bezeichnen die Gleichungen 


eh tıy tm tm 


I — l3Ya + May; + NY, 
I = l;Y + M3Y; + NY, 
4, = l,Ys + my + Yı 


mit ganzzahligen /,, m,, n, eine unimodulare Substitution, durch wel- 
che f in eine äquivalente Form $(Y,, Y, Ys, Y,) übergeht, deren erster 
Koeffizient ungeändert gleich «a ist. Da er das Minimum dieser Form 
sein muß, ist er es offenbar auch für die ternäre Form @(Y,, Ya, Ys, 0) 
deren Determinante A heiße. Diese Form ist durch die quaternäre 
Form f mittels der Substitution 


2 =Yı + hy + mıYs 


I, = baYg + MaYs 
I = l;Ys + Mm; Y; 
4, = l,Ys + MyYs 


und daher (s. die erste Abt., 8.564) ihre Determinante A durch 
die Adjungierte F mittels der Werte 


X-0, =hm —ım, X, =-ım—hm, X, =lm,—Im, 
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darstellbar, d.h. man hat 


A= F(0, &, &, 85) = M. 


Da nun die Determinante der Form 7'(0, X,, X,, X,) gleich D?a ist, 
so erhält man nach der oben gegebenen engeren Schranke für den 
Minimalwert ternärer Formen die Ungleichheiten 


MZY23D:a, azY2A=Y2M 
und aus ihrer Verbindung miteinander die nachzuweisende Grenzbe- 
stimmung az VAD. 


Weiter haben die genannten Forscher aus ihrer für ternäre Formen 
angegebenen Schranke des Minimalwertes derselben noch einen 
neuen Beweis des Seeberschen Satzes hergeleitet, auf den wir 
nicht verfehlen, hier wenigstens hinzuweisen. 

7. Nachdem nun schon auf mehrfache Weise der Hermitesche 
Satz über die Schranke für das Minimum einer Klasse hergeleitet 
worden ist, wollen wir jetzt zeigen, wie er am unmittelbarsten sich 
aus der zahlengeometrischen Grundlage ergibt, die im vorigen Kapitel 
entwickelt worden ist. Es bedarf dazu nur noch einer Ausdehnung 
der Betrachtungen des sechsten Kapitels über das Gitter einer posi- 
tiven ternären quadratischen Form auf den »-dimensionalen Raum 
und die Formen mit » Unbestimmten. 

Mit p bezeichnen wir einen beliebigen Punkt des n-dimensionalen 
Raumes, und seine rechtwinkligen Koordinaten jetzt mit &,, &,,...&,. 

Dasselbe Zeichen bedeute auch den Vektor nach diesem Punkte, 
d.h. die Gesamtheit der Punkte ?#$,,2$,,..., 2t&, für das Intervall 
t= (0 bis {=1; endlich bedeute p die Länge dieses Vektors oder 


(34) PeyvErt re 
Sind nun n solche Punkte gegeben: 
(35) p, mit den Koordinaten «,,, &s, - 


G=-1T2,.--,n) 





[2 3 On 


und ist die aus den letzteren gebildete Determinante 


(36) A=la,,| 
von Null verschieden, so ergeben offenbar die Formeln 
(37) u 70% a a7 777 En 


VE REN ABER N 
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jeden Punkt p des n-dimensionalen Raumes und jeden von ihnen auch 
nur einmal, wenn man die Unbestimmten %,,%, ..., x, alle reellen 
Werte durchlaufen läßt. Erteilt man ihnen aber nur alle möglichen 
ganzzahligen Werte, so bestimmen die Formeln (37) eine Ge- 
samtheit von Punkten, die als n-dimensionales Raumgitter 
angesprochen werden darf. Die Punkte p, fürı=1,2,.-..,n 
sind seine Grundpunkte, welche den besonderen Annahmen 


1, ,=-0fürk2i 


v 


bzw. entsprechen, und die Vektoren p, sind die Kanten seines 
rue je von der Länge 


= Ya testet 


Die für en x, dieses Raumgitter analytisch aussprechenden 
Formeln (37) lassen sich symbolisch in die folgende: 


(38) P=PıXı + Pa +7 Pu% 
zusammenfassen. Ist nun q ein zweiter Vektor, dessen Endpunkt die 
Koordinaten 

9, 0% Yı FT Mg Ya Ft 0,9 
(k=.1,2,...,%) 
habe, so daß 

g=PYı FT PY rt Pa%n 

gesetzt werden kann, so soll unter dem Produkte PB beider Vek- 
toren p,q der Wert 


(39) Bergmimtänmt tm 
verstanden werden. Daraus folgt, übereinstimmend mit (34) 
(40) a a Hl ae ae Fa 


Da aber (39) auch folgendermaßen geschrieben werden kann: 
< 

vg DACH: a ent.) (Gryı H°° + 0,9) 
k=1 


I Yeraıay, 


=147 
oder, wenn zur Abkürzung 


n 


> | RT 4; mM, 


Kl 


pP = 2a, Rate 


la ne, 


gesetzt wird, 
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so findet sich insbesondere 
(41) Pep.p- da,-n0 
1,3 


d.h.» als die Quadratwurzel aus der quadratischen Form 


(42) f(&ı %g, gr 2.) - > Q;;° LT, 
4,9 
Jedem n-dimensionalen Raumgitter sieht man somit eine 
quadratische Form mit n Unbestimmten zugeordnet, welche 
durch Vergleichung der beiden Ausdrücke (40) und (41) für p? als 
eine wesentlich positive erkannt wird, da ihr Wert, der wegen 
(40) nicht negativ sein kann, auch nur für 


=, 5 =0,- 2: =, 


d.i. nach der über die Determinante A gemachten Voraussetzung nur 
für das System 

= =0,..,2,=0 
verschwinden kann. 

8. Umgekehrt aber entspricht auch jeder positiven qua- 
dratischen. Form mit n Unbestimmten ein n-dimensionales 
Raumgitter der angegebenen Art. Denn, wird eine solche Form 
(42) nach Formel (3) in die Gestalt gesetzt: 


(43) CORE 7 BE Til uE Fu En ae Fi 

wo die &, Linearformen von der Gestalt (37) sind, und werden dann 
&E,&9--., &, sowohl wie «,,, &s, '*-, &,, als Koordinaten von Punk- 
ten p und p, des n-dimensionalen Raumes aufgefaßt, so bestimmen 
eben die Linearformen (37) oder die symbolische Formel (38), wie 
bemerkt, ein Raumgitter, welchem die Form (42) zugeordnet ist, da 
aus der Vergleichung der Koeffizienten zur Rechten und Linken in 
(41) sich n 


a,; -  eynzr 


ergibt. Dieses Raumgitter kann als die geometrische Darstellung der 
quadratischen Form, nämlich der Gesamtheit der Werte, welche sie 
für ganzzahlige Werte ihrer Unbestimmten annimmt, bezeichnet wer- 
den, nicht aber nur dieser Form selbst, sondern allgemeiner als Dar- 
stellung ihrer Klasse. Denn es lassen sich nun die Kap. 7, Nr. 7 aus- 
geführten Betrachtungen allgemeiner jetzt wiederholen. Durch eine 
ganzzahlige Substitution 


(44) = Pıhı FPisY t + DinYn 
@=1,2,:-,n) 
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mit nicht verschwindendem Modul P geht aus dem Raumgitter (38), 
indem die Linearformen (37) die neue Gestalt annehmen: 


5 PıaYı + Paiya + + Purhr 


(Ku I 2,0) 
in denen 
= 
(45) Par - > P;n%;x 
Aa 


ist, ein anderes, jenem Gitter eingelagertes Gitter 


(46) = my tr Gyr Yn 


hervor, dessen Grundpunkte q, durch die Koordinaten ß,;,, Bo '', B;, 
bestimmt sind. Das aus den Kanten q, gebildete Grundparallelepi- 
ped des neuen Gitters unterscheidet sich im allgemeinen von dem 
ursprünglichen; ist aber P=-+1, so wird die Gesamtheit der Gitter- 
punkte des letzteren genau dieselbe sein wie die des neuen, welches 
also dann nur eine andere Einteilung des ursprünglichen Gitters 
ausmacht; beide Gitter sind dann nur zwei verschiedene Parallel- 
gitter, welche ein und demselben Punktgitter eigentümlich sind. 
Ist aber p(Y,, %s, : . ., Y,) die dem neuen Gitter zugeordnete quadra- 
tische Form, so entsteht diese ersichtlich aus der Form f(z,, %,, . . -, &,) 
durch die gleiche Substitution (44), welche das neue Gitter hervorge- 
bracht hat, und ist dieser Form äquivalent, wenn P=-+1 ist. Dem- 
nach darf das Punktgitter, dem jene Parallelgitter eigen sind, als das 
zahlengeometrische Abbild der durch dieFormf(z,,23 . - , %,) 
repräsentierten Klasse äquivalenter Formen aufgefaßt 
werden. 


Das Grundparallelepiped des Gitters (38) besteht aus denjenigen 
Punkten des n-dimensionalen Raumes, dessen Koordinaten (37) allen 
Werten 


(47) | 0<m<i 


entsprechen. Sein Inhalt ist demnach gleich dem über alle diese Punkte 
En: „&, erstreckten Integrale 


Sas,ag...a&,, 


d. h. gleich dem über alle, den Ungleichheiten (47) genügenden 
Wertesysteme &,,7,, ..., 2, erstreckten Integrale 


fIAl- da,da, --- dz,, 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 18 
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also gleich 

Al. 
Demgemäß ist |B| der Inhalt des neuen Gitters (46), wenn B die 
Determinante | ß,, | bedeutet, also mit Rücksicht auf die Beziehungen 


(45) gleich! IP]-|A|. 


Für P=+1,d.h. für die verschiedenen, einem Punktgitter eigenen 
Parallelgitter ist daher der Inhalt ihrer Grundparallelepipede der 
gleiche. | 

9. Sei nun M,,Mg,...,m, ein beliebig gegebenes System ganzer 
Zahlen — und durch die Gleichungen | 


& = Mm + Mg; +4 0,,M, 
(k=1,2,...,n) 


der entsprechende Gitterpunkt des Gitters (38) bestimmt. Setzt man 
dann 


(48) & = a,,(m +2) + (Mm +2) + + a,,.(m, +2) = 8 + &, 
(k=1,2,...,n) 


und läßt die Zahlen &,, &,, ..., x, alle die Ungleichheiten (47) er- 
füllenden Systeme durchlaufen, so ordnen sich die Punkte mit den 
Koordinaten (48) und die Punkte des Grundparallelepipeds (38) mit 
den Koordinaten &, eindeutig einander zu, und die Gesamtheit der 
ersteren bildet so ein von dem genannten Gitterpunkte aus kon- 
struiertes Parallelepiped, welches dem vom Nullpunkte aus konstru- 
ierten Grundparallelepipede „kongruent“ genannt werden darf. Die 
Gesamtheit aller so konstruierten Parallelepipedeaber er- 
füllt offenbar den ganzen n-dimensionalen Raum einfach 
und lückenlos, da die Systeme m, +2, Mm; + &,..,m, + %,, 
wenn die m, beliebig ganzzahlig und die Zahlen x, zwischen O und 1 
sind, mit der Gesamtheit aller reellen Systeme z,, ©, ..., x, iden- 
tisch sind. 

Gleiches wird offenbar gelten, wenn die x, in den Formeln (48) 
nicht das Intervall O bis 1, sondern das Intervall —5 bis + # durch- 
laufen; die Parallelepipede sind dann nur gegen die vorigen ver- 
schoben, indem der Gitterpunkt m,, Mg, ...., m, nicht mehr eine 
Ecke, sondern den Mittelpunkt des Parallelepipeds ausmacht. Jedes 
von ihnen hat den gleichen Inhalt wie das Grundparallelepiped, ist 
also gleich |A|. 

Man denke nun um den Nullpunkt des Gitters (38) einen Raum 
abgegrenzt, der ihn zum Mittelpunkte hat; seine Oberfläche wird 
durch eine Gleichung zwischen den Koordinaten &,, &,, ..., &, oder, 
was den Formen (37) gemäß dasselbe sagt, durch eine Gleichung 
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zwischen den Elementen &,, %, . . -, 2, bestimmt. Wählt man jene 
aber als die Aichfläche einer Strahldistanz, so treten die Betrach- 
tungen in Nr. 5 des siebenten Kapitels in Kraft. Insbesondere darf 
man als Strahldistanz, unter f(&,, %,...,%,) die quadratische Form 
(42) verstehend, welcher das Punktgitter zugehört, die Funktion 


(49) Ss) — + Va, 2, +. %,) = Pi, Bar: %,) 

wählen. Diese erfüllt in der Tat alle Bedingungen einer Strahldistanz, 
da sie Null nur für den Nullpunkt des Raumes, für jeden anderen 
seiner Punkte aber positiv ist, da ferner S(—x)=S(z) und der 
Homogenität der quadratischen Form wegen für jedes 2>0 auch 
S(lz)=t:8(x) ist; weil endlich wegen (43) für zwei Systeme 
Ber und z,%,,:.:,%,, denen die Koordinaten &,, &,,..., &, 
und 8, &,..., &, entsprechen mögen, 


pt, 1: 2%, 2 In ’r %,) —. V&+ 8) 7 ur ar (8, as NE 
gefunden wird und 
ee ee never. Falyert.gp 


ist, so erfüllt die Funktion p auch noch die letzte der den Strahl- 
distanzen charakteristischen Bedingungen 


Plata, ee did A, 2) Pa ,-- = Ku): 





Die Gleichung der zugehörigen Aichfläche: 
p(&, Uyyerı, zT) —1 
ist gleichbedeutend mit der Gleichung 
HH +1 


und bezeichnet also eine um den Nullpunkt als Mittelpunkt mit 
dem Radius 1 beschriebene n-dimensionale Kugel, deren in den Ko- 
ordinaten &,, &,, .. ., &, gemessener Inhalt 


)' 
ei+3) 


ist. Da aber wegen (37) der in den Größen &,, &, ..., 2, gemessene 
Inhalt der Kugel 


1 
I- Sanıday...da, 4, fa& ds, a8, 


und A”nichts anderes als die Determinante D der Form f(x, ,%3,:..,&,) 
ist, so findet sich nach den Sätzen der angezogenen Stelle für den 
10 








(50) Sa as -- 
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Minimalwert der Strahldistanz in den Gitterpunkten, d.h., wenn M 
den Minimalwert der Form für ganzzahlige Werte der Unbestimmten 
bezeichnet, für YM die folgende Ungleichheit: 





und ihr zufolge 


(1) M< 


Dies ist von neuem der Hermitesche Satz, nur daß der 
. n/m . . . 
numerische Faktor vor VD ein anderer als bei Hermite 


n—=1 
und gegen den früheren Wert (#) * wenigstens bei größe- 
ren Werten von n erheblich kleiner, die Formel also ge- 
nauer ist. 

Legt man um jeden Gitterpunkt eine Kugel, deren Radius +Y M 
ist, so werden alle diese Kugeln nur in einzelnen Punkten sich be- 
rühren, aber nicht ineinanderdringen, noch auch den ganzen Raum 
erfüllen; der Inhalt einer jeden von ihnen ist wegen (50) gleich 


aus Has 
2 (+) 


Vergleicht man ihn mit dem Inhalte |A| = Y.D eines jeden der um 
die Gitterpunkte zuvor abgegrenzten Parallelepipede, welche ins- 
gesamt den ganzen Raum ausmachen, so findet sich für das Ver- 
hältnis des von all jenen Kugeln erfüllten Raumes zum Gesamtraume 
der Ausdruck os 

M"h ' x (5) 


2"yD (14) 


dessen Wert <1 sein muß. Somit gilt in der Formel (öl) allein 
das Ungleichheitszeichen. 

Die Frage, wann jenes Verhältnis den größten Wert hat, 
oder wie gegebene Kugeln am dichtesten zu lagern sind, 
kommt offenbar auf die andere hinaus, wie die Form f mit einem 
bestimmten Minimum M oder das zu ihr gehörige Gitter zu wählen 
ist, damit D seinen kleinsten Wert erhält. Sie führt uns zu Unter- 
suchungen, die vollständig erst zu lösen sind, wenn das Problem der 
Reduktion erledigt ist, und deshalb wenden wir uns nun zunächst 
dem letzteren zu. 
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Neuntes Kapitel. 


Die Reduktion der positiven quadratischen Formen. 


1. Die Aufgabe der Reduktion besteht, wie wir wissen, in der Er- 
mittelung von Formen von solcher Beschaffenheit, daß sich in jeder 
Klasse äquivalenter Formen wenigstens eine von ihnen und, wenn 
möglich, nur eine befindet, so daß man über die Äquivalenz gegebener 
Formen danach entscheiden kann, ob sie ein und derselben jener be- 
sonderen, sogenannten reduzierten Formen äquivalent sind oder nicht. 
Das kommt offenbar auf das Folgende hinaus. Die Gesamtheit aller 
positiven quadratischen Formen mit n Unbestimmten: 


(1) fa, 22, ...,%,) = Da, 
BIT.) 


kann als die Gesamtheit aller Wertsysteme 
re ale, 2...) 


19 39. 


aufgefaßt werden, also als eine Mannigfaltigkeit A von der Dimension 





und jede Form (1) als ein Punkt derseiben; Punkte, welche äqui- 
valenten Formen entsprechen, mögen ebenfalls äquivalent heißen 
und die Menge aller äquivalenten eine Klasse. Die Reduktion dieser 
Formen verlangt dann, wie dies für den Fall a—=2 im ersten Kapitel 
entwickelt worden ist, die Abgrenzung eines Gebietes D der 
Gesamtheit A von der Art, daß jede Klasse oder alle unter- 
einander äquivalenten Punkte durch einen Punkt des Ge- 
bietes B und im allgemeinen auch nur durch einen einzi- 
gen Punkt des Gebietes BD repräsentiert werden, von dem 
auch umgekehrt jeder Punkt eine solche Klasse bestimmt. 
‚Wie wir a.a.O. gesehen haben, zerfällt dann die ganze Mannigfaltig- 
keit A (a.a.O. der Kreis aller positiven binären Formen), den sämt- 
lichen unimodularen Substitutionen entsprechend, in einzelne Gebiete, 
deren Punkte durch sie aus den äquivalenten Punkten des „redu- 
zierten“ Gebietes B hervorgehen. Die Reduktion der positiven qua- 
dratischen Formen mit » Unbestimmten wird also auch in einer ge- 
wissen Zerlegung des v-dimensionalen Raumes all solcher Formen 
in Teilräume bestehen, von denen einer der „reduzierte Raum“ ist. 
Etwas allgemeiner faßt Voronoi in seiner großen Arbeitim 134. Bande 
des Journ. für die reine u. angewandte Mathematik die Aufgabe der 
Reduktion folgendermaßen: Le probleme de reduction des formes 
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quadratiques positives consiste en une partition uniforme!) de l’en- 
semble de ces formes & l’aide de domaines de formes determines & 
Vaide d’inegalites lineaires et jouissant de la propriete, que chaque 
substitution ä coefficiens entiers et de determinant 1 ne change pas 
l’ensemble de ces domaines. En partageant cet ensemble en classes 
de domaines @quivalents et en choisissant les representants de toutes 
ces classes, on appellera reduites les formes quadratiques qui appar- 
tiennent ä ces [derniers] domaines. 

Dies zu erreichen, ist also die Aufgabe, die uns jetzt obliegt. 

2. Wir haben schon zwei verschiedene, von Hermite angegebene 
Bestimmungsweisen reduzierter Formen kennengelernt. Die zweite 
Art derselben, die von uns „Hermitesche Reduzierte“ genannten, be- 
dürfen freilich, um vollständig dem Zwecke entsprechend bestimmt 
zu werden, nach Hermite noch weiterer Umgrenzungen, welche 
nicht, wie die bisherigen und wie es bei den binären und ternären 
Formen zutraf, in linearen Beziehungen zwischen den Koeffizienten 
der Formen, sondern in Bedingungen bestehen, welche in bezug auf 
die letzteren höheren als ersten Grades sind. Es erscheint aber, 
um mit Minkowski zu reden’), theoretisch als eine hochbedeutsame 


Tatsache, daß aus der v— "© ED pachen Mannigfaltigkeit A aller 


positiven quadratischen Formen mit » Unbestimmten das gesuchte 
reduzierte Gebiet DB durch eine beschränkte Anzahl von ebenen 
(v — 1) fachen Mannigfaltigkeiten, d. i. von linearen Beziehungen 
zwischen den Koeffizienten, ausgeschieden werden kann. Aus diesem 
Grunde hat Minkowski die Hermitesche Definition reduzierter 
Formen, wie nun zunächst angegeben werden muß, dem gedachten 
Zwecke zugunsten abgeändert. 

Die Hermiteschen Reduzierten, so wie sie bisher von uns 
bestimmt wurden, sind nichts anderes als die von Minkowski als 
niedrigste Formen einer Klasse benannten Formen 


(2) f(&, yo, %,) Pac > 0,;%;%;- 

,3=1,2,...,N) 
Wenn nämlich für f(&,, &%,..., %,) und eine ihr äquivalente Form 
(8) P(Yır Yas-- +, Yn) = > b,u9, 


dj 


die Gleichungen stattfinden 


1) D.h. eine solche, die den ganzen Raum einfach und lückenlos erfüllt. 
2) Journ. f. d. reine u. angew. Mathematik, Bd. 107,8.278; Ges. Abh.,Bd.1, 8.243. 
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so mögen sie beide gleichgestellt heißen; dagegen heiße die 
erstere Form niedriger als die zweite, genauer: niedriger an der 
i-ten Stelle, wenn 


4,1 —— ip u. a =. I; = b;; 


ist. Da nun bei den Hermiteschen Reduzierten die Hauptkoeffi- 
zienten je die kleinsten’an den hetreffenden Stellen vorhandenen Ko- 
effizienten sind, so bezeichnen jene in der Tat niedrigste Formen der 
Klasse, und es ist durch unsere früheren Betrachtungen schon fest- 
gestellt, daß es in jeder Klasse wenigstens eine solche nie- 
drigste Form gibt. Ist aber 


(4) = hr SeYan Senn 
=1,2,...,0) 


irgendeine unimodulare Substitution und die Form (3) die durch sie 
aus der niedrigsten Form f entstandene äquivalente Form, so spricht 
sich die Eigenschaft von /, eine niedrigste Form der Klasse zu sein, 
ersichtlich darin aus, daß für alle jene Substitutionen die Ungleich- 
heiten 

(5) bi = (Sin, Sars = +» Smn) > Mr 

(kein v.>n) 
erfüllt sind. Weil ferner die Form (2) durch jede der Substitutionen 
y-tm), y=+M, a EN 

deren Anzahl 2* ist, in eine gleichgestellte übergeht und offenbar 
durch passende Wahl der Vorzeichen zu erreichen ist, daß die Ko- 


ix [a 14 ’ 4 ’ [4 . . 
effizienten von 2, 29, 24%, +, 2&,_1%, nichtnegativ werden, so 
darf man, wenn man will, 

(6) 43 > 0, a5, >0, Srrr) REAL 
voraussetzen. 

Gegenüber den niedrigsten Formen hat nun Minkowski die 
reduzierten Formen einer Klasse folgendermaßen definiert: 

Die Form (2) heißt reduziert, wenn für jeden Index k=1, 
2,...,n die Ungleichheiten (5) für alle solche ganzen Zah- 
len S145 Sgy - - +» 52, bei denen 55, S41,# -- -, %, Zahlen ohne 
gemeinsamen Teiler und von £1,0,...,0 verschieden und 
zudem die Zusatzbedingungen 


(da) al EAN 
erfüllt sind. 
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Die Erfüllung der ersten der genannten Ungleichheiten: 
F(Sı1> S213 + In) > Au 


für jedes System $,,, $g1, ---,S,, Ohne gemeinsamen Teiler lehrt zu- 
nächst, daßa,, das Minimum der Form und ihrer Klasse ist. 
Man ersieht ferner, daß niedrigste Formen einer Klasse, welche 
die Bedingungen (6) erfüllen, stets auch reduzierte Formen der- 
selben sind, da, wenn die Ungleichheiten (5) für alle Substitutionen 
(4) stattfinden, dies auch für die besonderen unimodularen Substitu- 
tionen 5, von der Form 


I, = Yırdı SpyYla in Rat ade 
(G=1,2,..,%—]1) 


(7) Br 
u YET TE SINE 
G=k,k+l,...,n) 
in denen die Zahlen S,,, Sp +++, S&_ı,, beliebig sind, Ser S41,% 


S,,„ aber jedes System von n — %k Zahlen ohne gemeinsamen 
Teiler sein können, also auch für alle in der obigen Definition er- 
wähnten Systeme s,,, Sgy, -- -, 5,, der Fall sein wird. Demnach zieht 
man zunächst den Schluß: | 

Es gibt in jeder Klasse wenigstens eine reduzierte Form. 

3. In dem Gebiete aller reduzierten Formen sind nun die inneren 
Formen desselben von seinen Randformen zu sondern; unter den 
ersteren verstehen wir alle diejenigen, bei denen in den Ungleich- 
heiten (5) keines der Gleichheitszeichen gilt, so daß für die ange- 
gebenen Wertsysteme S,,, Syy> - - -, S,, Stets 


(8) Te ee 7 
(k=1,2,...,%) 


ist; Randformen nennen wir die anderen, bei welchen statt der Un- 
gleichheiten (8) eine oder mehrere Gleichungen 


(Sir, Sonn +++ Sn) = Gr 
statthaben. 

Zweireduzierte Formen, von denen wenigstenseine Form 
eine innere ist, gehören verschiedenen Klassen an. Zum Be- 
weise bemerken wir zuvörderst folgendes: In der unimodularen Sub- 
stitution S, ist die Determinante der letzten n — % Gleichungen 
gleich 1; daher wird die Umkehrung der Substitution eine Substitu- 
tion NS Form ergeben, in welcher auch die sämtlichen Koeffi- 
zienten ganzzahlig sind. Ferner ist jede unimodulare Substitution eine 
Substitution von der Form S,. Dies vorausgeschickt, sei die Form (2) 
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eine innere und (3) eine beliebige reduzierte Form. Gehörte sie 
zu derselben Klasse wie (2), und wäre S eine Substitution, durch 
welche sie aus (2) entsteht, so müßte, da $S von der Form S, ist, 
wenn anders nicht die erste Kolonne der Substitution +1, 0, ..., 0 
ist, nach der Annahme 


Dir FlSıer San 2a, Sun). Ari 


sein; da aber die umgekehrte Substitution, welche (3) in (2) verwan- 
delt, ebenfalls eine Substitution S, ist, so müßte 


’ 


A > bu 
sein, was nicht möglich ist. Da demzufolge die erste Kolonne in 8 
gleich +1,0,..., 0 und somit a,, = b,, ist, so ist diese Substitu- 
tion (oder die daraus durch Entgegensetzung aller ihrer Elemente 
entstehende) eine Substitution S,; wenn anders also nicht die zweite 
Kolonne von S die Elemente s,,, +1, 0,...., O aufweist, müßte einer- 


seits Das = F(Sıa> 5395 : - > Ina) > pa» 


andererseits bei umgekehrter Substitution a,, > b,, sein, was nicht 
möglich ist. Somit wird a,, = b,,, also s, = O0 und 0, +1,0,..,0 
die zweite Kolonne von S, usw.; schließlich erhielte die Substitu- 
tion $ die Gestalt 


un De 17 


? 


womit die Koeffizienten b,;, Bas, » . ., d„_ı,„ gleich oder entgegen- 
gesetzt ZU As, Agg, - - -, @,_,,„ werden; da sie aber den Zusatzbedin- 
gungen zufolge nicht negativ sein dürfen, müssen sie diesen gleich 
sein, und es kann 5 nur eine der Gestalten 


ee N FEITORIRANN 0 

Ol ER 
? 

FONRORLENNT ; ATINGEO SEN 


haben, d.h. die Formen (2) und (3) müssen identisch sein. 

Das Gebiet der reduzierten Formen hat demnach die Eigenschaft, 
‘daß jede positive quadratische Form mit n Unbestimmten und ihre 
Klasse durch einen seiner Punkte repräsentiert wird, und wenn der 
Repräsentant ein innerer Punkt ist, auch nur durch einen Punkt; 
nur wenn der Repräsentant eine Randform ist, können mehrere re- 
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präsentierende Punkte des Gebietes vorhanden sein. Dieses Gebiet 
ist also ein solches, wie es für das Gebiet D verlangt wurde. 

Da eine Klasse, die durch einen inneren Punkt von B repräsentiert 
wird, nur eine Reduzierte enthält, die in ihr enthaltene niedrigste 
Form, welche die Zusatzbedingungen (6) erfüllt, aber eine solche ist, 
so erkennt man, daß die Reduzierte für jede Klasse, die einem 
inneren Punkte von B entspricht, eine niedrigste Form, 
und daß in dieser Klasse auch nur eine niedrigste, den Zu- 
satzbedingungen (6) genügende Form vorhanden ist. 

Wird nun auf die Gesamtheit der reduzierten Formen eine uni- 
modulare Substitution $ angewandt, so entsteht aus dem Gebiete 3 
ein neues, welches nach Minkowski die mit D äquivalente 
Kammer B, genannt werde!); den inneren Punkten von 5 ent- 
sprechen innere Punkte von BD, und umgekehrt. Die Kammern 
B,, By, welehe zwei verschiedenen Substitutionen S, 8’ 
entsprechen, können keine inneren Punkte gemeinsam 
haben, da sonst der einem solchen entsprechende innere Punkt von 
B durch die nicht identische Substitution 8’. 8-! (unter $-! die 
Umkehrung von 5 verstanden) in sich selbst überginge; dies ist 
aber nach dem, was über die Äquivalenz zweier Formen (2) und (3) 
erörtert al. ist, nicht möglich. Da somit die beiden Kammern 
höchstens Ran gemeinsakl haben, d.h. nur in ihrer Begren- 
zung aneinanderstoßen können, andererseits jede positive Form mit 
n Unbestimmten einem Punkte des Gebietes B äquivalent, also einer 
der Kammern, welche durch alle möglichen unimodularen Substitu- 
tionen aus D entstehen, angehörig ist, so erfüllen diese sämt- 
lichen Kammern den ganzen Raum aller positiven Formen 
der besagten Art einfach und lückenlos. 


4. In dr v= Auen di fachen Mannigfaltigkeit all dieser Formen 
bilden die Du Ben Formen 
fa; Uyyeın %,) gr DE "8; 
1) 
ein Gebiet, welches außer durch die Ungleichheiten 


(9) Aa >, 4 > 0, en, RN, 

durch unendlich viele Ungleichungen 

(10) Kae > 
(Re 1,2, 2,2%) 


1) Bezeichnet — 5 die aus $ durch Entgegensetzung aller ihrer Elemente 
entstehende Substitution, so gehen offenbar durch — $ dieselben Formen her- 
vor wie durch 8, so daß die Kammern B, und B_„ identisch sind. 
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in denen $, x, $41,% + +» Sn, Ohne gemeinsamen Teiler sind, bestimmt 
ist. Kann die Anzahl der letzteren Ungleichungen beschränkt wer- 
den, sind sie nämlich sämtlich auf eine endliche Anzahl von ihnen 
zurückführbar, so lassen sich die Sätze zur Anwendung bringen, die 
in Kap. 7, Nr. Sff. entwickelt worden sind. Daß dies wirklich ge. 
schehen kann, hat Minkowski gezeigt. 

Wir betrachten zunächst die Fällen = 2,3,4, d.i. die binären, 
ternären und quaternären Formen. Für diese gilt folgender Satz: 
Die zur Reduktion erforderlichen Ungleichungen (10) sind 
sämtlich erfüllt, sobald die endlich vielen besonderen 
unter ihnen: 


(11) en rn... al 
(k=1,2,...,%) 


in denen ,=-+1, alle übrigen z, gleich O oder +1 sind, 
statthaben.!) 

Zuvörderst darf man, indem man nötigenfalls die Bezeichnung der 
Unbestimmten ändert, für jeden Wert von n, also auch für die hier 
vorausgesetzten Werte n = 2, 3, 4 


(12) AM <AM<Am<' <A, 
annehmen. Sind nun die Ungleichheiten (11) erfüllt, so ergeben sich 


speziell für A>%, wenn z,=1, 2,=-+1 und für jeden von h, k ver- 
schiedenen Wert des Index &,= O0 gesetzt wird, die Bedingungen 


2 4; 42%, +9, > Ans 


(13) 4, > 2:|@,|- 
Hierauf gestützt kann man zeigen, daß mit (11) zugleich für 


jedes beliebige System ganzer Zahlen 


517 $,7 . . ei 5 


n)? 


in welchen s, nicht Null ist, 
F(S1) 823 +++, 55) > Mr 


sein muß. Dies ist selbstverständlich, wenn außer s, alle übrigen s, 
Null sind. Im anderen Falle wird sich mindestens ein absolut klein- 
stes unter den s, befinden; ein beliebiges von diesen oder, falls s, zu 
diesen absolut kleinsten gehört, die Zahl s, selbst nenne man s, und 


setze dann ao a, 








1) Minkowski, Sur la reduction des formes quadratiques positives qua- 
ternaires, Journal für die reine u. angew. Mathematik, Bd. 129, S. 230— 238 
u. Ges. Abh. I, 8. 145, Ges. Abh. Bd.’II,; 8.53. 
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je nachdem 
; s,= 0, >0 oder <O 


ist, und 
(14) | 85, 0;, 
ferner 


(15) 
Nun besteht die Beziehung 
fs; 59) rd 5,) 
= fs —u,.:.,8, u) + D'a,(n, + 5,4, —uU,). 
Zr 


u, 8,6,, wenn i2t 
u=V. 


Da die Summe, wenn man die Glieder mit <=t oder j =? heraus- 
nimmt, wegen v,=( und mit Rücksicht auf (14) sich schreiben läßt: 


c 2 ! 
2.85: > | 4,5: T B | Q,,(5;4, + 5;u, — u,u,), 
> 


Bi wit 
= 
Mes &s-- &,) = 2 4,588; 


m A EIER = > Q,,;8, 8, 
> > 


i Zt .j3zt 


und da 


ist, nimmt die vorige Beziehung die Gestalt an: 


EEE [Ks uin:n u). &,) — Q,,) 


+20: I | 0): Dayss]. 


I,) <t 
Nach Voraussetzung ist ,— +1, also f(&,&,..., &,) > a,,, ferner 


findet sich = 


für n= 2 von der Form a,,- 8, 


.. En 2% 


wii le, 


ürn—A, 0. läge: Eier 4 An Bike 
welche Ausdrücke mit Rücksicht auf (13) alle drei als positiv er- 
kannt werden; demnach ist, weil 6, — o, nach Voraussetzung nicht 
negativ ist, es auch das Summenglied der letzten Formel nicht, und 
somit lehrt diese Formel, daß 


fs, Sg" $,) > fs EN A RS u,) 
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Z>2&-w 


i 


ist. Zugleich aber ist 


Steht also die zu Beweis gestellte Behauptung schon fest für alle 
Wertesysteme der Unbestimmten, deren % von Null verschieden und 


deren Quadratsumme kleiner ist als für das Wertsystem s,, s,, * * , S,, 


so ist sicher, da s, — u, — 2,(6, — 6,) für s, Z s, bzw. s, — u, = 8,6, 
für s, = s,, also von Null verschieden ist, 


(SU, an 9 73 
fs Sy", s,) > Oyp- 


Weil nun, wenn die Quadratsumme der Unbestimmten gleich 1 und 
dabei s, nicht Null ist, d.h. für die Wertesysteme der Formel (11), 
auf welche man endlich kommen muß, die Ungleichheit der Annahme 
nach besteht, so besteht sie hiernach auch für das behauptete Werte- 
system, und der Satz ist bewiesen. 

5. Um nun die anfangs voriger Nr. gemachte Aussage für jeden 
Wert von n zu bestätigen, wiederholen wir zunächst wieder, daß man 
in den reduzierten Formen 


(12a) Gr < Mg <A... <M, 


voraussetzen darf. Ferner sei bemerkt, daß die erforderlichen unend- 
lich vielen Ungleichungen (10) offenbar als spezielle auch alle die- 
jenigen unter sich enthalten, welche aussagen, daß die aus 


um so mehr also 


M&ı, I" %,) 
durch Nullsetzen einiger ihrer Unbestimmten entstehenden Formen 
mit weniger als n Unbestimmten ebenfalls reduzierte Formen ihrer 
Artsind. Da dies insbesondere für die so entstehenden binären Formen 
gilt, ersieht man, daß für die reduzierten Formen mit n Unbestimm- 
ten alle folgenden Ungleichheiten: 


(13a) 0, > 2: | | 
(k=1,2,.:,n—1; k<h) 
stattfinden müssen. Minkowski hat nun a. a. O. auf scharfsinnige 
Weise gezeigt, wie aus jenen Ungleichungen auch die Beziehung 
Ad Yun <m:D, 
in welcher D die Determinante der reduzierten Form und A, einen 


numerischen, nur von n abhängigen Faktor bedeutet, hervorgeht. 
Wir glauben, hier zur Abkürzung auf den gleichen, für Hermitesche 
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Reduzierte oder niedrigste Formen im vorigen Kapitel bewiesenen 
Umstand zurückverweisen zu können, da die Betrachtungen, welche 
ıhn dort festgestellt haben, auch für reduzierte Formen in Gültigkeit 
bleiben, indem die Substitutionen, auf denen die dortigen Schlüsse 
beruhen, Substitutionen von der mit S, bezeichneten Art sind. Wir 
setzen aber, an Minkowskis Arbeit uns näher anschließend, fortan 


—- an Stelle von A, die Beziehung also in die Form 


4 n? 


(16) DD>A,° Ayılg dm 
Da bekanntlich (s. Kap. 8, Nr. 1) 
D< Q,Gs °'*'Q,, 


ist, muß A, <1 sein. 
Dies vorausgeschickt, setze man die reduzierte Form f in die 
Jacobische Gestalt: 


(17) SD 0,28; =. tt. 05 
‘,j 
et Parsı "zı de 


N 
Ch =) die aus den Reihen h,,h,...h, 


und den Kolonnen k,, k,,- - or gebildete Unterdeterminante r*" Gra- 
des von D und setzt D (% IN ;) = D, so ist in jener Formel 


in welcher 


ist. Bezeichnet man mit p( 








Di 
(18) U = un 
und füri<k = er Ber 
...1—1,i 
(19) =" ER) 
P,= D; i 


ı 


Die Vergleichung der Koeffizienten von x,? zur Rechten und Linken 
in (17) ergibt zunächst die Beziehung 
(20) 0, > 4: 
Ferner ist der Nenner des Ausdrucks (19) die Determinante der aus 
f durch Nullsetzen der Unbestimmten &,, ,, %;;3, - - „, 2, hervorgehen- 


- den, ebenfalls — wie bemerkt — reduzierten Form, und es besteht 
daher entsprechend (16) eine Ungleichheit 


D, > 3,50: a, mit A,<L, 


[77 


aus welcher, da ähnlicherweise mit Rücksicht auf (7) des achten Ka- 


pitels — 
D,_ı <Aydg *"@;_1,:-1 
gefunden wird, 


(21) 4, > 4,4, 
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hervorgeht, während der Zähler desselben Ausdrucks (19) aus i! 
Gliedern besteht, deren jedes, unter h,, h,, ..., h,irgendeine Anordnung 
der Zahlen 1,2,..., verstanden, von der Form 


TEE A Re, 
1,1" On, h;k? 


in Beachtung der Ungleichheiten(13a)alsoabsolutgewißZ1 a, ,a,,--- A,;; 
ist. Somit findet sich aus (19) die Ungleichheit 


HH 7: 
(22) BZ 
G<k) 


Setzt man nun, unter 8, die obigen Ausdrücke verstehend, deren 
Koeffizienten durch diese Ungleichheiten beschränkt sind, für jeden 
Wert k=1,2,.:-., n die folgenden Bedingungen fest: 


(23) WE<L nie <1 

k—1 5 k—2 9 2 — 1 
(24) A,_1&-1 En a, Ay_ 264-3 5 Sy Ayö, < 4? h&< 4? 
so ist die Anzahl der ihnen etwa genügenden ganzzahligen Wert- 
systeme &,,%g, . .., &, jedenfalls nur endlich; unter ihnen behalten 
wir nur diejenigen Systeme 


%, = (pn Mu hn: 3 Ir 


bei, in denen 6,,, 6,,1,3 : - - 0,, Ohne gemeinsamen Teiler sind. Zu 
den zur Reduktion von f erforderlichen Ungleichheiten gehören 
dann auch die entsprechenden endlich vielen: 


(25) for 9, 5 ;) > Gr 
(k=1,2,--,n) 


Es kann nun gezeigt werden, daß, wenn sie erfüllt sind, auch die 
sämtlichen unendlich vielen zur Reduktion erforderlichen Un- 
gleichheiten (10) stattfinden müssen. 

In der Tat, sei jetzt &, = $,,, %9 = 8g,, ''',%,=5,, irgendein ganz- 
zahliges Wertesystem, für welches s,,, $, 41,3 - - -» $„„ Ohne gemein- 
samen Teiler sind, welches aber nicht zu den eben ausgesonderten 
endlich vielen gehört. Dann sind für dieses System &%,, 2,,.. ., x, ent- 
weder alle Ungleichheiten (23) erfüllt, oder es findet für eine Zahl 
h der Reihe n,» — 1, - - -, % die Ungleichheit 


Aus, > 1, 
Ar > A; > %r 


statt. In diesem Falle folgt dann aber aus (17) sogleich, wie behaup - 
tet, die Ungleichheit (10). — Im ersteren Falle muß, da nach Vor- 


also wegen (21) 
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aussetzung nicht auch alle Ungleichheiten (24) erfüllt sind, für einen 
ersten Index h der Reihe k—1,%—2,.--, 2,1 die Ungleichheit 


5 1 
DER >> Fun bzw. A > 4? 
also auch 


dar); 
4n&% ei 7’ Um, baw.g&° > 
statthaben. Dann folgt aus w 
(26) NS) Saar: "7 nr) > nt Aue Teer 


> at Ms 40) + 9rınrı tt Gain 
Wenn man aber das System 


Sr "9 SH-1,m Sarr Snylar "7 nk 
durch das andere 


U %gy "0 Op_ı9 Un ati " "I Ink 
ersetzt und die ganzen Zahlen &,, &,, .. ., x, so wählt, daß die neuen 
Linearformen Dr Er - - -, &, absolut ante ausfallen als ı 5, so erfüllt 


dieses Wertsystem, da 1, <1 ist, gewiß jetzt sämtliche Ungleichheiten 
(23) und (24), gehört also zu den zuvor ausgesonderten, und folg- 


lich ist 
ff, & '*, &p ER 354) > %r5 
andererseits ist für das neue Wertsystem 


<a < u, << 2. D 


daher wegen (26) 
Sir, Sa") $13) > fa, U OR E 3.) = Ay 


d.h. die Ungleichheiten (10) sind wieder erfüllt. 

Auf solche Weise ist also in der Tat erwiesen, daß die Bedingungen 
für eine reduzierte Form in einer endlichen Anzahl von Ungleich- 
heiten auszusprechen sind, nämlıch außer durch die Ungleichheiten 
(9), (12a) und (13a) durch die endliche Menge der Ungleichheiten 
(25), und diese sind zudem linear in bezug auf die Koeffizienten der 
Form, genau, wie es Minkowski als bedeutsam bezeichnet hat. 

Die Ungleichheiten (12a), (13a) zusammen mit der Bedingung 


1 
la m <z  D 


bezeigen allein schon, daß es nur eine endliche Anzahl reduzierter 
ganzzahliger Formen mit gegebener Determinante gibt, und führen 
aufs neue zu dem Satze, daß die Anzahl Klassen äquivalenter 
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ganzzahliger Formen mit einer gegebenen Determinante 
nur endlich ist. 
6. Hiernach ist das Gebiet BP der reduzierten Formen identisch mit 


dem Gebiete aller Systeme von v = Altal: !) Zahlen 


Gj=h2. 


welche einer endlichen Anzahl « gewisser linearer Ungleichheiten 


(28) Din;:a,50 

2] 
mit ganzzahligen Koeffizienten n,, Genüge leisten; jedem solchen 
Systeme entspricht eine reduzierte Form 


(29) Man 3 2) = 2 au, 


und umgekehrt. Sind die Zahlen a, ‚ein solches System, so sind es auch 
für jedes 2> 0 die Zahlen 2 a,, , ‘d.h. mit Kran 2.2.0) zugleren 
ist auch #-f(&,, 2, --., %,) eine reduzierte Form. Sind ferner 


Q;j, @,;, @,;, ... mehrere Systeme jenes Gebietes, so ist auch für po- 


sitive 4, %,6.,... das System t-a,+t-a,+ ge. a,;+;- ein Sy- 
stem des eis mit den Formen 


[4 124 „ 
EDARETRR DREH Z - Da,,2,%, ... 


Dr I, I] 
und ist also auch der Ausdruck 
HH + 
eine reduzierte Form. 

Nach Nr. 8 dessiebenten Kapitels gibt es ferner „äußerste Lösungen“ 
a,, der Ungleichheiten (28), für welche » — 1 linear unabhängige von 
diesen mit dem Gleichheitszeichen erfüllt werden; sie werden durch 
die gedachten v» — 1 Gleichungen bis auf einen positiven Propor- 
tionalitätsfaktor eindeutig bestimmt, so daß, wenn a,, eine solche 
Lösung bezeichnet, jedes System 3 a,, auch eine ist. Die Gesamtheit 
dieser zusammengehörigen äußersten Lösungen wurde a.a. O.als eine 
Kante des gedachten Raumes oder Gebietes benannt. Da nun 
die Verhältnisse der a, ‚zueinander aus jenen Gleichungen alsrationale 
Werte gefunden werden, kann ? so gewählt ke daß das System 
t-a,, aus ganzen Zahlen ohne gemeinsamen Teiler besteht. 
Unter den, den äußersten Lösungen derselben Kante zugehörigen re- 


duzierten Formen werde die speziell dem letztbezeichneten Systeme 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 19 


290 Neuntes Kapitel. Die Reduktion der positiven quadratischen Formen 


zugehörige primitive Form als die der Kante entsprechende 
Kantenform benannt, deren es also so viele gibt, als Kanten des 
Raumes B vorhanden sind; ihre bekanntlich endliche Anzahl werde 
mit ß, sie selbst durch 

(30) PP pM 


bezeichnet. Die äußersten Lösungen der Ungleichheiten (28), welche 
die entsprechenden Kanten bestimmen, mögen 

(31) ra 

heißen. Aus diesen äußersten Lösungen erhält man aber nach 
der erwähnten Stelle sämtliche Lösungen a,, der Ungleichheiten 
(28) durch die Formel 


(32) Q,; - >, du, 


wenn in derselben die Koeffizienten z, alle nicht negativen 
Werte annehmen. Dementsprechend wird man sämtliche 
reduzierten Formen durch die Gleichung 


ß 
(33) f- Da: 99 
| 


auf gleiche Weise aus den Kantenformen erhalten. 

Schließlich sind, wie a. a. O. ausgeführt worden ist, von den das 
Gebiet B bestimmenden Ungleichheiten (28) nur diejenigen als wesent- 
lich beizubehalten, welche wir dort Wände des Gebietes genannt 
haben: diejenigen, deren links stehende Linearform für v — 1 unab- 
hängige äußerste Lösungen verschwindet und somit in ihren Koeffi- 
zienten bis auf einen positiven Proportionalitätsfaktor eindeutig be- 
stimmt ist. Wir nennen y die endliche Anzahl dieser Wände und er- 
setzen die Ungleichheiten (28) durch die folgenden, die Wände cha- 
rakterisierenden, allein wesentlichen Ungleichheiten: 


(34) ZN -a,50, (1,2, 9) 
Wj=1,2,...,n) 
mit ganzzahligen Koeffizienten. 
Da jede der Gleichungen 
Zi a,=0 
2,9 
eine durch den Nullpunkt des Gebietes A gehende „Ebene“ bedeutet, 


darf man als Endergebnis dieser Betrachtungen den Satz aussprechen: 
Das reduzierte Gebiet Bist ein Kegeloder ein pyramiden- 
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förmiger Raum mit der Spitzeim Nullpunkt, welcher durch 
y ebene Wände (34) begrenzt ist. 

7. Sei D(f) die Determinante der reduzierten Form f. Fügen wir 
dann den die Wände des reduzierten Raumes bestimmenden Ungleich- 
heiten die Bedingung hinzu, daß 


Df)=C 


oder, wie lieber gesagt werden soll, daß 


(85) VDi=Vo=c 


sei, go durchsetzt und begrenzt die so definierte „Fläche“ den redu- 
zierten Raum und scheidet aus ihm diejenigen reduzierten Formen 
aus, deren Determinante gleich © ist. Ist f eine von ihnen, d.h. das 
System a,, ihrer Koeffizienten ein Punkt jener Fläche, so ist das 
System t-a,, ein Punkt der Fläche 


VDf)= 27 
wo f =t-.f,d.h. die neue Fläche ist der früheren ähnlich und gegen 


den Nullpunkt ähnlich gelegen. Somit wird es genügen, diejenige 
Fläche zu betrachten, deren Gleichung 


(86) vDy)—1 
ist, d. h. die reduzierten Formen mit der Determinante 1. 
Sind aber f und g zwei solche Formen und ? ein Wert zwischen 


O und 1, so läßt sich leicht einsehen, daß die Determinante der eben- 
falls reduzierten Form 


(37) (1-)-.f+t-g 


welche A(t) heiße, größer als 1 ist. Denn bekanntlich können /, 9 
durch eine lineare Substitution mit dem Modul 1 gleichzeitig in die 
Gestalten 


tot +00, Barth tt Bun 


übergeführt werden, wodurch sich (37) in eine Form verwandelt, für 
deren Determinante, welche gleich A(t) ist, sich der Ausdruck 


A(t) Fr (@, FEB —- 2. u — m). (a, et Bar «,)) 
ergibt. Aus ihm findet sich 
d* log A(t) Bis BER en An en Pr — a, a 2 
di? (Er 18 + t(ß, w 2) 2 


da dieser Ausdruck im ganzen Intervalle O bis 1 für # negativ ist, 
würde die Kurve u = log A(i) 








19* 
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in diesem Intervalle gegen die t-Achse konkav sein, die Funktion u 
also, welche an den Enden des Intervalls verschwindet, würde inner- 
halb desselben positiv und somit, wie behauptet, A(f) >1 sein. 

Die Formen (37) oder die ihnen entsprechenden Punkte des Ge- 
bietes B aber machen die Sehne aus, welche die Punkte f,g der 
Determinantenfläche (36) verbindet. Demnach kann das erhaltene Er- 
gebnis folgendermaßen ausgesprochen werden: 

Die Determinantenfläche D(f) =1 ist im Gebiete der po- 
sitiren reduzierten Formen überall gegen den Nullpunkt 
konvex. 


Zehntes Kapitel. 


Vollkommene und 6renzformen. 


1. Wir haben gesehen, welche Bedeutung für die reduzierten For- 
men dem Minimalwerte M der Klasse, die sie repräsentieren, zukommt. 
Faßt man nun die ganzzahligen Werte der Unbestimmten, mittels 
welcher der Minimalwert durch eine Form 
(1) f - Da, ra, 
Zen) 
der Klasse dargestellt wird, ins Auge, so wird man zu ganz neuen 
Betrachtungen geführt, die eng mit dem Probleme der Reduktion 
zusammenhängen, und die wir im wesentlichen Voronoi verdanken.!) 
Seien z ' x 
Aw abe] rasen 


„ „ 
(2) IM 5, Me ende Di 
[ZA 


m 
EM LM 


die verschiedenen Systeme der Unbestimmten, mittels welcher M 
durch f dargestellt wird, wobei wir zwei Systeme nur dann als ver- 
schieden bezeichnen, wenn das eine nicht aus den entgegengesetzt 
genommenen Werten des anderen besteht, denn mit 


Mi, Mg... M 


bilden ja auch ’ 

— Mm, — My... —Mm, 
eine (nicht wesentlich davon verschiedene) Darstellung von M. 
Jedes das Minimum M darstellende System besteht offenbar aus 
Zahlen ohne gemeinsamen Teiler. Man erkennt hieraus zunächst, daß 





1) Voronoi, Nouvelles applications des paramötres continues & la theorie 
des formes quadratiques, Journal f. reine u. angew. Mathem., Bd. 133, S. 97—178. 
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die Anzahl u der verschiedenen Darstellungen, die, wie be- 
kannt, nur eine endliche sein kann, nicht größer als 2*r— 1: 


(3) Ba —] 


ist. Zwei wesentlich verschiedene Darstellungen können nämlich 
nieht kongruent sein (mod. 2). Denn, wäre die eine 


RE PEARL OR 
m, +22, Mm + 22,°',m,+ 22,, 
f(m,;, Mg, u, m,) = M 
fm, + 22,9, + 22,)=M, 
so ergäbe sich die Gleichung 


(a 42 une) IH Be +4: fen) =, 


om, 


die andere 


also 


aus welcher 


a ns aa Bun + fa, 3») <O, 
also 


fm, +2, 3m, +2,)=-NM+2: rn 


N 


ai a A, Ze play "8 2,)<M 


hervorginge, was nicht sein kann. Da nun die Anzahl (mod. 2) nicht 
kongruenter Systeme m,, M,, - . ., m, gleich 2”, das aus lauter geraden 
Zahlen bestehende System aber, weil es den gemeinsamen Teiler 2 
hat, auszuschließen ist, so bleiben höchstens 2” — 1 Systeme für die 
darstellenden Zahlen m;, my, . . ., m, verfügbar. 

Sollen andererseits die u Gleichungen 


(4) DA ‚m/ m, = M, BA my m, = M,: 7 ‚mi m” = M 


%,j 


nn + 


1 sh 
ausreichen, die v = a Koeffizienten a,, der Form f zu bestim- 


men, so muß 
(5) u>v 


sein. Nehmen wir dies an, so werden die u Gleichungen (4) die Form 
f eindeutig bestimmen, wenn unter ihnen wenigstens v linear vonein- 
ander unabhängige vorhanden sind. Andernfalls gibt es unendlich viele 
verschiedene Lösungen a, , des Systems (4) von Gleichungen und folg- 
lich unendlich viele Auflösungen P,,; = P,, der ERBEN en 


PR Te m (Ad oh yR (My) __ 
(6) Dp,;m, m; =, Diym, m; =0,::;, Dp,m‘ m, 0. 


4, 2 ij 
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Ihnen entsprechen unendlich viele Formen 


(7) Pla,äy 2) = = Pa, 


Gj=1,2%. 


Wir setzen nun, unter o einen veränderlichen Parameter verstehend, 
(8) va, %y %,) = fi, ET TE %,) re: p(%, U T,). 


Da vy für oe = 0 die positive Form f ist und mit o zugleich sich stetig 
ändert, wird % auch in nächster Umgebung von ge = O positiv blei- 
ben; damit % aber für eine jener Formen g eine positive Form bleibe, 
muß o auf ein Intervall um den Nullpunkt beschränkt bleiben. Ist 
sein positiver Teil unbegrenzt, was geschähe, wenn @ stets positiv 
bliebe, so ist gewiß der negative Teil endlich; wird dann aber — 9 
statt p gewählt, was der Definition dieser Funktion gemäß geschehen 
kann, so wird der positive Teil des gedachten Intervalls endlich. Wir 
setzen dies also für die gewählte Funktion p voraus und nennen die- 
sen positiven Teil O bis r. 

Dann wird die Form f+r-g eine solche sein, die den Wert Null 
zuläßt und ihn zum Minimalwerte hat, und die ihn darstellenden, 
nicht sämtlich verschwindenden Werte der Unbestimmten werden die 
Gleichungen erfüllen: 937 


op 
ERRETTN. 
ee 


woraus folgt, daß die Determinante der Form f+r:-9, welche A(r) 
heiße, gleich Null ist. Nennt man aber A(o) für O<o<r die De- 
terminante der entsprechenden positiven Form %, so besteht für ihr 
Minimum M(e) dem Hermiteschen Satze zufolge eine Ungleichheit 


M(e) < u, VA(e), 
wo u, eine nur von n abhängige Größe ist. A(o) verändert sich da- 
bei stetig mit o, und da es für e=r Null, für o = 0 gleich der De- 
terminante D der Form f ist, gibt es ein zwischen O und r liegendes 
o, für das A(e) einen beliebig gegebenen Wert zwischen Null und 
D annimmt, also auch ein o, für welches 
Me) <a, VAl)=M<u, VD, 

also M(oe) < M wird; d.h. es besteht, wenn m,, mg, ..., m, die das 
Minimum M(o) darstellenden Werte sind, die Ungleichheit 

f(m,, Mg,‘ m,) 70: p(m,, My, '"', ,) <M. 


Hiernach kann das System m,, m,,..., m, keins der Systeme 


(2a) (mi), (m), - - » (m) 
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sein, denn für jedes von diesen ist =. M und zufolge der Gleichungen (6) 
p=(, die obige Ungleichheit also nicht erfüllt. Demnach muß 
f(m,, ms, . . „ m,) > M, also p(m,, ms, ..., m,) < 0 und folglich 





0% nk f(m,, Mg; a m,) aM 
— pm, Ms, * * , M,) 


ein positiver Wert <o<{r sein. Nun gibt es nur eine endliche An- 
zahl ganzzahliger Systeme &,,%,, .. -, &,, für welche der Ausdruck 


Fa; Lg’ 2.) — M 
re Pp(&, Vet, %,) 
positiv und X o', d.h. für welche die positive Form 
f(ar, Urn %,) DE oe ya, LU, %,) < M 
ist. Es sei %,,n,, ..., n, ein Wertsystem, für welches jener Ausdruck 


seinen kleinsten Wert annimmt, und o, dieser Wert, so daß o, <o’<r 
ist. Dann ist 


FR, 22, 2%) + 01° Play a, ° Rn) 

eine positive Form und 

fin ,Nn,°,n,)+ 9° P(myN,:,n,)=M 
ihr Minimum; denn, gäbe es ein ganzzahliges Wertsystem x,,x,, ..., &,, 
für welches 

fa,22, 5,2%) +9: pP, 2°) <M 
wäre, so müßte p(%,, 2, -, x,) <O sein, und der Ausdruck 

fa 8,0) — M 
plan Kan: En) 


wäre positiv und kleiner als o,, der Bedeutung dieses Zeichens zu- 
wider. Somit ist %,,%, ... „n, eine Minimaldarstellung für jene Form, 
ebenso auch jedes der Systeme (2a), und jene ist von diesen ver- 
schieden; denn, wenn 9, =_', so darf man für n,, %,, . . ., n, das Sy- 
stem M;, Ms, . .., m, wählen, für welches die Behauptung schon fest- 


steht; wäre aber o, < 0’, so hätte man 
En, B, N) to PM, Nm, 3m )<M, 
während doch 
f(m,®, m,®, <-., m,®) + 0: p(m,®, my®, »-- m,®) = M 
j (h=1,2,--,u) 
ist. 


Sooft also eine positive Form durch ihre Minimaldarstellungen 
noch nicht eindeutig bestimmt wird, kann man aus ihr eine andere 
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herleiten, die außer jenen noch eine neue besitzt. Da aber, wie ge- 
zeigt, die Anzahl der möglichen Minimaldarstellungen der Formen 
mit n Unbestimmten nie größer werden kann als 2"— 1, so muß 
man endlich auf eine Form kommen, die dur ch Er Mini- 
maldarstellungen eindeutigbestimmt ist. 

Jede solche Form werde nach Voronois Vorgang eine 
vollkommene Form genannt. Es gibt also vollkommeneFor- 
men mit jeder Anzahl n von Unbestimmten. 

Man bemerke, daß die Minimaldarstellungen (2a) der Form f auch 
das Minimum jeder für {> 0 positiven Form if darstellen. Somit 
wird zugleich mit / auch t- feine vollkommene Form sein. 
Zwei solche, einander proportionale Formen werden wir als nicht 
wesentlich verschiedene Formen betrachten. Um sich auf wesent- 
lich verschiedene zu beschränken, genügt es offenbar, nur Formen 
mit gleichem Minimum M ins Auge zu fassen. 

Die Koeffizienten a,, einer vollkommenen Form ergeben sich aus 
den sie bestimmenden Gleichungen (4), in denen die m,® ganze Zahlen 
sind, unter der Gestalt «,,- M, wo «,, rational. Ist demnach feine 


vollkommene Form u M ihr Minimml so ist .. eine Form 


mit rationalen Koeffizienten. 

2. Ist g eine mit der vollkommenen Form fäquivalente Form und 
S eine Substitution, durch welche sie in f übergeht, so entsprechen 
vermittels dieser den Wertesystemen, welche das Minimum M von f 
darstellen, ebenso viele Wertesysteme, durch welche das Minimum von 
g, welches das gleiche ist, dargestellt wird. Da die ersteren aber ein- 
deutig die Form f bestimmen, so bestimmen sie und mit ihnen die 
letztgedachten Wertesysteme auch eindeutig die Form g, deren Koef- 
fizienten mittels 5 als lineare Funktionen derjenigen von f gegeben 
sind. Mit anderen Worten: g, d.h. jede miteiner vollkommenen 
Form fäquivalente Form ist auch eine vollkommene Form. 

Man kann daher sämtliche vollkommenen Formen mit n Unbestimm- 
ten in Klassen untereinander äquivalenter Formen verteilen, und 
solche Klassen wesentlich verschiedener Formen, d.i.Klas- 
sen von Formen mit gleichem Minimum, gibt es nur eine 
endliche Anzahl. 

Zum Beweise schicken wir zwei andere Tatsachen voraus. Zu- 
nächst können bei einer vollkommenen Form f nicht alle 
aus dem Systeme: 


(2) Mar Me EN 


) 
mm m 
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ihrer Minimaldarstellungen gebildeten n-reihigen Deter- 
minanten verschwinden. Wäre dies nämlich der Fall, also auch 
für jede Zahl h der Reihe n,n +1, --, u die Determinante 


Ve Em 
m”, m”, mE (A) 
so gäbe es eine Lösung der Gleichungen 


mitm Et m di tm", = 0 


m, &, 17 m, & AR a + ale, nF mE, I 0, 
woraus sich andere Gleichungen von der Form 


(9) m, — m; ’ 1,9 + m; ; N +...+ mr Zi ; Ran 
G=1,2,--, n) 


ergäben; diese Gleichungen sind zunächst nur für = n,n +1, „u 
erhalten, doch gilt ihre allgemeine Form offenbar auch für 
h=1,2,-,n—1. Wählt man nun v„-"" FD Größen p,,—p,,, für 
welche die Gleichungen bestehen: 


> Di‘ m,” m, = () 


5,3 
(fürr,s=1,2,:-::,n— 1), was möglich ist, da deren Anzahl der 
Relation »,,=p,, zufolge gleich eh ist, so fänden sich mit Rück- 
sicht auf (9) die Beziehungen 


> 2,,m,® m, = 0), 
6,5 


h=1,2,..,u) 


d. h. alle Gleichungen (6) wären erfüllt, die Gleichungen (4) hätten 
statt nur einer einzigen unendlich viele Lösungen, und f wäre keine 
vollkommene Form. 

Hieraus folgert man leicht weiter, daß die sämtlichen 
n-reihigen Determinanten des Systems (2a), welche nicht 
verschwinden, ihrem absoluten Wertenachunterder Grenze 


A verbleiben. Sei nämlich etwa die Determinante 
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[22 44 
Ao|Mı> Me... m, 





m”, m, An. m,” 


nicht Null, so geht die Form f(z,, 2, ..., 2,) mit dem Minimal- 
werte M und der Determinante D durch die Substitution 


ze my tm yt+::+m”y, 
Bm y tm pt +my, 
T, In Mm, Yı Er m, Ya 7: Ri: T m, ”y, 


in eine andere Form 
F(Yır Ya: Ym) = 2, 
mit der Determinante D’= DA? über, und man findet 
a,; = f(m,®, m,®, - , m,®) = M. 


Da aber bekanntlich 


a. a Pa a == D’ 

ist, ergibt sich a > 

M*S5 DA?, 
also in Verbindung mit dem Hermiteschen Satze 

M<wYD 
die Ungleichheit vD 

u">4? 
oder 
En A|< (w,)"*. 
n—1 


Setzt man mit Hermite u, = (7) r , so findet man insbesondere 


3 
fürn — 2 |Al|<y# 
fürn = 3 VORNE 
fürn = 4 PA Ertl 


Für binäre Formen kann also | A |, wenn es nicht verschwindet, nur 
gleich 1 sein, und es muß gleich 1 ssin, da es nicht verschwinden 
kann; denn A = 0) wäre gleichbedeutend mit der Gleichung 


14 „ [4 174 
Mm m — mm, —, 
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aus welcher, da die Minimaldarstellungen Systeme ganzer Zahlen 
ohne gemeinsamen Teiler sind, m,” = + m,', m, =-+m,', die beiden 
Darstellungen also nicht wesentlich verschieden gefunden würden. 

Für ternäre Formen kann |A |, wenn es nicht verschwindet, nur 
gleich 1, für quaternäre Formen dann nur 1 oder 2 sein. 

3. Um nun zu beweisen, daß die Anzahl Klassen äquivalenter voll- 
kommener Formen mit gleichem Minimum nur endlich ist, seien f 
und g zwei solche Formen und 


(11) ee -2 dr Yr 
Kt 
@=1,2,:.,n) 
die unimodulare Substitution, welche f in g verwandelt. Das System 


(2a) der Minimaldarstellungen von f liefert dann dasjenige der Mini- 
maldarstellungen der Form g durch Formeln der Gestalt: 


nr 
(12) m, = > N, 
k=1 


G=1,2,:.,n; h=1,2,--,, u). 


Ordnet man nun der Form f das System der Linearformen 


nr 
M® — > m,® x, 
1 


(k=1,2,---, u) 


und ebenso der Form g das System der Linearformen 


N% => n,9y, 
R=-1,2,,M) 
zu, so folgt aus den Beziehungen (12) 
M® - > 2,20, = Sn y,— N®, 
wenn Ki R 
(13) Yı a8, 


gesetzt wird. Geht also die vollkommene Form f durch die (unimo- 
dulare) Substitution (11) in eine (äquivalente) Form g über, so geht 
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das der letzteren zugeordnete System von Linearformen durch die 

Substitution (13) in das der ersteren zugeordnete System von Linear- 

formen über, und offenbar auch umgekehrt. Jeder Klasse vollkomme- 

ner Formen entspricht so also eine Klasse äquivalenter Systeme von 

ihnen zugeordneten Linearformen, und umgekehrt der letzteren eine 

Klasse vollkommener Formen mit einem gegebenen Minimum. 
Dies vorausgeschickt, sei etwa 


| ’ [4 [4 | 
Min Mi a 

_ mM, My: 
AT WR 
| | 
| 

n N 

m, ®, m, .. „.m,® 








eine der von Null verschiedenen n-reihigen Determinanten des Schemas 
(2a). Betrachtet man die Gleichungen 


n n 


N 
MU ma, M®=- Dm'z,,:--, MW = Dim x, 
i=1 


sa Ace | 


als eine Substitution, deren Modul jene Determinante ist, so gibt es 
eine unimodulare Substitution (11), welche mit jener zusammenge- 
setzt ihre rechten Seiten in die Gestalt 


Pt Yt: +2, 4 
(14) Dı ur Ba % 


2, 
überführt, wobei die ganzzahligen Koeffizienten den Ungleichheiten 
DIS ITOTTR ED 
G=1,2,..,n) 
unterworfen sind!); zudem ist 
DB AZ u)". 
Bei dieser Substitution n Per sich also das System der 
Linearformen M®, M®, ..., MW in ein äquivalentes System 
NN IN, 


dessen erste n Glieder durch die Ausdrücke (14) gegeben werden, 
also bestimmt begrenzte Koeffizienten haben. Ist aber N® eine be- 
liebige der übrigen Formen Nr+D, ... NW), so ist die Determinante 


der n Formen N% N®,.., N%-» N 


1) Vgl. Kap. 5, Nr. 2 und Kap. 6, Nr. 3. 
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eine in den Koeffizienten von N® lineare Form, deren Koeffizienten 
als ganze Funktionen von denjenigen der Formen N@,..., N® be- 
stimmt begrenzte Werte haben, und deren Wert selbst absolut kleiner 


ist als (u,)"*. Dasselbe gilt aber auch für alle Determinanten, welche 
den Formen NW, NW)... Ne-) N 


NV, N®.., NW N" 

NW, N®..., Ne-), N 
zugehören; man erhält also für die n Koeffizienten von N) ebenso- 
viele Ungleichheiten mit bestimmt begrenzten Koeffizienten, durch 
welche jene Koeffizienten selbst in bestimmte Grenzen gewiesen 
werden. 

Daraus geht hervor, daß in jeder Klasse von einer vollkommenen 
Form zugeordneten Linearformen sich ein solches System befindet, 
dessen Koeffizienten ganze in bestimmte Grenzen beschränkte Zahlen 
sind; da es derartiger Systeme nur eine endliche Anzahl geben kann, 
so ist die Anzahl nicht äquivalenter Systeme und mit ihr auch die 
Anzahl der Klassen äquivalenter vollkommener Formen mit gegebenem 
Minimum nur eine endliche, w. z. b. w. — 

4. Zu jeder vollkommenen Form f bilden wir nun aus den 
ihr zugeordneten Linearformen MW, M®,..., MW die Ge- 
samtheit R aller positiven Formen der folgenden Gestalt: 


u 
(15) f = Da,,n, - De, SEN SER, 


1,5 R=1 


worin die Koeffizienten 09,>0 gedacht sind. Diese Gesamtheit 
ist ein Teilgebiet des Gebietes A aller positiven Formen mit n 
Unbestimmten, das durch die unendlich vielen Ungleichheiten 


Da 54%, > I 
1) 
für alle ganzzahligen Systeme (x,) bestimmt wird, und die Systeme 


nn+1) 


deB Ye mr, Koeffizienten a,; bilden eine Mannigfaltigkeit von 


derselben Dimension » wie A. Denn andernfalls müßte eine ge- 
wisse lineare Beziehung 

> Di; 0 

u] 
für sämtliche jener Systeme, also auch für die Koeffizienten der 
Formen 


(16) a), (MN)... (MW) 
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erfüllt sein, und demnach erhielte man die Gleichungen 


= p,,: m ®m,® — 0, 
4; 
(h=1,2,.-.,%) 
die doch mit der Annahme, daß f eine vollkommene Form sei, nicht 
verträglich sind. 

Vergleicht man die Formel (15) mit (48) in Kap. 7, so erkennt 
man, daß die Formen (16) den „äußersten Lösungen“ entsprechen 
und als solche die u verschiedenen Kanten des Raumes R aller 
Formen f bestimmen. Da ihre Anzahl nur endlich ist, so ist es auch 
die Anzahl der Wände ®,(k=1, 2, ---, A) dieses Raumes, deren 
jede durch eine gewisse Gleichung 


(17) W=-Dp® a, —0 

7,9 
charakterisiert ist; die Wand W, wird nämlich durch alle diejenigen 
Punkte a,, des Raumes R gebildet, welche diese Gleichung erfüllen, 
während zugleich für >%k 


Ww,>o0 
ist. Der gesamte Raum R aber besteht aus den Punkten a,,, für 
welche die A Ungleichheiten 


(18) w>0 mS0.-,W>0 


erfüllt sind. Da die Gleichung (17) den Sätzen in Nr. 9 und 10 des 
siebenten Kapitels gemäß durch » — 1 unabhängige äußerste Lösun- 
gen bestimmt ist, wird die Gesamtheit ihrer Lösungen oder Formen 
die folgende sein: 

(19) = 0, (Mr) 

worin der Index h, nur einen Teil der Reihe 1,2,..., u anzunehmen 
hat, o,, aber nicht negativ ist. 

Die Gesamtheit der Formen, für welche mehr als eine Gleichung 
W,= 0 erfüllt ist, möge zum Unterschiede von den bisher gedachten 
Wänden, welche einfach heißen mögen, eine mehrfache Wand 
genannt werden. Sie wird ebenfalls durch eine Formel von der Ge- 
stalt (19) gegeben sein, nur daß die Anzahl der darin auftretenden 
M “) eine andere sein wird. 

Einer vollkommenen Form f’, welche mit f äquivalent ist, kann 
in gleicher Weise ein Gebiet AR’ von Formen 


7 
Zar, > 0, (NW): 


u, 
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zugeordnet werden. Da, wenn f durch die unimodulare Substitution 
(11) in f’ übergeht, das System der zu f’ zugeordneten Linearformen 
sich durch die ebenfalls unimodulare Substitution (13) in das System 
der zu f zugeordneten Linearformen verwandelt, so gehen durch diese 
Substitution auch die einzelnen Formen f’ in die äquivalenten ent- 
sprechenden Formen f über, und daher dürfen auch die Gebiete R, R’ 
als einander äquivalent benannt werden. 

Seien jetzt f und f’ zwei beliebige wesentlich verschiedene voll- 
kommene Formen, nämlich Formen mit dem gleichen Minimum M 
und R, R’ die ihnen zugeordneten Gebiete. Seien dann ®, W’ irgend- 
zwei Wände von A, R’ bzw., deren jede einfach oder beliebig mehr- 
fach sein darf, jene etwa die Gesamtheit der Formen 


De, (MM, (Zu), 


h=1 


diese die Gesamtheit der Formen 
EN 0, (NM, (<p) 
h=1 


mit nicht negativen o,, bzw. o,‘. Endlich werde unter einer inneren 
Form einer dieser Gesamtheiten eine solche verstanden, bei der die 
0, bzw. o, sämtlich positiv sind. Dann gilt der Satz: 


Haben die beiden Wände ®, W’eineinnere Form gemein- 
sam, so fallen sie miteinander zusammen. 


In der Tat, definieren wir ein Symbol (f, f') durch die Gleichung 
(uf) - Da, a,=l(f,f), 
5 
so ist insbesondere 


(fr MW?) - mm) = M 


43 

1, MW) = a, mm" SM 
5 

(f, (N 2) _ > q;; 2 nn,” = M 


5 


(7; (NW?) - >) a;; R nn, ® Be M. 
%,, 
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Daraus folgen für Formen f,f’ jener beiden Wände die Beziehungen 


EIN = ef, MW) — Io, (fm) Z0 


EI-M- Lo N) -Zor:fNO)>0. 


Sind also f,f eine beiden Wänden gemeinsame innere Form, 
so stimmen die linken Seiten dieser Ungleichheiten überein, die 
Differenzen zur Rechten müssen also gleich Null sein, was, da die 
0,, 0, positive Größen sind, nicht anders geschehen kann, als wenn 


(f (MW) En (f “ (192) 
GT), 
(f, MW) = M, (f, (N®)) — M 


also 


ist. Diese Gleichungen aber besagen, daß die Linearformen N® für 
h=1,2,..., r zu den der Form f zugeordneten u Linearformen 
M®, und de M® fürh=1,2,..., o zu den der Form f’ zugeord- 
neten uw’ Linearformen N® gehören. Nun ist die Wand ® charak- 
terisiert durch eine oder mehrere Gleichungen von der Form: 


Ww - 9,0, = (, 
1,3 


denen die Koeffizienten der in ihr befindlichen Formen zu genügen 
haben. Da zu letzteren nach Voraussetzung die Form f’ zählt, er- 
gibt sich die Beziehung 


pr Dip; nn = 0, 
1 %,5 


woraus, da die o, > sind und die Summe 


BR . n,® n,® h 
%,, 
weil, wie schon gezeigt, die N® fürh=1,2,--., rzu den M® ge- 
hören, der Bedeutung von % als einer Wand von R zufolge nicht ne- 
' gativ sein k 
gatıv sein kann, 2 9: n,®n,;® — 0 


UP] 


T 


= 


hervorgeht; d. h., die v Linearformen N@® gehören zu denjenigen 
6 Linearformen M®, welche die Wand ® — und in gleicher Weise 
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die 6 letztern Linearformen zu denjenigen r Linearformen N®, welche 


die Wand W’ — charakterisieren; demnach ist o—=r und stimmen jene 
Linearformen mit diesen überein, und die beiden Wände fallen zu- 
sammen. 

Insbesondere erkennt man, wenn 6=u, r= u gedacht wird, d.h. statt 
der Wände die Gebiete R, R’ selbst genommen werden, daß diese 
beiden Gebiete sich decken müssen, wenn Sie eine innere 
Form gemeinsam haben. Da nun eine Form, die zu beiden Ge- 
bieten gehört, entweder eineinnere Form eines derselben oder irgend- 
einer seiner einfachen oder mehrfachen Wände sein muß, so leuchtet 
ein, daß die zwei verschiedenen vollkommenen Formen zugeordneten 
Gebiete R, R’ entweder getrennt sein oder einander längs einer 
ihnen gemeinsamen (einfachen oder mehrfachen) Wand „anliegen“ 
müssen. 

Im folgenden verstehen wir nun unter „Wand“ wieder eine ein- 
fache Wand. Dann gilt folgender Satz: 

5. An jeder Wand von R liegt höchstens nur ein ganz be- 
stimmtes anderes Gebiet R’ an. Um dies zu beweisen, seien 


f | 12 2 ’ 
5,5 u, 
zwei vollkommene Formen mit gleichem Minimum M, deren zuge- 


ordnete Gebiete R, R’ sind, und ® eine Wand, an der diese Gebiete 
einander anliegen. Sie sei charakterisiert durch die Gleichung 


W=Dp,: 0,0 
{3 
und enthalte die Formen 
De: (MO), 
h=1 
so daß die Gleichungen 
(20) > 2, mm = 0, 
Zr) 
(h =1,2,.., 6) 
erfüllt und durch sie die Koeffizienten p,, bis auf einen konstanten 
Faktor eindeutig bestimmt sind. Da die Wand auch R’ angehört, so 
stimmen 6 Minimaldarstellungen n,®, n,®, ..., n,® der Form f’ mit 


den Minimaldarstellungen m”, m,®, ..., m,” der Form f überein; 
man erhält daher die Gleichungen 


> a,,m "m," = M, > a,,m,’m,® = M, 
13 


1,5 
h=1, 2, AR, 6) 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 230 
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also für dieselben Werte von h 


> | (q;; er q,,) m; m =, 


woraus wegen (20) ; 

21) 4, —- =D 
mithin, wenn!) 

(22) Dr = Ya, %,) 
gesetzt wird, die eh 

(23) Fo 


hervorgeht. Ist aber h ein Index der Reihe 1, 2,..., u, der nicht zur 
Reihe 1, 2,..., 6 gehört, so ist, wenn 

= m”, yes m”), a m, 
gesetzt wird, {= M, f >M und, da dann (M®)? der Wand W nicht 
angehört, %» positiv; weil o nicht Null sein kann, da zufolge (21) 
sonst a,,= a,,, die Formen f, f’ also nicht verschieden wären, muß 


o wegen (23) positiv sein. Andererseits ergibt sich aus (23), wenn 
zur Abkürzung f(#,) für f(&,,%s, - .., x,) geschrieben wird, 


FR) = Fn®) + 9-90), 
wo für jeden Wert des Index h aus der Reihe 1,2, ...., w, der nicht 
zu der Reihe 1,2,..., 6 gehört, f(n,®) > M, also, da f’(n,®) = M 
ist, d(n,®)) negativ sein muß. Der positive Wert: 
er iR (n,) — M 
— pn) 
muß aber der kleinste Wert sein, weichen der Ausdruck 
f(@) — M 
— Y(@;) 
für solche ganzzahlige &,, bei denen »(x,) <O ist, annehmen kann; 


denn, gäbe es ein derartiges Wertesystem x,, &,, .. ., %,, für welches 
er kleiner würde als o, so würde dafür 


@)=f@)+or(@)<M, 


was nicht sein kann. Hiernach ist der Wert oe in der Formel (23) 
ein völlig eindeutig bestimmter; es gibt also höchstens nur eine voll- 








1‘ Da die Gleichung für W zwischen den » — un Größen 0, mir 
stattfindet, ist darin 9,,—P,, zu denken. 
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kommene Form f’ mit dem Minimum M, deren zugeordnetes Gebiet 
längs der Wand W an R anliegend ist, d.h. nur ein so an R anlie- 
gendes Gebiet R', w. z. b. w. — 

5a. An jeder Wand des der vollkommenen Form f zuge- 
geordneten Gebietes R liegt aber auch stets das Gebiet 
R’ einer anderen vollkommenen Form an. 

Zum Beweise beginnen wir mit einer allgemeinen Bemerkung. Sei 
F(&, %, -- ; %,) eine positive quadratische Form und auch y(z,, 23, ...,%,) 
eine gegebene quadratische Form. Für hinreichend kleine Werte von 
o ist dann auch die Form 


fa U %,) z fa, ee %,) to: ver, Ay %,) 
noch positiv und hat daher einen Minimalwert M’. Wenn nun 
MM, My, ..., m, oder kurz (m,) eine Darstellung des Minimalwertes 
von f ist, so hat man jedenfalls 


Ms— f(m,) =M+o, 
wo 6 zugleich mit o beliebig klein wird. Ist aber (m/) eine Dar- 
stellung des Minimalwertes M’, so ergibt sich 
M=-fm)+te=fm)+e+(d®—o), 
wo auch 6’ und 0’ — o zugleich mit o beliebig klein ist. Wäre nun 
f(m;) nicht der Minimalwert M von f, so wäre f(m/) + 6 um eine 
endliche Größe größer als M +6 und daher auch die rechte Seite 
der Gleichung für hinreichend kleines o noch größer als M +6, was 
der obigen Ungleichheit widerspricht. Daraus folgt: Beihinreichend 
kleinem o findet sich jede Minimaldarstellung der Form f’ 
unter denjenigen der Form f. — Sind die Minima M, M’ beider 
Formen einander gleich, so muß nach der Beziehung 
f(m;)=flm/)+o:v(m,) 

und wegen M'’= f'(m/) = M=f(m/) die Form Y(m/) = 0 sein, 
also für jede Minimaldarstellung der Form f’ verschwinden; und um- 
gekehrt gibt jede Minimaldarstellung (m;) der Form f, für welche 
ı(m;) verschwindet, f(m/’) = f(m)) = M = M'’, also eine Minimal- 
darstellung der Form f’. Für hinreichend kleine og stimmenalso 
die Minimaldarstellungen von f’, wenn dann die Minima der 
Formen f, f’ einander gleich sind, mit denjenigen Minimal- 
darstellungen von füberein, für welche % verschwindet. 

Dies vorausgeschickt, bedeute jetzt die Form ı wieder dieselbe 
Form wie in voriger Nummer und o einen hinreichend kleinen po- 
sitivren Wert. Dann sind die beiden Formen 


han, %) fa 9 30) + O2, %y 2.) 
fs(&ı; I, %,) ir f(&, 17 Pe %,) ri: od (t,, It %,) 
20 * 
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noch positive Formen. Es gibt daher nur endlich viele ganzzahlige, 
von lauter Nullen verschiedene Systeme &,, 25, '"', &,, für welche 
fi < M, und ebenfalls nur endlich viele solche, für welche % <M 
ist, unter M das Minimum der Form f verstanden. Aber es gibt 
auch wirklich ein solches System, für das wenigstens eine dieser 
beiden Ungleichheiten erfüllt ist. Denn andernfalls hätten beide 
Formen f/,, f, den Minimalwert M, den sie für jedes der 6° in voriger 
Nr. betrachteten Wertsysteme m,®, m;®, ..., m,®, für welche » Null 
würde, erreichen. Infolge des letzten Satzes stimmten daher ihre 
Minimaldarstellungen mit den letzteren Systemen überein. Bezeichnet 
deshalb m,, Ms, . . ., m, eine der nicht zu jenen Systemen gehörigen 
Minimaldarstellungen von f, so müßten 


fı(m) = M + ov(m,) 
(m) = M— ov(m,) 
beide größer als M sein, was doch, wenn es für die eine Form zu- 
trifft, nicht auch für die andere zutreffen kann. 
Sei nun etwa f,(&,,%, . . ., %,) diejenige der beiden Formen), für 


welche es ganzzahlige, von lauter Nullen verschiedene Systeme 
%y %gy -., &, gibt, die der Ungleichheit | 
f(a, Kt’ %,) as va, Lg, %,) <M 
genügen, für welche also, da f stets > M ist, d negativ und 
Buben 
— %(®,) 
sein muß. Unter diesen endlich vielen Systemen sei dann (%,) ein 


solches, für welches der Ausdruck in vorstehender Ungleichheit einen 
kleinsten positiven Wert o, erhält. Dann ist 


F(&u It %,) ‚zen. fi Loy x) “ 0, bt, 1 Pe %,) 


eine positive Form, da0 < oe, < o ist, und sie hat den gleichen Mi- 
nimalwert M wie f, da sie diesen Wert für diejenigen Minimaldar- 
stellungen (m,®) der letzteren Form, durch welche % bis auf einen 
Faktor eindeutig bestimmt wird, annimmt und nicht kleiner werden 
kann als M, weil sonst für das entsprechende Wertesystem (x,) sich 


v- 





<o 


fände. Da ferner f(x,) gegeben und o, -Y%(x,) durch die erwähnten 
Minimaldarstellungen (m;®), die auch diejenigen von f’(x,) sind, ein- 


1) Diese Annahme darf man machen, da man sonst die Form » durch — u 
ersetzen dürfte. 
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deutig bestimmt ist, so ist es durch dieselben auch die Form f’(«,); 
sie ist also gewiß eine vollkommene Form, und das ihr zugeordnete Ge- 
biet R’ liegt mit der Wand Wan Ran, da die gedachten Minimal- 
darstellungen von f’(x,) die Gleichungen (20) erfüllen. 

6. Auf diesen Betrachtungen beruht nun eine Einteilung des ge- 
samten Gebietes A der positiven quadratischen Formen mit 2 Unbe- 
stimmten in Teilräume ganz ähnlich derjenigen in den reduzierten 
Raum und seine äquivalenten Kammern und doch durchaus von ihr 
verschieden. Man denke sich nämlich sämtliche vollkommene Formen 
Af,f,-.. mit demselben Minimum M und bilde alle ihnen zuge- 
ordneten Gebiete R, R', R”,....., die Jauter positive Formen enthalten. 
Es steht bereits fest, daß sie nicht ineinander eindringen, sondern 
höchstens zu zweien in einer gemeinsamen Wand aneinanderstoßen 
können. Nun läßt sich zeigen, daß jede positive Form 


R 
(24) PX) - > Ay KR, 
,9=l,2,..,N 


einem der Gebiete R,R’,R”,... angehören muß. 

In der Tat, gehört dieser Ausdruck nicht zum Gebiete R, welches 
durch die A Wände ©, W,,..., W, bestimmt ist, so werden seine 
Koeffizienten A,, wenigstens eine der ihnen entsprechenden Ungleich- 
heiten (18) nicht erfüllen, d. h. es wird etwa 


(25) W= Dip: 4,<0 
UF] 


sein. Sei nun R’ das an R längs der Wand ®, anliegende Gebiet 
und f die vollkommene Form, der es zugeordnet ist, so besteht bei 
positivem o, wie in voriger Nr. gezeigt, die Beziehung 


f=-f+to v, 
’ ur 
ı - > P;;' 3%, 
1,5 


gedacht wird. Daraus folgt für das in jener Nr. eingeführte Symbol 


wenn 


na (F,f) u (F\, f) .E 0 R (F, V), 
ZA, "9%; -2 Ay a;+ 0.2 A, 'Pip 
6,5 ij 1,5 
also wegen (25) a 
Ai "4;; Er . Oz 
3 RR; 


Gehört nun der Ausdruck F auch nicht zu R’, so gelangt man durch 
die gleiche Betrachtung für die vollkommene Form f”, deren zuge- 
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ordnetes Gebiet R” an einer gewissen Wand von R’ anliegt, zu der 
entsprechenden Ungleichheit 


IA, 0; DA, 77 
7 


usw. Ein solcher Fortgang ist aber nicht unbegrenzt möglich. Denn 
erstens sind die hier auftretenden Summen positiv. In der Tat geht 
die Form F' durch eine unimodulare algebraische Substitution in die 


Gestalt Yı + 9Y +: 4 Qu 


mit lauter positiven Koeffizienten g, über; ist 


N. 
Y - 2 A,ydg 
k=1 


((=1,2,--,n) 


die umgekehrte Substitution, so verwandelt sich die Summe IA, 0, 
in die andere: Br] 


Dig f FA) 
i=i 


wo beide Faktoren des allgemeinen Gliedes positiv sind. Zweitens 
kann eine Ungleichheit 


n 
) <Z af) <g 
mit beliebig kleinem g nicht bestehen. Denn aus ihr würden zu- 
nächst die Ungleichheiten 
<<, 
G=1,2,-.,n) 
d. h. die sämtlichen f(A,,) als beliebig kleine Größen hervorgehen. 


Diese Ausdrücke sind aber die Hauptkoeffizienten einer Form, in 
welche die Form f durch die unimodulare algebraische Substitution 


U DH; 
k=1 


übergeht; ihr Produkt wäre beliebig klein und müßte doch größer 
sein als die Determinante dieser Form, d. h. als die Determinante der 
Form f. Die Determinante einer Form mit gegebenem Minimum M 


kann aber nach der Hermiteschen Ungleichheit M < u, : VD nicht 
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beliebig klein sein. — Hiernach können wir den Satz aussprechen: Die 
Gesamtheit (R) der den sämtlichen vollkommenen Formen 
mit gleichem Minimum zugeordneten Gebiete R erfüllt den 
ganzenRaum A der positiven Formen einfach und lückenlos. 

7. Darauf läßt sich nun eine neue Art der Reduktion po- 
sitiver quadratischer Formen begründen. Man denke sich die 
zu den sämtlichen vollkommenen Formen mit gleichem Minimum zu- 
geordneten Gebiete R in Klassen äquivalenter Gebiete verteilt und 
diese Klassen durch irgendwelche ihnen angehörige Gebiete repräsen- 
tiert. Da die Anzahl dieser Klassen ebenso groß ist wie die der ge- 
dachten vollkommenen Formklassen, so ist sie endlich, und die sie 
repräsentierenden Gebiete seien 


(26) Br Ba Bien. R 


Zu einem Repräsentantensysteme dieser Art gelangt man 
folgendermaßen. Mit einem beliebig gewählten Gebiete R stelle man 
alle ihm anliegenden Gebiete in eine Reihe: 

(5) R,R, Ru... Ro, 

alle diesen Gebieten anliegenden und von ihnen verschiedenen Ge- 
biete in eine neue Reihe ($’), dann wieder alle den letzteren anliegen- 
den und von ihnen verschiedenen Gebiete in eine Reihe ($”), usw. 
Durch diese Reihen hindurch kann man von Raus zu jedem gegebenen 
Gebiete RP gelangen, denn man braucht zu diesem Zwecke nur irgend- 
eine in R° enthaltene Form F' zu wählen und dann mit bezug auf R 
und 7 wie in voriger Nr. zu verfahren. Werden nun aber von den 
Gebieten ($) nur diejenigen beibehalten, die nicht untereinander äqui- 
valent sind, diesen dann nur diejenigen Gebiete ($’) hinzugefügt, die 
weder untereinander noch mit einem der Gebiete (S) äquivalent sind, 
ihnen dann wieder nur diejenigen Gebiete ($”) angereiht, die weder 
untereinander noch mit Gebieten (8) oder ($”) äquivalent sind, usw., 
so gelangt man, da die Anzahl nicht äquivalenter Gebiete nur end- 
lich ist, notwendig zu einer Reihe 


BER, SR, EUR 


a’ 


74 


von der Beschaffenheit, daß alle ihre Glieder untereinander inäquiva- 
lent sind, alle denselben anliegenden Gebiete aber mit je einem von 
ihnen äquivalent sind. Diese Reihe stellt dann ersichtlich ein Reprä- 
sentantensystem für die Klassen äquivalenter Gebiete dar. Im beson- 
dern folgt hieraus, daß, wenn die Gebiete (S) sämtlich mit R äquiva- 
lent sind, R selbst schon das Repräsentantensystem ausmacht und daß 
daher dann nur eine Klasse von Gebieten, also auch nur eine Klasse 
von vollkommenen Formen mit gleichem Minimum vorhanden ist. 
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Als reduzierte Formen seien nun alle in den repräsen- 
tierenden Gebieten enthaltenen Formen bezeichnet. 

Jede andere Form ist dann mindestens einer reduzierten 
Form äquivalent, und es ist auch leicht anzugeben, wieman 
von einer gegebenen Form aus zu ihrer Reduzierten ge- 
langt. Zu diesem Zwecke denken wir uns alle an den repräsentieren- 
den Gebieten (26) anliegenden, von ihnen verschiedenen, notwendig 
je einem von ihnen äquivalenten Gebiete und bezeichnen mit 


(27) eh 


die endliche Menge der unimodularen Substitutionen, welche diese 
Gebiete in eins der reduzierten Gebiete überführen. Ist nun RAW das 
Gebiet, welchem die Form F' angehört, so gelangt man von R, wie 
im vorigen gezeigt wurde, durch eine endliche Reihe von Gebieten 


R,R',R”,..., R®, 


deren jedes dem voraufgehenden anliegt, zum Gebiete R®. In dieser 
Reihe können außer R auch noch eins oder mehrere der folgenden 
Glieder zu den reduzierten zählen; es sei etwa KR) das erste in der 
Reihe, welches nicht mehr zu ihnen zählt, aber doch noch einem von 
ihnen anliegt, nämlich an R*-», Eine gewisse Substitution S” der 
Reihe (27) führt dann R® in ein Glied R, der Reihe (26) und die 


Keihe R®, R®+2,..., R® 


in eine Reihe äquivalenter, einander sukzessive anliegender Gebiete 
A+l1l k 
RB, R+D,...,R,® 


und die Form F' in eine äquivalente, in R,® enthaltene Form F', 
über. Nun sei in dieser kürzeren Reihe nächst R, das erste nicht zu 
den reduzierten Gebieten (26) zählende Gebiet das Gebiet R,%+”9; 
da es dem voraufgehenden, noch zu jenen zählenden Gebiete anliegt, 
gibt es in der Reihe (27) eine Substitution $”, durch welche es in 
ein reduziertes Gebiet R,, verwandelt wird und die Reihe 


Te R,%+#+ ), al R,® 


in eine Reihe äquivalenter, einander sukzessive anliegender Gebiete 
Ry, u ae R,P 


und F', in eine in A,® enthaltene äquivalente Form F', übergeht; 
usw. Endlich muß die sich stets verkürzende Reihe entweder in eine 
neue Reihe, deren Glieder bis auf das letzte hin sämtlich schon redu- 
zierte Gebiete sind, oder in das eine letzte Glied übergehen, welches 
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durch eine der Substitutionen (27) in ein reduziertes Gebiet verwan- 
delt wird; und durch dieselbe Substitution $S” geht die Form in eine 
äquivalente reduzierte Form über. Somit gelangt man von der be- 
liebig gegebenen Form F durch eine endliche Reihe unimodularer 
Substitutionen 8’, 8”, ..., 8” zu einer reduzierten Form ihrer 
Klasse, w. z. b. w. 

8. Wir bestimmen jetzt noch für die einfachsten Fälle die Anzahl 
der nicht äquivalenten vollkommenen Formen mit gleichem Minimum 
M, welches wir dabei, weil zwei einander proportionale Formen als 
nicht wesentlich verschieden angesehen werden sollen, gleich 1 an- 
nehmen dürfen. 

Gehen wir aus von der Form 
283) g=a’ +2. +. 40’, +. +: +2, 1 


Ihr Minimum für ganzzahlige Werte der Unbestimmten ist ersicht- 
lich gleich 1, und es wird erhalten, wenn man einer der Unbestimm- 
ten den Wert 1, allen übrigen den Wert Null beilegt, aber auch, 
wenn man eine von ihnen gleich 1, eine zweite spätere gleich — 1, 


die übrigen gleich Null setzt. Dies gibt v = ul Minimaldarstel- 


lungen, und man übersieht leicht, daß sie ausreichen, um die 
Koeffizienten der Form eindeutig zu bestimmen; die Form g ist 


also eine vollkommene. Die ihr zugeordneten Linearformen sind 
M=x, M"=:,..,M®=z,, 
1 1 
Mt+ an, aaenre M!=2_ı-% 


(23) 


und folglich ist das ihr zugeordnete Gebiet A die Gesamtheit der Formen 


(30) >) 1; 00, = BI, a 7a >) 09 (m; — 2)” 
3 


i==1 
B<hb=-“2 8, ...,R) 


mit nichtnegativen Koeffizienten o,®, 0%. Aus der Vergleichung 
der Koeffizienten zur Rechten und Linken finden sich die Bezie- 


Bauen N = — 0, Ü< k), 
also aus Q,;; — 0,9 + ::.+ 0," tot +... + 0,®) 
die folgende j 
est Ha 
Demnach müssen die Ungleichheiten 
Deal, Laer, 3 0,40 


al 
81) (Ge 12,203’) (<k) 
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erfüllt sein, welche die Wände des Gebiets R ausmachen. Jeder von 
diesen entspricht ein anliegendes Gebiet und die ihnen zugeordneten 
Formen 
rt AHtmt tm) 
| @=1,2,...,n) 
Pr Pp— Or Vie 
G<h) 


worin die Faktoren o,,, 0,, nach Nr. 5 bestimmt zu denken sind. 


(32) 


Nun ist die besondere in R enthaltene Form 


(33) u = DD (M9)}, 


i—=1 


der man nach den Ausdrücken (29) der Linearformen M% auch 
die Gestalt 


(323) denn’ t: +n2?— 20,0 —:':— 20,_10 

geben kann, proportional mit der Adjungierten der Form y. 
Ihr Minimalwert ist n; in der Tat, wenn keine der Unbestimm- 
ten Null ist, so lehrt die erste Gestalt (33) der Form %, daß ihr 
Wert größer als n ist, außer wenn sämtliche z, einander und der 


Einheit gleich sind, wo dann % gleich n wird; sind aber etwa die 
ersten %k Unbestimmten von Null verschieden, die übrigen Null, so 


ird 
wır v-n—k+l)a?+---+29)+ Da, — 2), 
h<i= 23720 


was jedenfalls S(n — k+1)k>n ist, außer wenn k=1, wo es 
gleich n wird. Dieses Minimum nimmt die Form also an, wenn 


„=-1l, 1-0 (ii=-12,..,n,izZk) 
oder sen =.-.,-l 
gesetzt wird, welchen Annahmen die Linearformen 
(34) Mn,..., MO, UH Sa tn+ m 


entsprechen. 
Dies vorausgesetzt, sei 


(35) A > 0; 5% 


k=i1 


(de 15,2, un) 
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jede Substitution, welche die Form g in sich selbst verwandelt. Dann ist 


(36) Bin > u 27 


k=1 
G=1,2,...,n) 
eine Substitution, welche das der Form p zugeordnete Gebiet R in 
sich selbst überführt, d. i. seine Linearformen (29) untereinander 
vertauscht; sie läßt also (wie auch aus allgemeinen Sätzen bekannt) 
die adjungierte Form y ungeändert, und demnach wird umgekehrt 


jede Substitution (35) die Linearformen (34) oder auch ihre Quadrate, 
die man, wenn ee 2 
gesetzt wird, schreiben kann: 

er. ah, 
nur untereinander vertauschen. Dabei bleibt nun (wie ebenfalls aus 
jenen allgemeinen Sätzen folgt) die Form p ungeändert; in der Tat 
kann man schreiben: 


EEE fen RER 
Die Substitutionen (35) sind also die folgenden: 
= +, (@=0,12.. HERR 


unter k,, Ä,, .. ., %, jede Anordnung der Indizes 0, 1, 2,..., n ver- 
standen; oder vielmehr, da zugleich 


oH+tat+:+2,=0 rn tat. +2, >=0 
sein muß, die Substitutionen 
=: (d=-0,1,2%..,n) 
mit <e= + 1. Demnach ist ihre mögliche Anzahl 2 - rn! oder, wenn 
je zwei aus einander entgegengesetzten Elementen gebildete als iden- 


tisch betrachtet werden, gleich n!, und die gedachten Substitutionen 
sind die folgenden 


y=2 (G=0,1,2,..,n). 


Bei ihnen allen vertauschen sich aber die Formen (32), deren n 
erste man in der Gestalt 


9%, = PP — 090% 
ln) 


darstellen kann, offenbar untereinander; diese Formen sind dem- 
nach sämtlich untereinander äquivalent. 
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9. Wählen wir irgendeine von ihnen aus, etwa die Form 

Pa PT 013° FıWa- 
Sei zunächst na=2. Dann ist 

gp=1°+ 2.4 2%% 
mit der Determinante D=®/, und 

Pa? HR + Lg — O9 Lu R- 

Nun ist g,;, nach den Ausführungen in Nr. 5 der kleinste positive 
Wert, welchen der Ausdruck 

te tm — 1 

LU, dig 

für alle ganzzahligen x,%,, bei denen x, x, > O0 ist, annehmen kann. 
Man findet leicht, daß dies der Wert 2 ist, der für z,= x,= 1 erhal- 
ten wird, und somit ist 9,8, —= 2 und 


A. 3 
Pa = U Ft Lg — %%, 


d. i. eine Form, die offenbar mit p äquivalent ist. Hiernach sind alle 
an p anliegenden vollkommenen Formen mit g und untereinander 
äquivalent, und daher ist in Anbetracht des im Anfange von Nr. 7 Ge- 
sagten nur eine Klasse vollkommener binärer Formen mit 
gegebenem Minimum vorhanden, welche für den Fall des 
Minimum 1 durch die Form 


(37) StR + 00 

repräsentiert wird. Das ihr zugeordnete Gebiet R ist die Gesamt- 
heit der Formen 

(88) am?+ 252,0 + Cay’— 9,4,” + 09%" + dis (&ı — 23)” 


mit nicht-negativen Koeffizienten o,, 03, O5, welche zugleich die 
Gesamtheit der im Sinne von Nr. 7 reduzierten Formen 
ausmacht. Diese sind demnach charakterisiert durch die 
Ungleichheiten 


n——b>0, 1=-a+rb>I, 9=b+e>0, 


deren Vergleichung mit den in Kap. 3, Nr. 4 für die Sellingschen 
Reduzierten erkennen läßt, daß die neuen Reduzierten mit den 
Sellingschen identisch sind. Man erhält nur einen Teil des ge- 
samten Gebietes R, wenn man 


(39) a2,” + 262,2, + 625° — 003°’ + 0° (2% + 2°) 
+07 (a? + 2? + (1 —-)) 
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setzt und 0, 0‘, 0” alle nicht-negativen Werte annehmen läßt. Daraus 
ergeben sich für die Koeffizienten a, b, ce die Bedingungen 


e=c-a>0, F=a+r2d>0, d"=—b>0, 


welche mit den Lagrangeschen Reduktionsbedingungen identisch 
sind; daher erweist sich das gedachte Teilgebiet als die Ge- 
samtheit der Lagrangeschen Reduzierten. 

Ferner sein=3. In diesem Falle ist 


(40) 9 tg tat tn + ne, 
eine Form mit der Determinante D = = = = und 


Pat tR tr tr O2) + Ur + 2: 
Hierin ist @,, der kleinste positive Wert, welchen für BaNEnSEUER %;, 
bei denen 2,2, > 0 ist, der Ausdruck 
te ts HH tm + U — na 
X 8, r 
welcher durch den anderen: 


1+ ——. (2: +22 + m +2) + (&, + 2) — 2) 


e. 


ersetzt werden kann, anzunehmen vermag. Da für derartige x, das 
zweite Glied des letzten Ausdrucks niemals negativ wird, aber für 
% =%=1,%,= — 1 verschwindet, so ergibt sich g,, =1 und somit 


2 2 2 
Pat Tl TUR Lgdz. 
Diese Form nun geht durch die unimodulare Substitution 
[4 ’ [4 ! 


in die Form g über, ist ihr also nebst allen anderen der letzteren 
anliegenden Formen äquivalent. Daher ist auch für ternäre For- 
men nur eine einzige Klasse vollkommenerFormen mit ge- 
gebenem Minimum vorhanden, welche für den Fall desMi- 
nimum 1 durch die Form (40) repräsentiert wird. Das dieser 
Form zugeordnete Gebiet R ternärer Formen, nämlich die Gesamt- 
heit der Formen 


(41) ax + aa? + aan? +2b0,0, +2ba,0, +20" n,8 
— 9,2%? + 050° + 05% + 0, (a — 2%)? + 0 (0 — U)” + 05 (&ı — 23)” 
mit nicht-negativen Koeffizienten o,, @2, O3, O4, 05, Q,, Ist zugleich die 


Gesamtheit der nach Nr. 7 reduzierten Formen. Durch die 
Vergleichung der Koeffizienten entsprechender Glieder zur Rechten 
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und Linken der vorstehenden Gleichung ergeben sich für diese For- 
men nachstehende Bedingungen: 


= [91 =a+b"+V>0, ,9=a+b+b">0, ,=a’+b+V>0 
Ka l-_b>0, = —b>0, = —b’I0. 

Sie stimmen durchaus mit denjenigen überein, welche Selling zur 
Definition reduzierter Formen aufgestellt hat!), und daher sind 
auch für n=3 Voronois reduzierte Formen mit den Sel- 
lingschen identisch. 

Voronoi hat a.a. O. auch noch fürn = 4 undn=5 die Anzahl 
Klassen der vollkommenen Formen mit dem Minimum 1 bestimmt. 
Auf seine bezüglichen, schon recht umständlichen Betrachtungen 
kann aber hier nur noch verwiesen und als ihr Endergebnis mitge- 
teilt werden, daß für quaternäre Formen zwei, für quinäre 
Formen drei Klassen vollkommener Formen mit gegebenem 
Minimum vorhanden sind. Die ersteren werden bei einem Mini- 
mum 1 repräsentiert durch die Formen 


get tt HH lt +0 


mit der Determinante u und 


Pa P 7 If 
mit der Determinante - — !/,, die letzteren durch die Formen 
get tg tt tut t + 
mit der Determinante ar 
Pa PT Id 


mit der Determinante = ,‚ und 


1 
9% = Parz (&y lg — U 04 — Rd — KyRg); 


1 

95 

10. Zu den vollkommenen Formen gehören diejenigen Formen, 
welche Korkine und Zolotareff (Journ. f.d.r. u.a. Math. Bd. 11, 
8.242) als formes extr&mes bezeichnet haben, die hier lieber Grenz- 
formen genannt werden mögen. 


1) S. Kap. 14, Nr. 3 u. 4. 


% 3\4 
deren Determinante (z) ist. 
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Zu Ende von Kap. 8 ist schon die Bedeutung des Verhältnisses 
M 


(48) VD 


zwischen dem Minimalwerte einer quadratischen Form und der nte” 
Wurzel aus ihrer Determinante, welches wir für die Form 


[= > a, 2% 
1,3 


durch M (f) oder M (a,,) bezeichnen wollen, hervorgehoben worden. 
Durch den Satz von Hermite ist festgestellt, daß es für keine Form 
eine endliche obere Grenze überschreiten kann, und wir haben die 
ursprünglich von Hermite gegebene obere Grenze schon wesentlich 
herabsetzen können. Nun fragt es sich, wie sie genau zu fixieren 
sei, d. h. welches der Wert L sei, so beschaffen, daß für jede Form 


M 3 L 
VD <4L, 
dagegen nicht mehr für jede Form 


—<L 
vn“ 
sei. Eine Form f, für welche M(f) = L ist, der Ausdruck (43) also 
die obere Grenze erreicht, soll in Un Erne mit der bei 
binären und ternären Formen von uns gewählten Bezeichnung eine 
Grenzform heißen. Jede Form der gleichen Klasse ist dann eben- 
falls eine solche. Die Zahl ZL bezeichnet das absolute Maximum aller 
M 
Werte VD 
gleich das Verhältnis sich stetig ändert. Bei solcher Anderung kann 
es aber mehr als ein Maximum annehmen, und wir wollen die Be- 
zeichnung „Grenzform“ auch auf diejenigen Formen ausdehnen, bei 
welchen diese einzelnen Maxima von M(f) eintreten. Wir definie- 
ren also allgemein als Grenzform eine Form, für welche 
das Verhältnis 
: M 
(44) If) = VD 
bei jeder infinitesimalen Änderung der Koeffizienten der 
Form abnimmt. 


Jede Grenzform 
ar 





als Funktion von den Formkoeffizienten, mit denen zu- 
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ist eine vollkommene Form. Würde sie nämlich nicht durch 
ihre Minimaldarstellungen 


m, m... m, 


eindeutig bestimmt, so gäbe es Werte A,,, welche nicht durchaus ver- 
schwinden und die sämtlichen Gleichungen 


(45) Zr m dm) = 0 
h=1,2,...,u) 


befriedigen. Sei nun 
py= IR 2 0%, 
DE) 
und & ein hinreichend kleiner Wert, so ist 
% . 
ft: 9 = Da; + 2) 8, 
i,d 


noch eine positive Form. Einem Satze in Nr. 5a zufolge stimmen 
wegen (45) der Minimalwert sowie die Minimaldarstellungen dieser 
Form mit denjenigen der Form f überein. Da nun f eine Grenzform 
sein soll, also M (a,,+,,) <M (a,,) ist, muß die Determinante D’ 
der Form f+&:-g größer sein als die Determinante D von f. Man 
findet aber , 


(46) Dezerkilliah, Bae aien 


wenn zur Abkürzung 





0°D 
Day a 9 
gesetzt wird. Hier ist der Ausdruck 
P—-D:.Q 


positiv. In der Tat bezeichnet er die simultane Invariante der zwei 
Formen f und 9; wenn nun die erstere derselben in die Gestalt 


[ee Qe na. 1a Taler 


mit lauter positiven Koeffizienten g, und dabei die zweite in die Ge- 


stalt 
9p—- >, w;88; 
e,, 
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übergeführt wird, so nimmt P? — DQ die Gestalt 


Se Kun\. St zum] 
A I) r la) 54 41 9a » In—19n 





an, ist also wesentlich positiv. Wäre nun P nicht Null, so ließe sich 
& in der Gleichung (46) so klein und mit solchem Vorzeichen wäh- 
len, daß D’< D würde, was nicht sein kann. Also müßte P= 0 


sein, und wegen pP? _-D:Q=-DO>0 


ergäbe sich O< O0 und damit aus (46) wieder unzulässigerweise 
D’< D. Aus diesem Widerspruche folgt, daß die Grenzform f durch 
ihre Minimaldarstellungen eindeutig bestimmt wird, also eine voll- 
kommene Form ist. 

11. Es sei jetzt R das dieser Form zugeordnete Gebiet aller Formen 


u 
> 0, (MM), 
h=1 
und seine Wände seien charakterisiert durch die Gleichungen 
Mi PA 0,=0, 
3 
k=1,2,...,i) 


so daß R die Gesamtheit der Formen BY 0,‘ %,%, ist, welche die Be- 
dingungen 74 


erfüllen; insbesondere folgen dann für die Form (M®)? die Un- 
gleichheiten | 


(47) > 2, m Pm® dv. 
1,5 
Setzt man nun R 
va ie, 
ij 


so ist für hinreichend kleines &, das positiv gedacht werde, die Form 
w 
er = 2 (a,, a &D},) ER 
1,9 
noch positiv, und es ist eine der Minimaldarstellungen m, ®,m,®),...,m,® 


der Form f auch noch eine solche der Form f-+ &y,. Da aber feine 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 21 
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Grenzform ist, so ergibt sich, wenn jetzt D’ die Determinante der Form 
f+ ev, bedeutet, die Ungleichheit 


(48) > (a,+ Ep) m, m, (A a mW m, 
d.h. vv 2 VD 


(49) er 03 p® m ®m® < M u ai ur 
i,j 


woraus wegen (47) Es daß D’> Dist. Da nun 
‚ 0°D 
D=D+:: 2, Zi a — aD TR I p® +... 


gesetzt werden kann, so ist zu schließen (vgl. Nr. 10), daß für jeden 
Wert k=1,2,..., A die Ungleichheit 
au 
d,5 
erfüllt sein muß, was aussagt, daß die Adjungierte der Form f dem 
dieser Form zugeordneten Gebiete R als eine innere Form angehört. 
Zusammenfassend können wir sagen: Damit eine Form feine 
Grenzform sei, ist notwendig, daß sie eine vollkommene 
Form und ihre Adjungierte eine innere Form desihr zuge- 
ordneten Gebietes sei. 
12. Diese notwendige Bedingung ist aber zugleich en 
ausreichend. Denn, ist sie für eine Form 


f pr >> UFFEFEZ 
3,3 
mit der Determinante D erfüllt, so sei & eine beliebig kleine Größe 
und die Inkremente «,, der Koeffizienten a,, kleiner als &, so daß die 


Form 
di er 2 0,4 6,5) L;% FL 


deren Determinante D’ heiße, noch positiv ist. Wäre nun f keine 
Grenzform, so ergäbe sich, wie kleinauch e gedacht werde, wenigstens 
für je eins der Wertsysteme «,, die Ungleichheit 


(50) Ma, +0,)>M (a,,), 
also gewiß auch für jede Minimaldarstellung m,®, ..., m,® von f 


diese andere: 
DI mm ®ZM- (V# Ne 1). 
Nun sei I 


(51) Ps a Hy 5 1) +; el. 
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eine Größe, die für hinreichend kleines &, da D’ für solches von D 
beliebig wenig verschieden wird, von beliebig kleiner Ordnung 7 ge- 
dacht werden kann. Die Form 


D- 2 (a,,;+ B,,) %%, = 2 (@;+ %,)° 12 "8 
hat die Determinante D. Wegen (50) ergibt sich also 
St N lay+ EN 
(52) > Bu m 9m PS 6; 
1, 
und da die Determinante D der Form g auch in die Gestalt 
D+ ger BirER, 
ar 


gesetzt werden kann, in welcher AR, eine beliebig kleine Größe von 
der Ordnung n? ist, so folgt nun weiter 


oD 
also auch I, En ß,, von derOrdnungn*. Nach Voraussetzung ist aber 
Te 


N 
| 0a, u} 


t,) 
eine innere Form des zur vollkommenen Form f zugeordneten Ge- 
bietes R, d. i. von der Gestalt 


PARCD, 
h 


mit 0,> 0. Hieraus folgt 


aD IR 
u 2 0,: mm ,®, 


ij 


0D 
20, > 0,° > B,,;m® m,®, 
also mit Beachtung von (52) auch 


> ß; j m,” m, 


5 





somit 


von der Ordnung n?. Da dies für jeden der Werteh=1,2,..., u 

gilt, so folgt dasselbe auch für die sämtlichen Größen ß,,; wenn 

also diese Größen durch hinreichend kleine Wahl von s von der be- 
21” 
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liebig kleinen Ordnung n werden, sind sie es stets dann sogar noch von 
der Ordnung n?, was offenbar nur möglich ist, wenn sie gleich Null 
sind. Dann folgt aber aus (51) 


die Form /” wäre also proportional mit f, von welchem Falle wir ab- 
sehen können, da proportionale Formen als nicht voneinander ver- 
schieden angesehen werden sollten. 


13. Die eben hergeleitete, eine Grenzform charakterisierende not- 
wendige und hinreichende Bedingung hat Voronoi a. a. O. gegeben. 
Aber man kann sie durch eine ganz anders lautende ersetzen, die 
Minkowski festgestellt hat!); sie bringt die Beziehung zur Reduk- 
tion der Formen, die den Grenzformen eigen ist, viel klarer zum Aus- 
drucke. 

Hierzu bedarf es noch eines neuen Begriffes: eine im Sinne von 
Minkowski reduzierte Form 


[= >: Q,,%,%; 
ı, 9 
soll eine relative Grenzform heißen, wenn für sie der Aus- 
druck M (a,,) bei jeder infinitesimalen Änderung ihrer 
Koeffizienten, bei der sie im reduzierten Raume D ver- 
bleibt, abnimmt. 

Es seinunf eine beliebige reduzierte Form mit der Determinante D; 
da die Fläche D(f) = D, welche den Punkt f in sich enthält, gegen 
den Nullpunkt des reduzierten Raumes, wie in Nr. 6 des neunten 
Kapitels gezeigt worden, überall konvex ist, so wird beim Fort- 
gange vonfin der durch fan jene Fläche gelegten Tangen- 
tialebene die Determinante stets abnehmen. 

ist aber f weder eine Kantenform noch einer solchen proportional 
— von welchem Falle wir wieder absehen können —, sondern eine 
innere Form des reduzierten Raumes, so läßt sie sich nach (33) des 
neunten Kapitels als Summe mehrerer Kantenformen darstellen und, 
wenn man eine von diesen heraushebt und die übrigen zusammenfaßt, 


gleich ER 


setzen, wo c, d positive Konstanten, p und ı aber positive redu- 
zierte Formen bedeuten. Unter den mit p, » proportionalen Formen 
gibt es zwei Formen 9’ bzw. ı’, welche in jene Tangentialebene im 
Punkte f, zugleich aber noch in den reduzierten Raum zu liegen 


1) Journal f. d. reine u. angew. Math., Bd. 129, S. 247 ff.; Ges. Abh., Bd. 2, 8. 53. 
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kommen, und bezüglich ihrer wird f im Innern der sie verbindenden 
Strecke befindlich sein, so dab 


ftp + N VW tt-v) 


gesetzt werden kann, wo 0<2t<1 ist. Hiernach ist der Minimal- 
wert von f, d. i. der erste Koeffizient dieser Form, von der Gestalt 
ß + t(« — ß) und wird daher, wenn man von aus auf jener Strecke 
sich fortbewegt, entweder überall konstant bleiben oder nach der 
einen Seite hin zunehmen, je nachdem « = ß ist oder nicht; da gleich- 
zeitig die Determinante, wie vorausbemerkt, abnimmt, so wird wenig- 
stens nach einer Seite hin das Verhältnis M(a,,) zunehmen und 
demnach f keine relative Grenzform sein können. Man erhält also 
zunächst den Satz: 

Jede relative Grenzform muß eine Kantenform des redu- 
zierten Raumes sein. e 

Und nun kann man die erwähnte adäquate Bedingung, welche nach 
Minkowski eine Grenzform charakterisiert, in folgender Weise 
aussprechen: x 

Eine positive Form f (sowie jede Form ihrer Klasse) ist 
dann und nur dann eine Grenzform, wenn jede im Min- 
kowskischen Sinne reduzierte Form dieser Klasse eine re- 
lative Grenzform ist. 

In der Tat kann sie zunächst es nur dann sein, weil, wenn f eine 
Grenzform ist, dann auch jede der letzteren Formen eine Grenzform 
überhaupt, also eine solche auch in bezug auf den reduzierten Raum 
sein muß. Aber dann muß f auch eine Grenzform sein. Ist nämlich 


ine > b,,©,%, 
3 


eine jener reduzierten Formen, so liegt sie, da sie als eine nach Vor- 
aussetzung relative Grenzform eine Kantenform von B sein muß, auf 
einer oder mehreren Wänden von B. Nun bezeichne 


g- > (b,,;+8&,)%%, 


%4J 
sämtliche Formen des die Form g umgebenden, in B enthaltenen 
und bis an jene Wände reichenden Gebietes. Die mit g äquivalente, 
also durch eine unimodulare Substitution $ daraus hervorgehende 
Form fliegt in einer Kammer 5,, und die sämtlichen aus den Formen 9’ 


durch die gleiche Substitution S entstehenden äquivalenten Formen 


nz > (a,+9,,)08, 


Zr) 
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bilden die Umgebung des Punktes fin D,. Wird dies für jede der 


in der Klasse von f enthaltenen reduzierten Formen g ausgeführt, 
so erhält man die gesamte Umgebung von f; denn diese verteilt 
sich auf solche und nur auf solche Kammern, die Substitutionen ent- 
sprechen, durch welche f selbst in äquivalente reduzierte Formen 
übergeht. Da aber beim Fortgange jeder der Formen g zu den For- 
men g’ das Verhältnis zwischen dem Minimalwerte und der n!®“ 
Wurzel aus der Determinante nach Voraussetzung niemals wächst, so 
gilt dasselbe für die jenen Formen äquivalenten Formen f und f; 
es ist also jenes Verhältnis für die Form fein Maximum und dem- 
nach diese Form selbst eine Grenzform, w. z. b. w. 


14. Hat man für die einzelnen Grenzformen 


i,5 


den Wert deszugehörigen Verhältnisses WM (a,,) ermittelt, 
so wird offenbar der größte dieser Werte die genaue Grenze 
L dieses Verhältnisses für sämtliche Formen sein, welche 
in Nr. 10 verlangt wurde. Korkine und Zolotareff haben die- 
selbefürdie Formenmitn=2, 3, 4,5 Unbestimmten ermittelt (Mathem. 
Annalen, Bd.11, 5.242). Zu diesem Zwecke haben sie zunächst diejenigen 
vollkommenen Formen aufgesucht, bei denen die aus dem Systeme 
der u Minimaldarstellungen gebildeten »-reihigen Determinanten nur 
die Werte O oder + 1 haben; von den letzteren Determinanten ist, weil 
nicht alle jene Determinanten verschwinden können, dann wenigstens 
eine vorhanden. Die genannten Forscher haben für solche Formen 


nn 1) 
an 


gezeigt, daß für se u=v-= sein muß und das System der 


Minimaldarstellungen das folgende ist: 


TE PO OEL 
DO Are) 
OO 
Son 

N) 


ken RES Ina 
NIROIL ONCE, ATSTENONRENE 
in welchem auf die ersten n Reihen, die nur ein von Null verschie- 


denes Element enthalten, noch die ae Reihen folgen, in denen 


je zwei Elemente die positive bzw. die negative Einheit, die übrigen 
Nullen sind. Dies sind aber genau die Minimaldarstellungen der in 
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Nr. 8 betrachteten Form 
(3) 9-2’ ++. +2, + tn ++ %n,_1%n 


und der mit ihr proportionalen Formen, von denen nun nach Nr. 12 
sogleich einleuchtet, daß sie Grenzformen sind; denn die mit der Ad- 
jungierten von p proportionale Form % in Nr. 8, also auch die Ad- 
jungierte selbst gehört nach ihrem Ausdrucke (33) als eine innere 
Form dem zu p zugeordneten Gebiete (30) an. 

Für jeden Wert von n gibt es also die Grenzform @ mit der De- 


n-+t1 
9X” 


und dem Minimalwerte 1, oder auch die Grenzform 





terminante 





2. Van @Ht tatnmt +22) 


mit der Determinante D und dem Minimalwerte M =2- V 
für welche somit der Quotient 

M 2 
VD” ara" 


De 
n—+1?’ 


(54) 


ist; alle ihnen bzw. äquivalenten Formen sind gleichfalls Grenz- 
formen mit demselben Werte des Quotienten. Da für n=2 und 
n=3 nach Nr. 2 die gedachten n-reihigen Determinanten keine 
anderen Werte haben können als 0, +1, so ersieht man ferner, 
daß für binäre und für ternäre Formen mit der Determinante D die 


Formen iD 
2 (tm +2), 


v2D at tR tt LH 28) 


und die Formen der durch sie repräsentierten Klassen die einzigen 
Grenzformen sind; der Wert des Quotienten M (a,,) beträgt für sie 
y# bzw. V2. 
Diese Werte bezeichnen also auch für binäre und für ternäre Formen 
die genaue Grenze L des Hermiteschen Satzes, was mit dem schon 
in Nr. 10 des fünften und in Nr. 10 des sechsten Kapitels Gefundenen 
übereinstimmt. Daß hier nur je eine Klasse von Grenzformen mit 
gegebener Determinante möglich sei, konnte man schon aus dem 
Umstande entnehmen, daß jede Grenzform eine vollkommene Form 
ist und es, wie in Nr. 9 bewiesen, nur eine Klasse solcher Formen 
gibt. Aus der gleichen Nr. folgt ebenso, daß für quaternäre Formen 
höchstens zwei, für quinäre Formen höchstens drei Klassen von 
Grenzformen möglich sind. Korkine und Zolotareff ist es gelun- 


bzw. 
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gen, zu zeigen (s. a.a. O. S. 273 u. 292), daß in der Tat die in 
Nr. 9 angegebenen Klassen vollkommener Formen auch Klassen von 
Grenzformen sind. Für quaternäre Formen mit der Determinante 
D werden sie daher repräsentiert durch die Formen 


4 a7 x 
2 ulez . (2° + + + % + %% + X, X ib %3%,) 
VAD- (x + X + (Ep katı Peer Gr + %5%,), 


welche den Formen p und g,, in Nr. 9 proportional sind, und deren 
zweite auch durch die ihr äquivalente Form 


VD. (+ Dt tn tn + X, %,) 


ersetzt werden darf. Daraus ergibt sich für die genaue Grenze Z 
des Hermiteschen Satzes der Wert 


DR 
Für quinäre Formen mit der Determinante D sind die Reprä- 


sentanten der gedachten drei Klassen die mit den am Schlusse von 
Nr. 9 durch p, 9,5, 9 bezeichneten Formen proportionalen Formen 


und 


’/D 
2 be (art + + + + 4°: + u), 
VsD e (24: ee % + 0% ap er % + dit r %u%,), 


/2°D 
Var [rt + tt HR t Rt + Kg + 258, 
+40 + 309 4 39% + 3025]. 
Ihnen gehören als Werte des Ausdruckes WM (a,,) die Werte 
2 Mares > /29 
v6 , V ö ’ 1KE 
zu, von denen der zweite der größte ist; hier findet man daher 
a ER 
15. Voronoi hat uns noch eine andere Arbeit hinterlassen, in 
welcher er die Aufgabe, den ganzen v-dimensionalen Raum in Teil- 
räume zu zerlegen, wie sie zur Reduktion positiver quadratischer 
Formen verwendbar sind, auf eine wesentlich andere Weise, als wir 
es im vorigen dargestellt haben, behandelt hat. Da wir uns hier 
darauf beschränken müssen, nur von den Hauptpunkten seiner um- 
fangreichen Untersuchung zu berichten, verweisen wir den wißbe- 
gierigen Leser auf Voronois bedeutende Abhandlung selbst. 


Den Ausgangspunkt seiner Untersuchungen bildet das Sechseck, 
welches bei Dirichlets Reduktion der positiven ternären Formen 
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eine Rolle spielte und im Kap. 5, Nr. 3 als Ort aller Punkte einge- 
führt worden ist, die in der Ebene des Gitters einer positiven binä- 
ren Form (a, b,c) dem Nullpunkte desselben näher liegen als jedem 
anderen seiner Gitterpunkte. Ist O der Nullpunkt, P irgendein 
Gitterpunkt x, y, so ist bekanntlich sein Abstand von O gleich 


Vax?+2bxzy-+cy’. Wenn aber X, Y seine Koordinaten in einem 
durch O gelegten rechtwinkligen Koordinatensysteme bedeuten, sein 
Abstand von O also auch durch YX?-+ Y* ausdrückbar ist, so ist 
in laufenden Koordinaten u, v 


uY—vX=0 
die Gleichung der Geraden OP, 
(55) uX+vY=( 


die Gleichung einer Senkrechten zu ihr, und der Abstand eines 
Punktes &, „7 von dieser gleich 
+ In 0 
en 
je nachdem derselbe auf der dem Punkte O entgegengesetzten oder 
ihm anliegenden Seite der Senkrechten liegt; der Abstand des Null- 











punktes beträgt somit —— C__, Ist die Senkrechte im Mittel- 
Verr 

punkte der Geraden OP errichtet, so ist erh ehen 4 VX? 2 

oder vxX+Y7° 


=-3(X+TY)=%(aX? +2bay+cy). 
Die Gleichung (55) der Senkrechten nimmt daher dann die Gestalt an: 
uX+vY=!l(aX® +2bzy+ cy) 


oder — wenn man die X, Y durch die x, y ausdrückt, was durch die 
Formeln 
—- x Va Kae 9 Y= V: » 


geschieht, wo A der absolute Wert der Determinante der Form ist — 
die nachfolgende Gestalt: 


(56) ax + By = 3(aa? +2bxy-+ cy), 
worin zur Abkürzung 


e=uya, B=u- 7. +0.V, 


gesetzt ist. Für jeden Punkt «, v oder «, ß auf der dem Nullpunkte 
anliegenden Seite der Senkrechten sowie auf dieser selbst hat man 
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demnach die Ungleichheit: 
RR. 2 
Dr ex +ßy<+(ax® + 2bxy-+ cy?) 
(57) ax?” +2bxy+cy’—2(ex +PBy)>0, 


welche Ungleichheit für die Punkte des gedachten Sechsecks mit 
Bezug auf jeden Gitterpunkt x, y erfüllt ist. Den Punkten des 
Sechsecks entspricht daher die Gesamtheit aller Wertsysteme «, ß, 
welche die Ungleichheiten (57) für alle ganzzahligen x, y befriedigen. 
Nun bestehen aber die Ungleichheiten (57) für sämtliche Gitter- 
punkte, wenn sie für die Eckpunkte des Sechsecks erfüllt sind. Be- 
zeichnen daher N er: 1er 

m 5 


und ihre Gegenpunkte die Ecken des Sechsecks, so kann die ge- 
dachte Gesamtheit auch als diejenige aller «, ß aufgefaßt werden, 
die durch die sechs besonderen Ungleichheiten 


ab? +2bön +cen? F2(a& +ßn) >0 
(58) ae? +2bEn7 +cn? F2(aE +Pßn) >00 

ae + 2bE” 7 + en + > (aE” + Bm”) >0 
definiert werden. Wird das Sechseck selbst vom Nullpunkte nach 
jedem Gitterpunkte parallel verschoben, d. h. wird um jeden solchen 
ein dem um den Nullpunkt konstruierten kongruentes Sechseck ge- 
bildet, so erfüllen offenbar alle diese kongruenten Sechsecke die 
ganze Ebene einfach und lückenlos. 


16. Von diesem Grundgedanken ausgehend betrachtet nun V oronoi 
a.a. O. neben einer positiven quadratischen Form 


f- 2 0,;57,%, 


i, 3 


mit % Unbestimmten die a aller Punkte («,) oder aller 


Wertsysteme &,, &, ..., &,, welche den Ungleichheiten 
(68) Dana, +2} IE 
i=1 


für alle ganzzahligen x, Genüge leisten. Das so definierte Gebiet, 
welches R, genannt werde, ist endlich begrenzt; denn, nähme auch 
nur eine der Größen «, unbegrenzt große Werte an, so könnte man 
endliche Werte der x, so wählen, daß das zweite Glied der linken 
Seite in obiger Formel beliebig groB negativ würde, während das 
erste endlich bleibt, so daß die Ungleichheit (59) nicht bestände. Der 
Punkt (0) ist offenbar Mittelpunkt des Gebietes. 
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Sind nun &, &, .. ., &, beliebig gegebene Werte und setzt man, 
unter # einen positiven Wert verstehend, ,=t- 8, füri=1,2,...n, 
so wird für hinreichend kleine Werte von t der Punkt («,) noch 
allen Ungleichheiten (59) genügen; dies ist selbstverständlich für 


diejenigen, in denen > &;%, > 0 ist, leuchtet aber für hinreichend 
i=1 
kleine # auch bei den anderen ein, in denen diese Summe negativ ist. 
Da es nun stets Wertesysteme (x,) gibt, für welche sie negativ aus- 
fällt, muß es auch ein solches geben — es heiße 
N, May, M,,  (M,) 


— derart, daß für ein *=t, und einen entsprechenden Punkt («,,)=1,:(£;) 
(60) 35 a, mm, +2: 227 a0: m, = 0 
&, i=1 


wird, während für alle übrigen ganzzahligen x, die Ungleichheiten 
(59) noch erfüllt bleiben. Daher kommt, wenn man 


(61) = — tu — 2 a,, m, 


mil, 2 0 „.%) 


setzt, für alle ganzzahligen x, 


Bon: Q,; T,%; A: >. 2 1%; 
%,3 
a > a,,(m,; — 2) (m, — %,)+ 2: ers (m, — 2)>0, 
6,3 


weshalb auch («,,) ein Punkt in A, ist. Da nun auch 


DIE 0,0%, + 2° Se U 


7 sl 
ist, so folgt aus (61) der Satz: 


Für das System (m,) besteht bei allen ganzzahligen x, 
die Ungleichheit 


(62) Da Q,5%;% Zu ©,m, > 0. 
We) 
Schreibt man diese aber in der folgenden Gestalt: 


(65) 2 a,,m,;m, < Da a,, (m, — 22,) (m, — 2%,), 


ij 
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so lehrt sie, daß das System (m,) unter allen ganzzahligen 
Systemen derselben Restklasse!) (mod. 2) der Form den. 
kleinsten Wert erteilt oder „eine Minimaldarstellung 
(mod. 2)“ der Form bildet. Solcher Minimaldarstellungen kann 
es in jeder Klasse nur eine endliche Menge geben. Man denke sich 
für jede der Restklassen die darin vorhandenen Minimaldarstellungen 
aufgestellt und bezeichne sie alle zusammen durch 





NE Fre ara 
(64) (made 
| (m; ,): m ee NE 


Das Gebiet AR, aller («,), welches bisher durch die unend- 
lich vielen Ungleichheiten (59) definiert wurde, kann 
dann auch als die Gesamtheit aller («,) bezeichnet werden, 
welche der endlichen Menge von Ungleichheiten 


(65) > 0,;M,M;, + 2° > 0,M, >00 


1, i—=1 
(Kal, 2,98, 2283 
Genüge leisten. 

Denn erstens erfüllt jeder Punkt («,) in R,, daer für alle ganz- 
zahligen x, den Ungleichheiten (59) genügt, auch die Ungleichheiten 
(65). Zweitens ist jeder Punkt («,), für welchen die letzteren statt- 
haben, ein Punkt in R,. Wäre er es nämlich nicht, so könnte man, 
von («,) ausgehend wie oben von (z,), zu einem Punkte («,) =t- («,) 
fortgehen, wo O<t<1, welcher auf der Begrenzung von R, liest, 
so daß sich ein System ganzer Zahlen m,, m,, .. ., m, ergäbe, für 
welches 


(66) B> Q,,m,;m, + 2- > am, = 0 

3 41 
würde, und dieses System würde wieder eine Minimaldarstellung 
(mod. 2) der Form sein, also zu den Systemen (64) gehören. Aus 
der Gleichung (66) aber folgt 


N 


93 am, <0, also auch Da m,< 0; 


i=1 i=1 
1) Unter der Restklasse (mod. 2) der n Größen x,, &, -. ., &„ verstehen wir 
das System der Reste r,, 73, ..., ?„, welche diese Größen (mod. 2) lassen. 


Solcher Restklassen gibt es 2”, von denen bei unserer Betrachtung diejenige 
mit lauter geraden x, auszuschließen ist, da eine Minimaldarstellung stets 
aus Zahlen ohne gemeinsamen Teiler bestehen muß. 
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schreibt man also die Gleichung in der Form 


> a,,m,m, +2: e> m —=2(1-—-0)- > &,M,, 
LT 


ER i—1 


so fände sich der Ausdruck zur Linken für die gedachte Minimal- 
darstellung (mod. 2) negativ, während er nach Voraussetzung für 
alle solehe Minimaldarstellungen nicht negativ sein soll. Aus diesem 
Widerspruch folgt die Wahrheit des behaupteten Satzes. 


17. Die Ungleichheiten (65) haben die allgemeine Gestalt 


(65a) Aoı + 2, 4,50; 


i—=1 
es) 


das durch sie definierte Gebiet AR, der Punkte («,) unterscheidet sich 
daher von dem im 7. Kapitel, Nr. 8 eingeführten wesentlich darin, 
daß die definierenden Linearformen nicht mehr homogen sind. Gleich- 
wohl gelten, was die sogenannten Wände, Kanten und Ecken von A, 
betrifft, ganz ähnliche Betrachtungen wie im vorigen. Die das Ge- 
biet begrenzenden Wände, welche durch die Gleichungen (65) 
definiert werden, sind Ebenen im »-dimensionalen Raume (so daß 
man das Gebiet R, als ein Polyeder im n-dimensionalen Raume bezeich- 
nen darf), und es läßt sich zeigen, daß jeder solchen Wand eine 
zweite, ihr parallele entspricht. 

Ist nun (A,), d. h. das System A,, A,,.. ., A, irgendein Punkt jenes 
Raumes, so bilden die Punkte (t-A,) fürr0 <t<1 den Vektor [A,] 
vom Anfangspunkte nach dem Punkte (},), und wenn man in den 
Ungleichheiten (65) die Substitution 


“> (22.0) 


macht, so nehmen sie die Gestalt 


Ay; + >> Ar; > 0 
i=1 


an, wo 
n 
[4 
Ay N Aysz > Asch 
>= 1 


ist, und definieren ein neues Polyeder A’, welches als kongruent 
mit A, angesehen werden darf; wir nennen es das längs dem 
Vektor [A,] parallel verschobene Polyeder AR,. Nun bestim- 
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men die » Punkte 


(a,,): Ay Agpı ++, Ay 


ER) 


auch % Vektoren |a,,|, und, wenn man 


(68) 


(69) a Sue 


j=1 


setzt und die Unbestimmten z, alle ganzen Zahlen durchlaufen läßt, 
so erhält man sämtliche Gitterpunkte eines »-dimensionalen Raum- 
gitters, dessen Grundpunkte die » Punkte (68) sind. Wird nun das 
Polyeder R, durch die Substitution (67) längs dem durch (69) be- 
stimmten Vertsr [4;] in einen der Akorpunkis parallel verschoben, 
so entsteht ein neues Polyeder R, dessen Punkte («,') durch die für 
alle ganzzahligen x, geltenden plane: 


Die 0,5%; 2,+2 D (u + Da, ). >0 
id 


i—l Ji=1l 


gegeben sind. Diesen kann die Form verliehen werden: 


Da, +2), +2)+2 > a (a, +») 


u. i—1 


SD aya2, + Na, 2;- 


i, 3 e=1 


Da aber die #, + 2, jedes ganzzahlige System bedeuten, kann R ein- 
facher als die Gesamtheit der («,;) bezeichnet werden, welche für alle 
ganzzahligen x, die Ungleichheiten 


(70) Zu 148, 2+2 D 0 5 Dayınt2 Don 


£,3 i=1 


erfüllen. So erhält man für jeden Gitterpunkt ein dem Polyeder R, 
kongruentes, parallel verschobenes Polyeder; diese liegen, wie nun 
gezeigt werden kann, so aneinander, daß sie den ganzen n-dimensio- 
nalen Raum aller («,) einfach und lückenlos erfüllen, also das aus- 
machen, was Minkowski eine Stufe des Raumes genannt hat. 
Voronoi hatdie so erhaltenen PolyederalsParalleloeder bezeichnet. 
Jeder positiven quadratischen Form mit %» Unbestimmten 
entspricht also eine Zerlegung des n-dimensionalen Rau- 
mes in gitterförmig gelegene kongruente Paralleloeder. 
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Unter gewissen Voraussetzungen über die Art des Aneinanderlie- 
gens dieser Polyeder, welche bewirken, daß die Ungleichungen (65) 
linear unabhängig und ihre Anzahl s= 2" — 1 wird, werden die 
Paralleloeder speziell als primitive bezeichnet. Diese letzteren 
zerfallen nun in eine gewisse Anzahl verschiedener Typen, welche 
durch die Zahlenwerte der Systeme (64) näher charakterisiert 
sind, und wiederum verteilen sich, wenn nun ein solcher Typ T ge- 
geben ist, die ihm entsprechenden quadratischen Formen mit rn Un- 
bestimmten in verschiedene Gebiete A derart, daß die den sämt- 
lichen Typen entsprechenden Gebiete A den ganzen v — ud 
dimensionalen Raum aller positiven quadratischen Formen mit » Un- 
bestimmten einfach und lückenlos erfüllen. Diese Gebiete aber lassen 
sich in eine endliche Anzahl von Klassen äquivalenter Gebiete und 
Formen verteilen, und die Repräsentanten der verschiedenen 
Klassen bilden zusammengenommen den reduzierten Raum, in- 
dem jede Form einer und nur einer Form in den gedachten reprä- 
sentierenden Gebieten äquivalent ist. 

Diese neue Voronoische Definition reduzierter Formen deckt sich 
übrigens für binäre und ternäre Formen wieder mit der im obigen 
in anderer Weise von Voronoi angegebenen Definition, d. h. also 
mit der Sellingschen Bestimmungsweise solcher reduzierter Formen. 


Elftes Kapitel. 


Von Äquivalenz und Klassen positiver quadratischer Formen. 


1. Im vorigen ist die in Nr. 1 des 9. Kapitels ausgesprochene 
Aufgabe, aus dem Gebiet aller positiven quadratischen Formen ein 
„reduziertes‘“‘ Gebiet von der dort angegebenen Beschaffenheit aus- 
. zuscheiden, auf verschiedene Weise gelöst worden. Wir gehen nun 
daran, den mannigfachen Gebrauch zu zeigen, den man von 
der Reduktion der positiven quadratischen Formen ma- 
chen kann. 

Zu allererst geschieht dies zu dem Zwecke, zu welchem überhaupt re- 
duzierte Formen eingeführt worden sind, nämlich zu entscheiden,ob 
zwei gegebene positive quadratische Formen (der gleichen 
Determinante) einander äquivalent sind oder nicht. Zu die- 
sem Zwecke ist jede derselben auf eine ihr äquivalente reduzierte 
Form zurückzuführen und dann festzustellen, ob diese letzteren der- 
selben Klasse angehören oder nicht. Was das erstere betrifft, so ha- 
ben wir zwar an verschiedenen Stellen (Kap. 8, Nr. 3; Kap. 10, Nr. 6) 
gezeigt, wie es theoretisch ausführbar ist; es fehlt aber bisher an 
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einem praktischen Algorithmus, mittels dessen es für Formen mit be- 
liebig vielen Unbestimmten allgemein geschehen kann, ähnlich dem- 
jenigen, durch den es bei binären Formen nach Gauss mittels der 
benachbarten Formen bewirkt wird. Das zweite erledigt sich von 
selbst, wenn die gegebenen quadratischen Formen auf ein und die- 
selbe äquivalente reduzierte Form zurückkommen; dies wird im 
Falle ihrer Äquivalenz stets dann der Fall sein, wenn der gewählten 
Definition reduzierter Formen gemäß in jeder Klasse nur eine solche 
möglich ist. Andernfalls hätte man ein Kriterium nötig, durch wel- 
ches festgestellt würde, ob zwei reduzierte Formen einander äquiva- 
lent sind oder nicht, und ein solches ist wieder bisher über die binä- 
ren Formen hinaus noch nicht allgemein bekannt. 

Hat man aber auf irgendwelche Weise die Äquivalenz der den ge- 
gebenen Formen äquivalenten reduzierten Formen und damit ihre 
eigene Äquivalenz festgestellt, so ist dadurch zugleich eine ganz- 
zahlige Transformation der einen Form in die andere gegeben, und 
daraus findet man, wie in der ersten Abteilung dieses Werkes schon 
bemerkt ist, alle jene Transformationen, wenn man jene mit den 
sämtlichen ganzzahligen Transformationen einer der ge- 
gebenen Formen in sich selbst zusammensetzt. Wir werden 
also dazu geführt, diese letzteren näher zu betrachten. Für positive 
binäre Formen sind sie unmittelbar angebbar, und für ternäre erge- 
ben sie sich aus den Sätzen des 4. Kapitels im 1. Abschnitte der 
ersten Abteilung dieses Werkes. Darüber hinaus sind sie noch nicht 
allgemein angegeben worden, nur bezüglich ihrer Anzahl sind — 
namentlich durch Minkowski!) — einige sehr interessante Sätze 
gefunden worden, die wir jetzt hier entwickeln wollen. Wir lassen 
dabei neben den unimodularen Transformationen zunächst auch solche 
mit dem Modul — 1 zu. 

2. Diese Anzahlistfürverschiedene Formenf(z,, 23, ..., &,) 
verschieden und also als eine Funktion von f zu betrachten, die 
wir durch das Zeichen i(f) ausdrücken wollen. Jedenfalls ist sie 
endlich, wie dies schon in Nr. 1 des achten Kapitels festgestellt 
worden ist. 

Für die beiden besonderen Formen 


(1) Do (dir - > 3 Ka) a a er ee 

(2) EG RER AR Ce ee EA a  ) 

kann sie leicht angegeben werden. Offenbar kommt jede Transfor- 
1) Journ. f. d.r. u. a. Mathem. 101, S. 196; Ges. Abh., Bd. 1, 8. 336. Der 


Leser sei hier auch auf L. Bieberbachs Abhandlung in Nachr. d. K. G. d. 
W. zu Göttingen 1912, verwiesen. 
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mation von /, in sich selbst darauf hinaus, die Quadrate unter 
sich zu vertauschen, was n! Transformationen gibt, und bei jeder 
von ihnen die Vorzeichen der x, beliebig zu verändern, wodurch 2” 
Vorzeichenkombinationen entstehen; man findet demnach 


(3) i(f)=2"-1:2-.3---n. 


Jede Transformation von f, in sich selbst wird entweder die x, unter- 
einander vertauschen, was n! Transformationen ergibt, wobei aber 
die Vorzeichen der z, nur gleichzeitig geändert werden dürfen, damit 
das Quadrat ihrer Summe ungeändert bleibt; zu den so entstehenden 
2.n! Transformationen kommen noch n Systeme von ebenso vielen 
hinzu, die erhalten werden, wenn ein x, mit der Summe 4 +2, + 
--++%, vertauscht und dabei alle übrigen x, negativ genommen 
werden. Somit findet sich insgesamt 


(4) i(f)=2-1:.2.3.-..n(Rn +1). 


Allgemein hat zuerst Jordan gezeigt!), daß Z(f) für jede positive 
quadratische, allgemeiner für jede homogene Form mit n Unbestimm- 
ten, die nur eine endliche Anzahl von Transformationen in sich selbst 
zuläßt, unterhalb einer festen, nur von n abhängigen Grenze bleibt, 
daß nämlich 

(5) HP) <(ArHı — Hr 


sein muß. Minkowski ist es (a. a. O.) gelungen, diese Grenze her- 
abzudrücken und überhaupt über Z(f) wesentlich Genaueres auszu- 
sagen. 

3. Da zu den gedachten Transformationen stets auch die identische 
gehört und zwei solche 'Transformationen nacheinander angewandt 
wieder eine solche ergeben, so bilden sie sämtlich eine Gruppe, 
deren Ordnung gleich der Anzahl von ihnen, also endlich ist. Jede 
Transformation 7’ der Gruppe ist demnach auch von endlicher Ord- 
nung, d. h. sie führt nach einer endlichen Anzahl A von Wiederho- 
lungen die identische Transformation herbei, in Zeichen: es ist 


H ala Sa 
Nun gilt der folgende Satz, den für n = 3 zuerst Hermite?) ge- 
geben hat: Die ganzzahlige Substitution 
ld Fey FT And 


(6) 
LEN EL) 
1) Journ. de l’ Ec. Polytechn., cah. 48, p. 133. 
2) Hermite, Journ. für die reine u. angew. Math., Bd. 47, S. 312. Min- 
kowski, a.a 0. 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 22 
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ist dann und nur dann von endlicher Ordnung, wenn ihre charak- 
teristische Determinante 
| 


| ran nn ı ale 

Br; ae Britt 

| 219 22 , aikaar-ir, 
(7) rd 

| | 

| &,19 8 TR" DT | 


nur für Einheitswurzeln r verschwindet und alle Elementarteiler 
derselben in r linear sind. Auf Grund dieses Satzes aber beweisen 
wir nun zunächst folgenden Hilfssatz: 

Es gibt keine von der identischen Substitution verschie- 
dene ganzzahlige Substitution (6) von endlicher Ordnung, 
welche nach irgendeinem ungeraden Primzahlmodul p 
der identischen Substitution kongruent ist. 

Gesetzt nämlich, die Substitution (6) wäre eine solche, also 


o,=l, 0,0 (mod. p). 
(= 1, 2. 9) Aulketr) 
Da jede Einheitswurzel eine primitive Einheitswurzel eines gewissen 
Grades A und die Gleichung 
vom Grade p (A), welche diese primitiven Einheitswurzeln zu Wur- 
zeln hat, irreduktibel ist, so muß die Determinante (7), welche der 


Substitution (6) von endlicher Ordnung entspricht, dem voraufge- 
schickten Satze zufolge von der Gestalt 


(8) + r Dr F(r)- Fu): F,()--- 
0) + tw +PW)+ m 


ist. Setzt man nun für r eine Zahl, für welche 
r=1-+p (mod. p?) 
ist, so werden einerseits alle Elemente der Determinante (7) durch 


p, die Determinante selbst also durch p” teilbar. Anderer- 
seits ist, wenn h ein Vielfaches von p*, aber nicht teilbar durch p*+! 


ist, r=1 + hp (mod. p*t?), 


also enthält r* — 1 dieselbe Potenz von p wie hp. Da nun bekannt- 
lich, wenn «, ß, y,... die verschiedenen in A aufgehenden Prim- 
faktoren bedeuten, 


IRRE ERICERE 


Nr. 4. Gruppentheoretische Hilfssätze 339 


gesetzt werden kann, so geht p in diesem Ausdrucke genau so oft 
auf wie in dem folgenden: 


2 A A: 
EP ap? ee 
j 7 7 + se re 
N RUE NR 


welcher gleich 1 ist, sooft A eine aus verschiedenen Primzahlen zu- 
sammengesetzte Zahl, dagegen gleich q, wenn A die Potenz einer 
Primzahl q ist. Demnach ist die höchste Potenz von p, welche in 
F,(r) aufgeht, p! oder p°, je nachdem A eine Potenz von p ist oder 
nicht. Wäre also keiner der Indizes A, u, v,... eine Potenz von 
p, so ginge p im Ausdrucke (8) der Determinante (7) genau m-mal, 
dagegen (m + a)-mal auf, wenn a jener Indizes Potenzen von p wären; 
da aber dann a der Funktionen (A), p(u), p(v),.... größer als 1 
wären, so ginge p nach (9) jedenfalls weniger oft als n-mal in (8) auf, 
die Determinante (7) wäre also nicht durch p* teilbar. Dieser 
Widerspruch hebt sich nur, wenn in (8) keine Faktoren von der Form 
F‘,(r) auftreten, wenn also m = n und die Determinante (7) von der 
Gestalt + (r — 1)” ist. Alsdann verschwinden aber die Elementar- 
teiler derselben nur für r=1, und da sie linear in r sein müssen, 
so verschwinden auch die Elemente der Determinante selbst für 
r=1, d.h. man erhält 


+ 0, 


G=1,2,..,n) (=#k) 
w. 2. b. w. — 
Ebensowenig gibt es eine von deridentischen Substitu- 
tion verschiedene ganzzahlige Substitution endlicher Ord- 
nung, welche der identischen (mod. 4) kongruentist. Man 


beweist dies durch die gleiche Betrachtung, indem man den Modul p 
durch den Modul 4 ersetzt, die Zahl 


r=1-+ 4 (mod. 8) 
wählt und berücksichtigt, daß 
r=1 + 2*+? (mod. 2*+°) 


ist, sobald % durch 2*, aber nicht mehr durch 2*+! teilbar ist. 


4. Nun sei für irgendeine homogene Form mit n Unbestimmten, 
die nur eine endliche Anzahl i(f) von Transformationen in sich 
selbst zuläßt, @ die Gruppe dieser Transformationen. Wenn 8, 7 
irgend zwei Substitutionen und 7’-! die Inverse von 7 bedeuten, so 
heißt bekanntlich die zusammengesetzte Substitution 7-'-8- T die 

ga> 
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durch 7 Transformierte von $S, und wenn so die sämtlichen 
Substitutionen RR 


einer Gruppe T durch eine Substitution 7’ transformiert werden, so 
bilden die Transformierten 


TARTTIRT-E STETTEN 


wieder eine @ruppe, welche diedurch 7 transformierte Gruppe 
T-!.T. 7 genannt wird. Man nennt ferner eine in einer Gruppe l' 
enthaltene andere Gruppe einen Teiler von [ und diesen insbe- 
sondere einen Normalteiler, wenn sie mit jeder Substitution 7 
von FT transformiert unverändert, nämlich aus denselben Substitu- 
tionen wie T zusammengesetzt bleibt. 

Nach diesen Vorerinnerungen an die Theorie der Gruppen betrach- 
ten wir nun neben der Gruppe @ aller ganzzahligen Transforma- 


ae 1Uny Apzgbe 
der Form f in sich selbst ihre Reste 
1,7,,1,,T;,. 


(mod. p), d. h. die Substitutionen, deren Koeffizienten die Reste 
(mod. p) von den Koeffizienten der ersteren Substitutionen sind. Da 
offenbar aus 7,7,=T, sich 7/-T/=[T,/ (mod. p) ergibt, so bil- 
den auch die ERS. Reste Gabe p) eine Gruppe, welche mit der 
ersteren isomorph ist, d. h. die Substitutionen und ihre Produkte 
sind für beide Gruppen einander eindeutig entsprechend. In der Tat, 
gäben etwa zwei verschiedene Substitutionen 7',, 7, gleiche Reste 
(mod. p), so wäre offenbar die Substitution 7,-!- 7,, welche, weil 
zur endlichen Gruppe G@ gehörig, von endlicher Ordnung ist, der 
Einheit (mod. p) kongruent und demnach dem Hilfssatze zufolge 
gleich der identischen Substitution, also 7,=T, gegen Voraus- 
setzung. Hiernach haben beide Gruppen dieselbe Ondahan t(f), und 
Oehbar ist der Modul jeder Substitution der zweiten von ihman kon- 
gruent + 1 (mod. p). 

Demnach wird die neue Gruppe (mod. p) ein Teiler der Gruppe 
aller möglichen Substitutionen (6) sein, deren Koeffizienten irgend- 
welche Restkombinationen (mod. p) mit einem Modul + 1 (mod. p) 
darbieten. Also ist ihre Ordnung t(f) ein Teiler der Ordnung dieser 
größeren Gruppe, welche [für den Fall des Modulus = + 1 (mod. N)] 
auf S. 534 der ersten Abteilung dieses Werkes bestimmt worden 
und nach der dortigen allgemeinen Formel (31) gleich 


ee TE Teure 
— 2A DIDATAE Bea) REIS SPASS 
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ist. Jeder Rest 7’ (mod. p) einer Transformation 7’ der Form f in 
sich selbst gehört aber offenbar schon zu denjenigen Substitutionen 
der letzteren Gruppe, welche die Form f (mod. p) ungeändert lassen, 
und welche wieder eine Gruppe (mod. p) bilden. Daher ist die Ord- 
nung £(f) der Gruppe aller 7’ schon ein Teiler von der Ordnung 
dieser engeren Gruppe. Für jede nicht in der Determinante D der 
Form f enthaltene ungerade Primzahl p ist aber die gedachte Ord- 
nung auf S. 542 der ersten Abteilung dieses Werkes bestimmt wor- 
den und dementsprechend, wenn n gerade ist, gleich 
n (n— 2) n 

a1) (0 1): (2 1° (D — &), 

; (— 1)". D 
wo a ee 


wenn aber n ungerade ist, gleich 


en ey... 


Für alle Primzahlen p oberhalb einer endlichen Grenze 
L ist also gewiß £(f) Teiler sämtlicher Zahlen (11a) oder 
(11b), je nachdem » gerade oder ungerade ist. Dabei dafZSn-+1 


gedacht und im ersteren Falle der Faktor »® — e durch sein Viel- 
faches 3 (p” — 1) ersetzt werden, d. h. es wird #(f) dann auch Teiler 
jedes Ausdrucks 

n (n— 2) 


(11e) N elle 0" 1) 


sein. Da dies für alle Primzahlen p > .Z gilt, so muß {(f) auch Teiler 
des größten gemeinsamen Teilers aller, den Primzahlen 
p>L zugehörigen Ausdrücke (11b), bzw. (11e) sein. 

5. Um den letzteren zu finden, hat man nur für jede Primzahl g 
eine der Zahlen (11b), bzw. (11c) zu suchen, welche diese Primzahl 
in einer möglichst niedrigen Potenz enthält. Ist nun zunächst 
g>n+1, so wird keiner der Faktoren dieser Ausdrücke teilbar 
durch g, wenn p als primitive Wurzel (mod. g) gewählt wird. Ist 
q<n-+ 1 und ungerade, so treten in den gedachten Ausdrücken 
Faktoren auf, die durch g teilbar sind, nämlich alle diejenigen und nur 
diejenigen 9” — 1, bei denen hein Vielfaches des Exponenten ist, zu 
welchem p (mod. q) gehört; diese aber sind in kleinster Anzahl vor- 
handen und enthalten die niedrigste Potenz von gq, wenn man » als 
primitive Wurzel (mod. g?) wählt, so daß p?"!— 1 durch g, aber nicht 
durch g? teilbar ist. Alsdann geht 9* — 1 genau sooft durch g auf 


wie qg- _® _. demnach enthält der Ausdruck (11b) sowohl wie (11c) 
gan? 
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den Faktor q genau sooft, wie ihn das Produkt 


daml.1.2.8.. [2] 


1 
enthält, d. h. in der Potenz 


(12) Jaltrlaatlaent: 


Ist endlich g=2, so enthalten die Potenzen p?” — 1 die niedrigste 
Potenz von 2, wenn p=-+ 5 (mod. 8) gewählt wird, und zwar ist 
dann p?* — 1 genau sooft durch 2 teilbar wie 8h, und somit sind 
die Ausdrücke (11b) bzw. (l11lc) genau sooft durch 2 teilbar wie 


das Produkt ® 
3 lal.1.2.3.:.[2], 


d. i. wieder durch die Potenz (12) fürq =2. Daß es aber möglich 
ist, die Primzahlen » in der angegebenen Weise und zugleich > L zu 
wählen, geht aus dem bekannten Satze hervor, daß jede arithmetische 
Reihe 9x + r mit teilerfremden g, r unendlich viele Primzahlen ent- 
hält. 

Da nun der größte gemeinsame Teiler gegebener Zahlen gleich 
dem Produkte aus den niedrigsten Primzahlpotenzen ist, die in jenen 
Zahlen sich vorfinden, so ist zu schließen, daß der größte gemein- 
same Teiler aller, den sämtlichen Primzahlen p > Lent- 
sprechenden Ausdrücke (11b), bzw. (l1c) durch die Formel 


(13) TI N ee 


gegeben wird, in welcher die Multiplikation auf alle Prim- 
zahleng <n-+ 1 zu erstrecken ist. 

Demnach gilt der folgende elegante Satz: Für jede homogene 
Form mit » Unbestimmten, die nur eine endliche Anzahl 
von Transformationen in sich selbst zuläßt, ist diese An- 
zahl £(f) ein Teiler des Produktes (13), welches nach Min- 
kowski durch das Zeichen 


(13a) n| 
angezeigt werde. 

6. Hiernach ist umgekehrt die Größe n] ein gemeinsames 
Vielfaches von sämtlichen, den gedachten Formen zuge- 
hörigen Anzahlen t(f). Es läßt sich aber leicht einsehen, daß sie 


genauer das kleinste gemeinsame Vielfache derselben ist. 
Zum Beweise ist nur für jeden in ihr aufgehenden Primfaktor zu 
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zeigen, daß es eine Zahl i(f) gibt, welche diesen Primfaktor in ge- 
nau der gleichen Potenz enthält wie das Produkt (13). Was nun zu- 
nächst den Faktor 2 betrifft, so enthält #(/,) nach der Formel (3) 
diesen Faktor genau 


n N N 
EHRE 
mal, d.h. ebensooft wie das Produkt (13). Ist aber qg eine ungerade 
Primzahl <n + 1, so bilde man eine quadratische Form f als Summe 


von Formen mit qg — 1 Unbestimmten von der Gestalt (2) 


ml 


Unbestimmten von der Gestalt (1). Man sieht dann nach den For- 
meln (3) und (4) leicht ein, daß i(f) für diese Form ein Vielfaches 
sein muß von dem Produkte 


und einer Form mit 





Ks A lq 





el Fk a RE 


welches, da r <.g ist, den Primfaktor g genau in der Potenz 
Ärsa ++ aant 


d. h. ebensooft enthält wie das Produkt (13). Da t(f) als Teiler 
von (13) ihn auch nicht öfter enthalten kann, so ist damit das Ge- 
wollte erwiesen. 

Bedenkt man, daß für eine ungerade Primzahl g bei jedem Werte 


h=0, 12... om | | 29 ] 


ga’g— 12. Lgy*@—1) 


27 +1 2 

| Eu I (3 
ist, so findet sich nach dem Ausdrucke (13) sogleich die einfache 
Beziehung 


(14) 2v +1l=2:2). 


Dagegen ist nur dann 


| eerile nl 


wenn 2» nicht durch g*(q — 1) teilbar ist, andernfalls ist 


a. 


und fürk >0 
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Im ersteren Falle enthält 2] den Primfaktor g genau sooft wie 
2v — 1j. Bedeutet aber q eine ungerade Bernoullische Primzahl 
für 2v, d. h. eine solche Primzahl, für welche 2» durch qg — 1 teil- 
bar ist, und geht diese Zahl in » genau %-mal auf, so wird 2v] die- 
selbe genau (k+ 1)-mal öfter enthalten wie 2v — 1] . Dafernerfürk > O0 


2v 2v —1l 
2-05 


ist, außer wenn 2» durch 2* teilbar ist, wo dann 


kedberegrwelbir 


ist, so geht, wenn v genau k-mal durch 2 teilbar ist, dieser Faktor 
in 2»| genau (k + 2)-mal öfter auf als in 2v — 1l. Man findet dem- 
nach 


(15) 2v|=2-b,:2v7 1], 


unter db, eine Zahl verstanden, welche aus allen (geraden und un- 
geraden) Bernoullischen Primzahlen q für 2v zusammengesetzt ist 
und jede derselben genau (k + 1)-mal enthält, wenn sie in v» genau 
k-mal aufgeht. Da das Produkt aller jener Primzahlen bekanntlich 
der Nenner der v*”" Bernoullischen Zahl B, ist, die sonstigen in v 
aufgehenden Primzahlpotenzen aber nach einem Satze von Lip- 
schitz (s. des Verf. Niedere Zahlentheorie, Bd. II, S. 55) im Zähler von 


B, aufgehen, so ist b, selbst der Nenner von Br 


Aus (14) und (15) ergibt sich endlich für die Zahl »| die folgende 
einfache und elegante Formel: 


(16) nl = 2. db... bie): 
2 


7. Neben dem auf den Modul 4 bezüglichen Schlußsatze in Nr. 3 be- 
steht der folgende Satz, zu dessen Begründung hier der Kürze wegen 
auf Minkowskis bezügliche Ahhandlung (J. f.d.r. u.a. Math. Bd. 100, 
S. 451/2; s. auch die Berichtigung, ebend. Bd. 101, 8. 202; Ges. Abh., 
Ba. 1, S. 203 u. 212) verwiesen sei: 

Außer den ganzzahligen Substitutionen (6), welche einer 
Substitution 
(17) = &Y, (,;=1 oder — 1) 

(Ve 1, 20 ve) 


ähnlich sind, gibt es keine ganzzahlige Substitution end- 
licher Ordnung, die (mod. 2) der identischen kongruent ist. 
Dabei sollen zwei ganzzahlige Substitutionen S, $’ einander ähnlich 
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heißen, wenn jede von ihnen aus der anderen durch Transformation 
mit einer ganzzahligen Substitution 7 vom Modul + 1 entsteht, also 


ee gemei 


ist. Nun sei 8 eine Substitution (17), die man bei passender Anord- 
nung der Unbestimmten folgendermaßen schreiben kann: . 


U, = NY: 9 Im Ymy 


17a 
] ee Yo; 


RN 529. RNENDE FINN 
und 7 eine ganzzahlige Substitution 
yet FR Tr 8, 
(ET 2 rn) 
mit dem Modul + 1. Wir fragen, wann 
(18) VRR 
sei. Drückt man 7’! durch die Gleichungen 
Z = Aa + Asa + + Aut 
= 1,2, 22 .4:R) 
aus, so wird 71.8.7 durch die folgenden gegeben: 
Z= Au, (ku + ta) Ht: 
u Ada (te: Abeideurst m) 


und die Gleichung (13) erfordert, daß die rechte Seite für © < m mit 
2,, für <> m mit — z,übereinstimme. Man findet also die Bedingungen: 


1) für <<m 


ea Terre 
De N et 
A,&„t Be RD ER Fr 0. 


Aus diesen Gleichungen ergibt sich in Verbindung mit den bekann- 
ten Beziehungen zwischen den «,, und ihren Adjungierten A,, einer- 


its d t 
seits das System A, un RN Ant En 
Bun 2 HA 


A,;kınt Er 0,0, 


mi "mn 
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woraus 
|%;| $ IA;;| = 1, also I&;| -=+1 


(4, ke 1912,79, m) 
hervorgeht, und andererseits das System 


Ani m+1, oh a Te 


RE NE EA v, 
aus welchem, da das System 


Om+i,19 


Kmti,n er Kun 


wegen des Moduls + 1 der Transformation 7’ nicht lauter verschwin- 
dende Determinanten (n — m)'* Grades haben kann, sich alle A,, für 
t<m<.k gleich Null ergeben; 


2) für «> m 
AN m+1,1 = 0 
Ai et ee ni kl a Fe 1 
Ay abe u: en = 0 


und hieraus |@,,|= +1, und alle A, für k<m<i gleich Null. 
G,k=m+1l,...,n 
Demnach hat die Substitution 7 -! die Gestalt 


Aus we. wg Au 0, LER) 


RR 
0, FERN 0, Amts, m+1)''9 Anal 
De A ra 

und daraus folgt für 7 selbst eine entsprechende Gestalt. Wir spre- 


chen dies durch die symbolische Formel 
(19) T=T,+7T 


n—m 


aus, in der also 7’, T,_,, Dubstitutionen bedeuten, deren erstere nur 
die ersten m, die zweite nur die letzten n — m Unbestimmten durch 
ebenso viele andere ersetzt. Diese Formel liefert also die bei 
(18) verlangten Substitutionen T. 
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8. Nunmehr sei @ irgendeine endliche Gruppe linearer ganzzah- 
liger Substitutionen mit » Unbestimmten. Sondert man von diesen 
diejenigen aus, welche (mod. 2) der identischen Substitution kongru- 
ent sind, so bilden auch sie eine Gruppe ©, die offenbar ein Normal- 
teiler der ersteren ist. In ihr befindet sich selbstverständlich die 
identische Substitution /, möglicherweise auch die mit durchweg 
entgegengesetzten Koeffizienten genommene Substitution, welche — I 
heiße. Ferner ist für jede Substitution Sin ©, wie man leicht über- 
sieht, die zusammengesetzte Substitution $? endlicher Ordnung der 
identischen Substitution (mod. 4) kongruent und demzufolge nach 
dem Schlußsatze in Nr. 3 S2_1J. 


Endlich kann, wie im Beweise des anfangs voriger Nr. aus- 
gesprochenen Satzes dargetan ist, jede Substitution Yin 
& so in eine andere W transformiert werden, daß sie die 
Form (17) erhält; die durch die gleiche Substitution transformierte 
Gruppe ® heiße &. Ist nun in © irgendeine weitere Substitution 
enthalten und ® ihre Transformierte in ©, so ist auch diese der 
identischen Substitution (mod. 2) kongruent, BA’ eine ebensolche 
Substitution in © und 

B-1.W-Bd=-NM, 
weil BA: BW = I sein muß. Dem in voriger Nr. Bewiesenen ge- 
mäß zerlegt sich also ® in zwei Teile B, + B,_,, wo BD, Bm 
Substitutionen sind, welche nur diejenigen m, bzw. n — m Unbestimm- 
ten durch ebenso viele andere ersetzen, welche in W wie in (17a) 
positiv, bzw. negativ genommen werden. Sie sind ebenso wie ® selbst 
(mod. 2) der identischen Substitution ihrer Art kongruent, und so- 
mit gibt es Substitutionen 7',, 7,_,, von entsprechender Art, durch 
welche transformiert sie in Substitutionen mit m, bzw. n— m Unbe- 
stimmten vom Typus (17) übergehen, so daß B durch die Substitu- 
tion 7, + T,_,, transformiert in eine Substitution B’ vom Typus 
(17) sich verwandelt; und bei dieser Transformation bleiben offenbar 
I, (— ID), W ungeändert; aus ©’ aber geht eine transformierte Gruppe 
&” hervor, welche die Substitutionen I, (— I), W, B enthält. So 
nun fortfahrend erkennt man, daß es eine Transformierte der Gruppe 
& gibt, welche nur aus Substitutionen des Typus (17) besteht und 
also insgesamt einen Teiler derjenigen Gruppe [ ausmacht, die alle 
2” Substitutionen der Form (17) umfaßt. Daher ist die Ordnung je- 
ner Gruppe, also auch diejenige der Gruppe © ein Teiler von 2”, also 
gleich > En). 
Hiernach zerfällt die Gruppe @ in Komplexe 


6,4W6,86,..: 
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von je 2” Substitutionen, welche untereinander (mod. 2) kongruent 
sind und also 2”-stufig isomorph zur Gruppe Gr der Reste ihrer Sub- 
stitutionen (mod. 2) sind, d. i. jedem Elemente von Gr sind je 2” Sub- 
stitutionen von G zugehörig. Da nun die Ordnung von Gz ein Tei- 
ler von der Ordnung derjenigen Gruppe ist, welche die Reste (mod. 2) 
aller Substitutionen vom Modul 1 (mod. 2) enthält, und da diese 
Ordnung (nach der ersten Abteilung dieses Werkes S. 534) durch 
den Ausdruck 


ER EHENE 
— (2” _ 1) (28 2)... (2® Ze) 


gegeben ist, so ist die Ordnung der Gruppe @ ein Teiler von 2”. N. 
Man erhält also den bedeutenden allgemeinen Satz: 
Die Ordnung jeder endlichen Gruppe linearer ganzzah- 

liger Substitutionen mitn Unbestimmten ist ein Teiler des 

Produktes 2”. N. 

Hieraus ergibt sich der Jordansche Satz als eine einfache Fol- 
gerung, denn offenbar ist 


27. N < 2 (20 — 1)r = (Qrtt _ 2)e. 


Der Satz gilt insbesondere von der Gruppe aller Transformationen 
einer homogenen Form mit » Unbestimmten in sich selbst, falls es 
deren nur eine endliche Anzahl gibt. Also ist stets Z(f) ein Tei- 
ler von #.N (v<n). 

9. Unter einer Klasse von Formen, die einer gegebenen äquivalent 
sind, wurde bisher stets die Menge aller Formen verstanden, die aus 
der Beglehlarıeh Form durch alle unimodularen ganzzahligeh Sub- 
stitutionen hervorgehen. Diese Äquivalenz ist nach dem Sprachge- 
brauche von Gauß die eigentliche Äquivalenz zum Unterschiede 
von der uneigentlichen, bei welcher der Modulus der Substitutionen 
gleich — 1 ist, oder von der Äquivalenz schlechthin, wo der 
Modulus bleich. + 1 ist. Wendet man alle Substitutionen der letzteren 
Art auf eine gegebene Form f an, um ihre Klasse zu bilden, so ent- 
stehen ebenso viele (unbegrenzt viele) Formen, als es solcher Substi- 
tutionen gibt; aber die Anzahl der voneinander verschiedenen Formen 
ist nur der £(f)® Teil von der Anzahl der letzteren, da den £(f) 
Transformationen der Form f in sich selbst je 2(f) Substitutionen 
entsprechen, durch welche je ein und dieselbe Form aus f hervor- 
geht. Da nun i(f) im allgemeinen für verschiedene Formen 
verschiedenen Wert hat, so wechselt im allgemeinen die Anzahl der 
in einer Klasse enthaltenen, voneinander verschiedenen Formen oder, 
wie man sagen kann, die Dichtigkeit der Klasse von einer 
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Klasse zur anderen. Diese Tatsache bleibt auch bei der eigentlichen 
Äquivalenz bestehen, nur, daß die Anzahl der gleichen Formen einer 
Klasse nicht mehr immer gleich t(f), sondern, sooft es Transfor- 
mationen einer Form in sich selbst mit dem Modul — 1 gibt, nur 
s t(f) ist. Kronecker war es, welcher die Forderung gestellt hat, 
die Aquivalenz in der Weise zu definieren, daß jede Klasse äquiva- 
lenter Formen gleiche Dichtigkeit aufweise!), und er hat für den 
Fall der binären quadratischen Formen gezeigt?), wie man dieser 
Forderung gerecht werden kann. Indem wir diesen etwas kompli- 
zierteren Fall na = 2 hier beiseitelassen, also n > 2 voraussetzen, 
können wir auf Grund der voraufgehenden Minkowskischen Er- 
gebnisse sofort für alle homogenen Formen, die nur eine endliche 
Anzahl von Transformationen in sich selbst zulassen, das von Kro- 
necker Verlangte erreichen. Zu diesem Zwecke nennen wir zwei 
Formen einander vollständig äquivalent, wenn sie ineinan- 
der durch eine ganzzahlige Substitution mit dem Modul 
+ 1 übergehen, welche der identischen Substitution 
(mod. 4) kongruent ist. In der Tat sind dann alle Klassen voll- 
ständig äquivalenter Formen gleich dicht, nämlich jede von ihnen 
enthält genau so viele verschiedene Formen, als die Menge dieser 
Substitutionen beträgt; denn in der Gruppe der £(f) Transformationen 
einer Form f in sich selbst gibt es nach dem Schlußsatze in Nr. 3 
nur die einzige identische Substitution, welche diesen (mod. 4) kon- 
gruent ist, und somit müssen alle durch die zuvor gedachten Substi- 
tutionen aus einer gegebenen Form f entstehenden, d.h. ihr vollständig 
äquivalenten Formen untereinander verschieden sein. 


Je nach der Art der angenommenen Äquivalenz muß nun die An- 
zahl der Klassen eine verschiedene sein. Es ist klar, daß jede 
Klasse schlechthin äquivalenter Formen mit der Klasse eigentlich 
äquivalenter Formen identisch ist oder in zwei Klassen eigentlich 
äquivalenter Formen zerfällt, je nachdem es Transformationen der 
Formen in sich selbst mit einem Modul — 1 gibt oder nicht; und, 
wenn £'(f) die Anzahl derjenigen mit dem Modul + 1 bezeichnet, 
so ist je nach diesen beiden Fällen Z(f) = 2t’(f) oder £(fJ={(f). 
Bedeutet ferner M die Menge der ganzzahligen Substitutionen mit 
dem Modul + 1, so bieten unter ihnen (nach S. 534 der ersten Ab- 
teilung dieses Werkes) sich 


erh) 4) deren 


1) Festschrift zu Hrn. Kummers Doktor-Jubiläum (Journ. f. d.r. u. a. Math., 
Bd. 92, 8. 1), 8. 107;"Werke, B@. 2, 9. 297. 
2) Abh. der Berl. Akad. 1883; Werke, Bd. 2, S. 425. 
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verschiedene Restklassen (mod. 4) dar, und daher ist M um 2””-1. N- 
mal größer als die Menge M der ganzzahligen unimodularen Substi- 
tutionen, welche der identischen (mod. 4) kongruent sind; es ist also 


Mm n2—1, 
m—2 N. 


Andererseits sind in der Klasse der mit f eigentlich äquivalenten 


Formen genau verschiedene Formen, von denen je M eine 


auf 
Ef) 
Klasse vollständig äquivalenter Formen bilden; die Anzahl der 
letzteren Klassen ist also in jener Klasse gleich 

Mgrıdl nerlgnimon! 

MEN A 
Daher zerfällt jede Klasse schlechthin äquivalenter Formen 
ın jedem Falle in Ra 

if) 

Klassen vollständig äquivalenter Formen. 

Man bemerke noch, daß, wenn wie geschehen n > 2 vorausgesetzt 
wird, diese Zahl und folglich auch die Anzahl sämtlicher Klassen 
vollständig äquivalenter Formen, da t(f) ein Teiler von 2”. N ist, 
den Faktor 2””-”* enthalten muß. 


10. Die allgemeinen Betrachtungen der vorigen Nummern gelten 
nun auch insbesondere für positive quadratische Formen. Doch ha- 
ben die letztgenannten Sätze eigentlich nur Bedeutung für den Fall, 
in welchem die Anzahl der Klassen äquivalenter Formen nur endlich 
ist. Dieser Fall tritt bei den gedachten Formen ein, sobald 
sie ganzzahlig sind, und wir wollen fortan in diesem Kapitel 
uns auf die Betrachtung solcher Formen beschränken. Um 
zu finden, wie groß alsdann die Anzahl der Klassen ist, bieten 
in jedem besonderen Falle die Ungleichheiten, denen in ihm die 
ganzzahligen Koeffizienten der reduzierten Formen unterworfen sind, 
ein nächstes, wenn auch meist nicht ausreichendes Hilfsmittel dar. 
In dem Falle, wo die Determinante D der Formen gleich 1 ist, hat 
so Hermite die gedachte Anzahl für die positiven quadratischen 
Formen mit weniger als acht Unbestimmten ermittelt. Aber er hat sich 
bei dieser Bestimmung noch einer etwas anderen Reduktionsweise, 
als bisher angegeben, bedient, und wir müssen also zunächst von 
dieser hier Kenntnis geben. 


Sei 
(21) Pille PERUIRO 1 Vor BE SE 
3-0, u 2, ER n) 
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eine positive quadratische Form mit na +1 Unbestimmten. Setzt man 
(22) bi; My; — Ag; Ag ;, 

so ist die mit diesen Koeffizienten gebildete Form 


PAMER: T, L, 
=, 1 2,28 n) 
nur eine Form mit 3» Unbestimmiten 
(23) (21,893 -- EIN L,%;, 
del 2, 2.0, 9) 


da b,,—=0 ist, wenn © oder 5 gleich Null ist. Wir nennen die 
Form g die Seitenform von f. Man findet 


Bea tn at tr tg Ar 


woraus hervorgeht, daß g zugleich mit f eine positive Form ist; die- 
ser Gleichung gemäß kann man auch schreiben: 


(24) Ilar, Bay 5%) = [%o ; fi ],-. 


0x, 
Die Beziehung (22) ergibt ferner für die Determinante D der Form g 
den Wert D,-ar-!.D. 
Macht man endlich die Substitution 


H=-htrhht kurt: + um 
4% — Mm Yı F Mey + :-: + Mm,Y, 





(25) 





7 u yı + ya t + bi Yn 


deren Modul wir gleich 1 voraussetzen, und durch welche f in die 
äquivalente Form 


(26) RE = And; 
} 1-01, 2,,,.,%) 
übergehe, so verwandelt sich die Form g durch die in (25) enthaltene 


partielle, ebenfalls unimodulare Substitution 


zy Mm Yyı Tr MY Tr tMm.Yn 
(27) uni 
,- hr Be Km 3% 
in eine äquivalente Form 


Hyaul Day), 
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von der man sich auf Grund der Formel (24) leicht überzeugt, daß 
sie zur Form F'ın genau der gleichen Beziehung steht wie g zu f. 
Hat man nun auf irgendeine Weise für Formen mit n» Unbestimm- 
ten schon eine Definition reduzierter Formen aufgestellt, was bei 
binären Formen in der Weise von Lagrange gedacht werde, so 
kann man die Substitution (27) so wählen, daß @ eine Re- 
duzierte dieser Art wird; ferner ist A,, = Ayo, und aus dem Aus- 


drucke 3 Ayetahn Mm; 4: + any; 
(LM (2... 


erschließt man, daß zudem die ganzen Zahlen |, so gewählt 
werden können, daß 


%0 _ Aoo 
2 


I <Au< 
(= 1) 2, ..,.,n) 


(23) 


wird. Diese von uns an die Unbestimmte x, oder an den Haupt- 
koeffizienten a,, geknüpfte Betrachtung kann ebenso an jeden der 
anderen geknüpft werden; wir denken sie für den kleinsten dersel- 
ben ausgeführt, d. i. wir nehmen die Unbestimmten der Ausgangs- 
form so gewählt an, daß a,, der kleinste Hauptkoeffizient ist. Wenn 
dann in der, auf dieeben angegebene Weise gewonnenen 
Transformierten F der mit a,, gleiche Hauptkoeffizient A,, 
ebenfalls der kleinste aller ihrer Hauptkoeffizienten ist, 
so soll Fals Reduzierte für Formen mit» +1 Unbestimm- 
ten definiert werden. Andernfalls ändere man die Bezeichnung: der 
Unbestimmten in der Weise, daß die erste den kleinsten Haupt- 
koeffizienten erhalte, und nenne die neue Form 


f=D>W%%,, 
3-0, 1 2, rk 


wo nun a0 der kleinste Hauptkoeffizient und ao < A ist, und 
wo — gegebenenfalls nach einer Substitution 


% that: th, statt a. — 
0<Zas < ar =1,2,...,n) gedacht werden kann. Wiederholt 
man für f’ die vorige Betrachtung, so kommt man zu einer anderen 
Form 
IE Dar a 2 


,3=0, 2, un) 
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mit » + 1 Unbestimmten, für welche eine Seitenform reduziert ist, 
und in welcher, wenn sie nicht der eben gegebenen Anweisung ge- 
mäß auch schon als Reduzierte zu betrachten ist, der kleinste Haupt- 


koeffizient ago < ao ist und 0 <a; Een 200 (=1,2,...,n) gedacht 


werden kann. Bei weiterem Fortgange Am man aber endlich zu 
einer Reduzierten gelangen; denn die Koeffizienten ago, Quo, Au; --- 
sind offenbar ganze Zahlen, welche durch die Ausgangsform darstell- 
bar sind, und da jede positive quadratische Form einen Minimalwert 
hat, so gibt es nur eine endliche Reihe abnehmender, durch sie 
darstellbarer ganzer Zahlen. 

Man sieht, daß die neue Hermitesche Definition reduzierter For- 
men von der in Kap. 8, Nr. 3 angegebenen nur darin sich unter- 
scheidet, daß an Stelle ner Adjungierten der Form f ihre Seiten- 
form g Betreten ist. 


11. Die Form (26) sei nun eine Reduzierte, also 


G = I B,yY;: 
(,j= 1, 2, EEE RT n) 
worin 
(29) B;; > Aoo 4,; = Ao; Ay;; 


eine Reduzierte mit » Unbestimmten und 
er nn A, 


> en) 


Dann zeigt man leicht, daß alle Koeffizienten von F' gewisse nur von 
der Determinante und der Anzahl der Unbestimmten abhängige end- 
liche Grenzen nicht überschreiten. Dies ist bekannt für reduzierte 
binäre positive Formen; wir setzen es allgemeiner als schon fest- 
stehend voraus für reduzierte Formen mit » Unbestimmten, also für 
die Koeffizienten der Form @, und wollen es dann auch für diejeni- 
gen der Form F' erweisen. Dazu begründen wir zunächst die Un- 


gleichheit 
n(n un 
2 


(31) Asa n Ann < (7) -D, 





die für den Fall binärer Formen bekannt ist, und deren Richtigkeit 
wir auch schon für den Fall von » Unbestimmten annehmen wollen, 


so daß 


@—dn 


BB: B<(5) iD, 


nn 





Baehmann, Zahlentheorie IV 2 23 
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oder, da 
(32) D,=D-4v" 
Il Rn 


Ben eb <= (5) e -Aoo:D 


nn 
vorausgesetzt wird. Nun ist 
2 
7, zug Ayo A; er Ay; 


die negative Determinante der positiven binären Form (Ay0, 40, 4;,); 
welche den Bedingungen (30) gemäß reduziert ist, und weshalb 


BR : B,, 


= 12,00, 
ist. Daraus folgt 


Ara: Ayı Ay. An Sl) De 


also um so mehr 
n (rl) 


S 
- 


ApoAyı Ars. Annı< (5) «Dy 


w. z. b. w. — Hiernach und nach (30) sind also die ganzen Zahlen 
Aoo, Ao;, 4;; ebenfalls auf Intervalle beschränkt, die nur von » und 
von der Determinante D abhängig sind; nach (32) gilt dasselbe 
von D,, und da nun wegen (29) 


B,; + Ag; Au; 


Be 


gesetzt werden kann, das gleiche auch von allen übrigen K.oeffizien- 
ten A,, der Form F. 

Man kommt also auch jetzt wieder zu dem Schlusse, daß für ganz- 
zahlige Formen mit » + 1 Unbestimmten und mit einer gegebenen 
Determinante nur eine endliche Anzahl reduzierter Formen, also 
auch nur eine endliche Anzahl nicht EUNEIGDE Formenklassen 
vorhanden ist. 


Aus (31) folgt für den kleinsten Hauptkoeffizienten A,, der Form 
F die Ungleichheit 


(33) Au<(z)”- VD. 


Wie nun @ die reduzierte Seitenform von F\, so sei H die reduzierte 
Seitenform zu @, J diejenige zu H usw., und es seien D, D,, D,, 
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D,, ... die Determinanten und X, 8, €, D,.... die kleinsten 
Hauptkoeffizienten der jormen F', @, H, I,... Dann ist nach (33) 


1a<(z)": "VD 
und entsprechend 
8<(4)": vm 





(34) e< (4) BT 
„art 
»<(4) ’ vB, 


Bier, 


während zugleich 
Bere D=B72.D, D=-W%-D,..: 
ist. Ferner ist BÖ ein Ausdruck von der Form 
U-A,— 4; 
also nach den Bedingungen (30), 


N Y\2 
wenn A = 4A,, gerade ist, BZ — (5) iR - NER 


u 


wenn YW= A,, ungerade ist, BZW — (7 : 


Ebenso finden sich die Ungleichheiten 
für gerade DB: 65 5: "ai 
für ungerades B: 8539 — > 
für gerads €: DS “ e? 


für ungerades 6: D>&’— (>=) 
usw. 
12. Diese Ungleichheiten lassen sich nun benutzen, um in ein- 
fachster Weise für use 
die Klassenanzahl der Formen mit der Determinante D=1 zu er- 
mitteln. Den Formeln (33), (34), (35) gemäß gelten hier die Un- 


23* 
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gleichheiten 


n— n—2 


{ en 
u (dt, 8-0)" varn,s<(i)”. Varna, 


Der ersten von ihnen zufolge ist in den Fälenn+1=2,3,4,5 
für X nur der Wert 1, in den Fällen n+1=6,7 nur einer der 
Werte 1, 2 zulässig. Aber W=2 ist auszuschließen. In der Tat 
würde für A=2undn+t1=6 


8<($) VR-3,08..., also BZ 3, 
mithin © < (2) - VRR 7,01..., also CS 7. 
Desgleichen findet sich für A=2undn+1=7 

8<(2)".VF-3,65..., ao BZ3 

e<(3) vrF-7,50..., aloC=Z7. 


Nun muß aber weiter B> 2 W= 3 sein, also ist nur d = 3 zulässig; 
dann müßte aber 


sein, es entsteht also, wenn Y= 2 ist, ein Widerspruch, und daher 
kann X nur gleich 1 sein. 


Wenn nun angenommen wird, daß in der reduzierten Seitenform 
@G, deren Determinante für D=1 sich jetzt ebenfalls gleich 1 er- 
gibt, alle Hauptkoeffizienten gleich 1, die übrigen gleich O sind, so 
finden sich wegen der Bedingungen (30) zunächst 


Au=A=1, 4,=0, 
(= 1,2,...,%) 
demnächst aus der Beziehung 
B,;= Ay 4;; — Av; 40; 


B 4, 1 ’ 4,, =. 
die Werte 


(ind, Zu: don) Gil ae 


Das heißt: gibt es für Formen mit » Unbestimmten und mit der De- 
terminante 1 nur die eine Reduzierte 


tete, 
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so gibt es auch für Formen mit » + 1 Unbestimmten und derselben 
Determinante nur die eine Reduzierte 


Gt tt: +2 


Da nun für binäre Formen mit der Determinante 1 in der Tat nur 
eine Reduzierte 
2 + Ms 


vorhanden ist, so gilt das Resultat auch für ternäre, also auch für 
quaternäre Formen usw. bis zu Formen mit 7 Unbestimmten. Aus 
diesem Satze folgert man aber sogleich den anderen: 

Für alle positiven quadratischen Formen mit weniger 
als acht Unbestimmten und mit der Determinantel ist die 
AnzahlKlassen eigentlichäquivalenter Formen gleich 1, und 
der Repräsentant der einzigen Klasse die Summe von 2, 
bzw. 3, 4, 5, 6, 7 Quadraten. 

Hermite hat a. a. O. diesen Satz auch für Formen mit acht Un- 
bestimmten ausgesprochen, jedoch enthält seine darauf bezügliche 
Betrachtung rechnerische Versehen, wodurch sie ungültig wird. In 
der Tat hat Minkowski bemerkt!), daß es mindestens zwei 
Klassen von positiven Formen mitacht Unbestimmten und 
der Determinante 1 gibt, denn die Form 


P(&, %gy - . -, 25) 

= 22° +22°+42,°+42,°?+202,°+120° +40° 422% 

+22%,% + 222 + 6232, +4 102,2, + 62%506 + 20% + 2 27% 
hat die Determinante 1, kann aber als uneigentlich primitive Form 
der eigentlich primitiven 

tat tm tatn tut 

nicht äquivalent sein. Man schließt hieraus mit Minkowski allge- 
meiner, daß für Formen mit» > 8 Unbestimmten und der 
Determinante 1 mindestens u +1 verschiedene Klassen 
vorhanden sind. Versteht man nämlich unter m jeden der Werte 
Bey ..., Er so bedeutet der Ausdruck 


In = pa, .. 2) + P (a, I U4g) + + 9 (Gm ee 


h=8m-+1 





1) Ges. Abhandlungen, Bd. I, S. 77. 
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+ + 1 Formen mit » Unbestimmten und der Determinante 1, und, 


weil die darin auftretenden Formen 9, wenn sie nicht Null sind, 
positiven geraden Zahlen gleich sind, stellt jede Form @,, die Ein- 
heit bzw. genau so oft dar wie die Form 


n 
> %, 
h=8m-+1 f 
d.h. 2(n — 8 m)mal. Da diese Anzahl der Darstellungen für alle 
jene 3] + 1 Formen mithin eine verschiedene ist, können keine 


zwei derselben zur gleichen Klasse gehören. 

15. Eisenstein hat in zwei Arbeiten (Monatsber. der Akademie 
zu Berlin, 1852, 8. 369 ff.; Journal f. d. reine u. angew. Mathem. 
Ba. 41, S, 141) eine Reine von Sätzen mitgeteilt über die Anzahl 
von Klassen äquivalenter positiver ternärer quadratischer Formen, 
ohne jedoch mehr als einige Andeutungen ihrer Herleitung hinzuzu- 
fügen. Im nachstehenden soll eine solche gegeben werden. 

Ihre Grundlage bildet der Begriff des Maßes einer Form, wie ihn 
ebenfalls Eisenstein in die Theorie dieser Formen eingeführt hat.) 
Bezeichnet nämlich # die Anzahl der unimodularen Substitutionen, 
durch welche eine positive ternäre quadratische Form fin sich selbst 


übergeht, so heißt 5 das Maß der Form f sowie der Klasse, der sie 


angehört, und die Summe dieser Brüche, gebildet für alle Klassen 
von Formen einer gegebenen Determinante D) oder einer Ordnung, 
eines Geschlechts solcher Formen, heißt das Maß aller jener Klassen 
bzw. der Klassen jener Ordnung, jenes Geschlechts. 

Nun ist nach dem allgemeinen Satze in Nr. 5, den wir Minkowski 
verdanken, die Anzahl aller solcher Transformationen mit dem Modul 
+ 1 für ech ganzzahlige Form mit % Unbestimmten, welche nur eine 
endliche Anzahl derselben gestaltet, ein Teiler des Produktes 


Inne 


ausgedehnt über alle Primzahlen g<n-+1, und somit für positive ter- 
näre Formen ein Teiler des Produktes 


o+[3]. ala] — 
Für ternäre Formen entspricht aber jeder unimodularen Substitution 


dieser Art durch Entgegensetzung aller Unbestimmten eine andere 
mit dem Modul — 1, und demnach ist die Anzahl der ersteren nur 


1) S. Abt. I dieses Werkes, 8. 134/5. 
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ein Teiler von 24, sie ist also eine der Zahlen 1, 2, 4, 6, 8, 12, 24, 
da der ungerade Teiler 3 ausfällt. Man kann dies folgendermaßen 
begründen. 

Da für äquivalente Formen die Anzahl 9 die gleiche ist, darf die 
zu betrachtende Form als eine Reduzierte gedacht werden. Eine sol- 


che sei | (e a S 
Br BED 


Hat sie eine von der identischen verschiedene automorphe Substitution 


ra 
S hr «, Dr y ’ 
a”, BR y" 


so ist auch deren Inverse i 
AAB, ıf® 
s-[x Br 
AG Blick‘ 
eine solche. Wären nun je zwei solche Substitutionen voneinander 
verschieden, so wäre die Anzahl aller von ihnen, einschließlich der 
identischen, ungerade und müßte also gleich 3 sein. Da aber dann 
mit S auch 5? eine sowohl von S als von der identischen verschie- 


schiedene automorphe Substitution wäre, so müßte sie mit der dritten 
S’ identisch sein, und man erhielte 


wa+ßBa@tya,aß+BPtyYP,ey+tByrtyyN 
8 - Aerr«t7 Ar trh,ey+teyrtrrY 
ware, Br, yo Hr, 
Daher können die bekannten Beziehungen 
Aa+A« + N" =1 
B« + B’« +B’a”’ = 0 
Te+fFei + —=0 
wie folgt geschrieben werden: 
(ta ?+ae")taleß+taf te) Ha (key ty Hey) 
Bla+@ +) +B(BHEB + EB") HB" (art ay + ey) 0 
yet 4) + y (ta +) + 7er ty + a'y)=0 
und ergeben die Gleichung 
+? +a”?=A,. 
Ebenso entstehen die Gleichungen 
BP + B® +87 
ee 


360 EIftes Kapitel. Von Äquivalenz u. Klassen positiver quadrat. Formen 
und demnach wäre 
(36) «2 +0?+ d? = ß? + Ba + BR 4 y? ..= y 2 — y'? m. A 4 B’ + 0 


Aus 5? = S’ aber folgt 8° gleich der identischen Substitution, und 
diese Gleichheit kann nach einer Bemerkung von Hermite nur 
stattfinden, wenn die der Substitution $ zugehörige charakteristische 


Gleichung |e—1,ß, y 
| e, ß' gr A, Y =o 
| fd ie „ En A 

oder t 


21 (e Bo) a (AB Ta 


nur durch Einheitswurzeln erfüllt wird. Da bei automorphen Sub- 
stitutionen stets 


(87) + B +" =A+B HT” 


ist, so ist diese Gleichung eine reziproke und hat den rationalen Fak- 
tor A— 1; der andere rationale Faktor zweiten Grades müßte also 
zwei konjugierte Einheitswurzeln vom Grade 2, 3, 4 oder 6 zu Wur- 
zeln haben, und diesen Fällen entsprechend fände sich für die zwei 
gleichen Ausdrücke (37) der Wert — 1, 0, 1, 2. Von ihnen ist der 
erste in der Gleichung (36) unzulässig; für jeden der anderen aber 
ergäbe diese Gleichung für mindestens sieben der neun Koeffizienten 
der Substitution den Wert Null, was nicht sein kann. 

14. Hierdurch ist bewiesen, daß unter den von der identischen ver- 
schiedenen automorphen Substitutionen sich eine solche 5 finden 
muß, die mit ihrer Inversen identisch ist. Dann nehmen aber die 
Beziehungen 


Aa+Aa’+A’a” =1, BB+BP+B’/f"=1, Ty + lyHry—l 
die Gestalt an: 
(38) +? +01, +BEH+BTL, PP +pirprel, 
und so müßte tw a= es = +1, =0,«”=0, also 

De ir 
sein. Daher können nicht ß’= ß” = 0 sein, und sonach muß ent- 
weder =+:,ß=Pß"=0 und entsprechend y’=+1,y=y=0, 


oderßf=+t8,ß=f=O und entsprechend "= F1,y=y’=0 
sein. Dies gibt die folgenden unimodularen Substitutionen 


&, 0, 0 &, 0, 0 
(39) 0, +8, ) , DER 
Wa da SF 0, +5 0 


Ebenso ergeben sich, wenn «' = e gesetzt wird, die anderen: 


Nr. 14. Eisensteins Ausdr. f. d. Klassenanz. pos. tern. quadr. Formen 361 


0, 0, +1 0, +, © 
(40) ( 0, IR &, 0, | 
0, +3, 0 Ö, 0, #1 
und, wenn «” = & gesetzt wird, die folgenden: 
Be so ob Id 
(41) [° Hy? [° age‘ ) | 
\E, Ö, 8) &, Ö, 0 


Versucht man nun, für welche Werte der Koeffizienten der reduzier- 
ten Form f diese Substitutionen sie in sich selbst verwandeln können, 
so findet man folgendes: 

1) Von der identischen Substitution abgesehen, die für jede 
Form in Betracht kommt, treten die drei Substitutionen des ersten 
Schemas bei (39) nur bei je einer der drei Formen 


ara ,,0# a0. Br 
% 0, Ar (f 6,0 ); % 0, h) 
mit nicht verschwindenden b, b’, b” auf, alle drei bei der Form 
a,a,«a 
(d' 0,"0 )- 
Von den vier Substitutionen des zweiten Schemas treten zwei nur 
bei der Form alla bg” 
(0.0.0) 
je eine bei den Formen 
a,a,@ 3.0, 80 
er b', Er E vb, — r) 
auf, deren zweite aber als nicht reduziert für uns ausfällt, wenn 
b 2 0 ist; sie treten beide zugleich auf bei der Form 


( a,@, 5) 
0.0 0) ® 

2) Die Substitutionen des ersten Schemas bei (40) erfordern 
a=a=a”, und es tritt dann eine von ihnen nur auf bei der Form 


In a, ) 
b,b, b 


und je eine der übrigen bei den Formen 


a ,) % a,4 ( Ba 
bab bye a Hy —b,b,bJ’ 
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die jedoch als nicht reduziert ausfallen, wenn b 2 0 ist; sie treten alle 
drei auf bei der Form 

a,a,4 

6 0, % 


Von den Substitutionen des zweiten Schemas, welche a = a’ erhei- 
schen, treten zwei nur bei der Form 


A, 0, 0 
& 404,0 ) 
auf und je eine nur bei den Formen . 
a,a, a 7 ER TR 3€ 
Ki b, " % —b, ya 
deren zweite ausfällt, falls b 2 0; sie treten beide auf bei der Form 
2,0,0 
(6 0, ” | 
3) Die Substitutionen (41) erfordern sämtlich «= a” und daher 


für reduzierte Formen a= «a =.a”. Dann tritt eine der Substitu- 
tionen des ersten Schemas nur auf bei der Form 


(2 a, n) 
b, b, bj’ 
und nach Ausschluß nichtreduzierter Formen die drei anderen von 


ihnen nur beı der Form a,a, a 
(BanıE 


Von den Substitutionen des zweiten Schemas endlich finden sich 
zwei nur bei der Form k, a, ‘ 

2,:0,.078 
und je eine bei den Formen 


(Ei a, ,) (& A, ,) 
b,b, bJz b,b, — bj’ 
deren zweite ausfällt, wenn b Z 0 ist, und sie treten beide auf bei 


der Form (® a, ) 
OF 
15. Wir bezeichnen nun mit X die Anzahl der in voriger Nr. be- 
trachteten, von der identischen verschiedenen Substitutionen, welche 
eine der Formen in sich selbst verwandeln, und können dann die 
Werte von X durch folgende Tabelle angeben, in welcher die erste 


Kolumne die Form nebst den für sie geltenden Bedingungen, die 
zweite den zugehörigen Wert von U nachweist: 
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Überall also ist A ungerade. Da nun, falls für eine der gefundenen 
Reduzierten noch mehr automorphe Substitutionen vorhanden sind, 
diese notwendig paarweise auftreten, so findet sich die gesamte An- 
zahl solcher Substitutionen bei Formen, welche deren außer der 
identischen Substitutionen überhaupt besitzen, als gerade. Dem- 
nach ist ÖO nur eine der Zahlen 


(42) 1, 2, 4, 6, 8, 12, 24. 
Ferner erweisen sich die Formen 
& a, ) & a, 5) (" a, B & a, i) 
bb, D/2 berbaben: bb, 20l: N: 
als äquivalent bzw. mit den Formen 


War 0,8 vu ), Ge &, 1r0 ), 


pe 0a YO 
(nF a, a ) rear re: ) 
De rn 


welche die gemeinsame Gestalt haben: 
Ü a, a, “ 
ae 
die sämtlichen übrigen Formen als äquivalent mit einer Form von 


der Gestalt ( a, 00 
b, 0,0 ). 


Man schließt daher weiter den Satz: Jede Form, die außer der 
identischen Substitution noch andere automorphe Substi- 
tutionen zuläßt, ist einer Form von einer der beiden Ge- 
stalten 


2a,a,a\ /a,d,a 
> © 0, I: G 0, 09 
äquivalent; dabei sind a,a,.@a’ positiv und ist in der er- 
sten wegen der Beziehung 
D = 2aa’a” — 2ab? — a”a?, 
in der zweiten wegen 
D= aaa’ — ab? 


der Koeffizient a ein Teiler der Determinante D der 
Form. 
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16. Bezeichnet man nun die Anzahl sei es aller Klassen oder nur 
derjenigen einer bestimmten Ordnung oder eines bestimmten Ge- 
schlechts von Formen mit der Determinante D, für welche 6 den 
Wert 1, 2, 4, 6, 8, 12, 24 hat, bzw. mit 


(44) H,,#,,H, H,, H,, H,, H,,, 
und mit M(D) das Maß, mit 7(D) die Anzahl aller Klassen mit 


dieser Determinante, bzw. der Klassen der gedachten Ordnung oder 
des Geschlechts, so hat man die beiden Gleichungen 


(45) M(D)=H, Bus ir, FA tEH tt aHs ta Hr 
(6) FHD=-H+H,+H+H+H + H,+ 4, 


Nun läßt sich das Maß M(D) nach allgemeinen Formeln berechnen 
und ist von Eisenstein für ternäre positive Formen in der ersten 
der eben genannten Arbeiten angegeben worden. Ist es daher mög- 
lich, auch die sechs letzten der Werte (44) anzugeben, so wird durch 
Subtraktion der beiden Gleichungen (45) und (46) auch der Wert 
der Klassenanzahl 4(D) für die ternären Formen der gedachten Art 
bekannt. 

Auf Grund dieses einfachen Gedankens hat nun Eisenstein die 
Klassenanzahl 4 (.D) bestimmt und in der ersten der genannten Abhand- 
lungen für den Fall angegeben, daß die Determinante D eine Prim- 
zahl p > 3 ist und es sich um die Formen des bezüglichen Haupt 
geschlechts handelt. REEL, 

Ist = | .) 

Hr. bob 


eine primitive Form und 


4A, 4, 43 
Ark 
B, B', B 


ihre Adjungierte, bezeichnet man mit 2% den größten gemein- 
samen Teiler der Koeffizienten der letzteren und setzt != 2-7, 
so ist 5 die sogenannte Reziproke von f, und die Determinante D 
von f hat die Form D= 2°. A mit ganzzahligem A. Werden mit 
r die & und A gemeinsamen Primfaktoren, mit & diejenigen, die nur 
in &, mit d die, welche nur in A aufgehen, bezeichnet, so bestimmen 
die Werte der Legendreschen Symbole 


f f Ö Ö 
OMOmMoRG 
das Geschlecht, welchem die Form f angehört. Für den hier vorlie- 
genden Fall einer Determinante D=p ist 2=1, A=p, und jene 
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Symbole reduzieren sich auf das eine 


es gibt also nur zwei Geschlechter, von denen in der gedachten Ab- 
handlung von Eisenstein als das Hauptgeschlecht das durch die 
Bedingung 


(47) (=) (Gi (=) kg 


charakterisierte bezeichnet wird. 

Dem Schlußsatze der vorigen Nr. zufolge haben wir also nur die 
einander nicht äquivalenten Formen von einer der vier folgenden Ge- 
stalten: 


a ( a, 2.) fee a, ) & a, 1) E a, fi) 
ee) f Du 6,:0,.1 4’. Ds DOSE 
deren Determinante /)) = p und für welche die Bedingung (47) er- 
füllt ist, zu betrachten, und die ihnen zugehörigen Transformations- 


zahlen 9 zu bestimmen. Die Adjungierten dieser vier Formen sind 
der Reihe nach 


aa” Ka Dr a, a ER ; 
| n 0 ah wad—b=p», 
? 2 
1 —b’, pa, ee 
a DO ERO NONE 
Y da’ —b, 2a, 2a@—1 Über Per; 
e wo aa —b—- u 
2b, —b, a ; 2 TE 
es — b?, 2pa”, a) 
2p b, 2 bp, pP a 


Aus dem Werte p der Determinante geht zunächst hervor, daß die 
Formen (48) primitiv sind. Man kann für sie die Gleichungen ansetzen: 


woa« —%=1, 


pe _ Pa +1 


wo aa 
2 [3 


1,5«031:0% 
50a | ) =2+o(y,2 
(508) b,.0,0 P(W, 2) 
p a a” 
(50b) (A Se 0 ) =p”+yply, 2), 
, ») 
wo p(y, 2) = ay? + 2byz + a’z? 


eine positive Form, das erstemal mit der Determinante — p, das 
zweitemal mit der Determinante — 1 ist; 


a D> a, a” 
(50) | 2. K 0.1 ) = (27 + y”+ by, 2), | 


Nr. 17. Zurückführung der Anzahl der Klassen auf ihr Maß 367 
wo v(y, 2) = (2a — 1) y? + Abyz + 202? 
eine positive Form mit der Determinante — 2p, und 
SnranaN 
)=-r@r+W +22, 
wo ı(y, 2) = (2«@—p) y? + 4byz + 2a”2? 


eine positive Form mit der Determinante — 2 ist. 

In der ersten der Formen (49) muß wenigstens einer der Koeffi- 
zienten a’, « durch p unteilbar sein, demnach nimmt für die Form 
(50a) die Bedingung (47) den Ausdruck an: 


(41a) (+2) SR 


Für die zweite der Formen (49) ist 


— F b? — aa” — 1 
I 
zu setzen; die Formen (50b) gehören also nur dann und alsdann 
sämtlich zum Hauptgeschlecht, wenn p=1 (mod. 4) ist. 

Da in der dritten der Formen (49) mit Betrachtung der Determinante 
von d(y, 2) wenigstens einer der Koeffizienten 2a’ — 1, 2a” als 
durch p nicht teilbar erkannt wird, so läßt sich für die dritte Art 
der Formen (48) die Bedingung (47) schreiben, wie folet: 


u. fe u 
(te) en: 
Endlich ist für die letzte der Formen (49) 
2(dad’ —b)=pa’ +1, 
also a’a” — b? durch p nicht teilbar und somit 
ER IEELT R  NN rt 
)-( p I p el) 


und für die letzte der Formen (43) geht die Bedingung (47) über in 


(504) 2. 


—1 


ag) =, 


d. h. die Formen dieser Art gehören nur dann und alsdann sämtlich 
zum Hauptgeschlecht, wenn py =1, 3 (mod. 8) ist. 

17. Nun bilden zunächst die sämtlichen Formen (50b) 
nur eine Klasse, da sie offenbar äquivalent sind mit der Form 


pe+y +2). 


(&, By fi R 
FR P 
Wa 83 y 


Ist aber 
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eine unimodulare automorphe Substitution für die letztere Form, so 
müssen folgende Gleichungen stattfinden: 

Dzva 0: 0% 

EB a 

a Br 

O=-paß+ aß + aß” 

0=pßy+ By + Br" 

O=pya+ ya +y"e”. 
Daher muß dann entweder «= +1, «=«’=0, oder«a—=(, 
«?+0”?=p sein. Ferner müssen 8 =0,y= 0 und daher dann 

PH Br, Hr, BYHBY=0, 
u 
d..#®+y=+1,ß”+y”=+1sein. Da nun auch 
Yvedtya=0, dB +" = 0 
wird, so erhält man 
EHE HN) rt, 


also «® +«’”= + 2««, wodurch die zweite Alternative ausge- 
schlossen wird. In der ersten aber kann entweder ’ = +1, ß’=0, 
Y=0,y"=+1ode f’=t1,P=0,7"=0,y=-+1 gesetzt 
werden, was mit dem doppelten Vorzeichen bei « genau 8 verschie- 
dene unimodulare Substitutionen ergibt. Die Formen (50b) geben 
also, wenn p=1 (mod. 4) ist, eine Klasse des Hauptge- 
schlechtes mit der Transformationszahl 9 =8; ist aber 
p=3 (mod. 4), so fallen sie aus der Betrachtung aus. 

Auch die Formen (50d) bilden nur eine Klasse. Denn die 
binäre Form y(y, z) mit der Determinante — 2 ist äquivalent mit 
y® + 22?, und, wenn ( “ 


also 


v..Q 


eine Substitution ist, durch welche sie in diese übergeht, so verwan- 
delt sich der Ausdruck (50d) in den anderen, ihm äquivalenten: 


p@x+Ay+tus)+y +22; 
aus den Beziehungen 
2a —1) 2 +4biv +21 
2a — 1) Au +2b Ae+uv)+2dv=0 
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aber ergibt sich A als ungerade und u als gerade. Setzt man daher 


u 
2 — 9-52 statt, 


so geht die vorgedachte Form in die ihr äquivalente Form 
p@a+y’+y +27 


über, der somit auch alle doppelten Formen der vierten Art (48) 
äquivalent sind. Wir suchen nun die automorphen Substitutionen 
dieses Ausdruckes. Damit 


eo, pP, ry 
(51) “, ß,r 
a",.B, y". 
eine solche sei, muß, wenn zur Abkürzung 
(52) 2 te, 2 HB Be, 2 + rt 
gesetzt wird, das folgende System von Gleichungen erfüllt sein: 
Pay +0? +20” = 4p 
A ia allen ee A 
a a a ae 
Poßt+ aß +2 Pf = 2p 
PPßoro+ By +2" y"— 0 
Pr t re +2y a VO. 
Wir bezeichnen im folgenden mit e&, &,, &, €, € die positive oder 
negative Einheit. Aus der dritten der Gleichungen folgt dann zunächst 


v0 y=0, also auchy=(0 undy"=z,, 


folglich aus den letzten beiden $"= 0, «= 0; dann gibt die zweite, 
da p > 3 vorausgesetzt ist, 
Bo m: 1:2) = €, also ß __ . 


und nun die vierte pue+«ef—=2p, 
woraus «& als durch p teilbar, «€ = p«, hervorgeht, so daß die erste 
Gleichung sich in + pe 4 


verwandelt und, da p>3 sein soll, «, =(0, also auch «= 0 und 

& = 2 8,, also «= &, und der voraufgehenden Gleichung wegen &, = & 

gefunden wird. Demnach werden sämtliche gesuchten Transforma- 
Baehmann, Zahlentheorie IV 2 n 24 
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tionen durch das Schema gegeben: 





Fee h 
Fr 
IRA 
WERE 


und da für unimodulare Substitutionen die Einheiten durch die Be- 
dingung gg’e”= 1 verknüpft sind, so ergibt sich für dieFormen der 
vierten Art (48) die Anzahl®# gleich 4, wennp=1,3(mod.B) 
ist;fürp=5,T(mod.8) aber fallen sie aus der Betrachtung aus. 
18. Soll ferner die Substitution (51) den Ausdruck (50e) in sich 
transformieren, so müssen folgende Gleichungen bestehen: 


&r +02a«@— 1) a? +4baid” +2” =4 
Br 2ae 1) Baba +2a”ß"? = 2a 
Yo +@2@—1)y? +4byy" +2ay” =20a” 


53 [4 Int of ng! vw It gt 
n + 2 — 1) PB + 2b(aß" + a) + 2a = 2 
Bora + (2a — 1) By + 2b (By + B’y)) + 2a By ae 2b 
Yo + Za— 1) ya’ +2b(ya”+ ya) +2aya=0. 
Da die Form Y(y, z) positiv ist, kann die erste von ihnen nur statt- 
haben, wenn «,°<4, also nur, wenn entweder «,=2e oder 
%=E oder w=d ist. 

Im ersten Falle muß «=«”’=(, also «=: sein, und aus 
der vierten und sechsten der Gleichungen folgt ß, = &, 9%, = 0, wo- 
durch die übrigen Gleichungen die Gestalt annehmen: 


(2a — 1) B? +4dBp” HT 
2a —1)y? +4byy" +2ay” —2a 
(2a — 1) By + 28(By’ + By) + 2a ß”y’ — 2b 
und die Substitution Bam. 
(er ’) 


als eine unimodulare automorphe Substitution für die binäre Form 
% (y, 2) ergeben, deren es bei der Determinante — 2p nur diese gibt: 


(6) 
Oje’ i 


Die Substitution (51) erhält also die Gestalt: 


8—E 
ne 
DE 
UREELTENZT 
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mit der Bedingung e=1, in welcher zwei verschiedene Substitu- 
tionen vereint sind. 


Im zweiten Falle müßte wegen der ersten der Gleichungen 
(53) die Zahl 5 durch die Form Y(y, z) darstellbar sein, was nur 


sein kann, wenn h 

FR = pP 

(54) hu), 

d.h.p=1 (mod. 3) ist; dann ist Y(y, 2) äquivalent mit der 


(50e) äquivalent mit 


(22 + + 3y’ + Aya + ar Fi 
| 2,0,” 2, 2,27 
und die Form (, Bert ) mit der Form R ,‚ welche in 
21a 1 Bene Pe | 


der Tat eine Form des verlangten Geschlechts ist, da aus der Bedin- 
ee ern [AN 1 gergi FEurt 
gung (2) 1 sich = ) ( 5 ) (2) 1 ergibt. Für diese 
Form, d. h. für die Werte 
20 1-3, d=1, a —2t? 


gibt die erste der Gleichungen (53), da «, = e gedacht ist, «@ = €‘, 


also « - und «” =0. Aus der zweiten folgt ß,° < 4, und so 


stellen sich wieder drei Fälle ein: 
1) ß, = 0; dann müßten nach der zweiten Gleichung ß’, #” gerade 


a ) darstell- 
bar, welche somit äquivalent wäre mit (1, 0, 2p), was nicht sein 
kann, da 3 durch letztere Form nicht darstellbar ist. Dieser Fall ist 


also unmöglich. 


sein, und demnach wäre 1 durch die Form (3 a8 


2) = &, Pa, also ß = . Zn ‚und ß” = 0. Nach diesen 


Werten folgt aus der vierten der bezüglichen Gleichungen (53) 


mithin e=— &,,8—=:,. Dann geben die folgenden Gleichungen 
natdrat2ra=d -NMarrat2ra-t, 


also 2, =2, „=& und3y +2" =&, 
24” 
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wodurch die dritte der Gleichungen, in die Gestalt 


By +27 Y +2pp”=2p+1 
gesetzt, zur Gleichung y” = e” führt; dann wird 

& — 28” 1 ” - 
a u a 
und ALT 
Yıı= ” o > 


id 


Man erhält also endlich das Schema: 





64 a 8 &\ 
2 J 2 P) e> 
&) &, € ? 
0, 


0 


’ Zee 
in welchem jedoch, damit die Determinante gleich 1 wird, ,=1 zu 


UT DR en 
eh ka Bd a 1 und 
0, 


ee 
0, —1/ 0: ER) 1 


3) &, = 2%, also der zweiten der Gleichungen (53) zufolge #’=0 
mit = :,, und $”=0. Die vierte gibt dann e = &, und die fünfte 
28,90 = 2, Also 9, = &,. Damit nun die Substitution 


wählen ist. So ergeben sich nur zwei automorphe Substitutionen: 


/&, — 


€" N 
Er 


’ 
8, 09 | 
0 ae re 
unimodular sei, muß Ey’ = —1 sein, was y” = — g,8 ergibt. 
Dann folgt aus der dritten Gleichung (53) 
oder 


1-43. +3y?=0 
(37 252)’ =1, 

also y = an. ‚di.yeoE undy= 2. Damit aber 
noch die letzte der Gleichungen (53) erfüllt wird, muß &, 
wählt werden. So ergeben sich noch zwei weitere Substitutionen: 


= — 1 ge- 
—1,—1, 0° 0, —1, —1 
| 1, 0, —1i und 100 1 Kae > 

0, Be ER 0, 0, —1i 
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Der dritte Fall, in welchem «, = 0 ist, führt zunächst zur Glei- 
chung 2a’ —1) «?+4baa’ + 2a’? = 4, 

und da aus «, = O sich «’ und damit auch «” als gerade herausstellt, 

zur Darstellung von 1 durch die Form Y(y, 2), die folglich mit der 


Form y? + 2pz? äquivalent sein müßte. Dann fände sich wieder der 
Ausdruck (50c) äquivalent mit dem anderen: 


Ze+y)’+y+2pe, 
d. h. f äquivalent mit der Form 
a 1, A : & 2, 5) 
RAUM ETRANTIERN 
von der zweiten Art (48), und wäre daher schon durch die Betrach- 
tungen der vorigen Nr. erledigt. 
19. Denkt man sich aber die übrigen Formen f der dritten Art 


(48) in ihre Klassen verteilt, so entspricht jeder Klasse vermittels 
ihres Repräsentanten nach (50c) eine binäre Form Y(y, 2) mit der 


Determinante — 2p, für welche Bor) = ] ist, sowie die Klasse sol- 


cher Formen, der sie angehört, und zwei verschiedenen Klassen von 
Formen f auch zwei verschiedene solcher Klassen; denn, wäre für 


„ 


[4 
ET IE 


- eG 
ad! 0) der anderen Klasse die nace er 


den Repräsentanten 
Gleichung 


2 e Br 
2. | 0, ) — (20 + Y)? + (2 — 1) y?+ ddyia + 207° 
d, 0,0 | 


gebildete binäre Form (2 — 1, 2d, 2c”) äquivalent mit Y(y, z) 
und ginge y(y, 2) in sie über durch eine Substitution % I soer- 
gäbe sich nach den Bedingungen 
Ba a2 Adv a 
(20 — 1) Au+2b(Ao+ uv) + 2avo = 2d 
20, 0 


) als ungerade und u als gerade, und die Form \, 04 ) ginge in 
’ ’ 


\ er s durch die Substituti 
d, 0, 1 UTC le DBUDSTITUTION 


% u [4 = 
a N En Yan TR 


374 EIftes Kapitel. Von Äquivalenz u. Klassen positiver quadrat. Formen 


über, wäre ihr also äquivalent. Umgekehrt ist in jeder Klasse 
des gedachten Geschlechts binärer Formen, wie leicht zu sehen, 
eine Form von der Gestalt »(y, 2) enthalten, der also eine Form 
270% 0 

3A (# 0,0 
entspricht; aber zwei einander entgegengesetzte der Formen % (y, 2) 
führen zu ein und derselben Klasse ternärer Formen, da für letztere 
zwischen eigentlicher und uneigentlicher Äquivalenz kein Unterschied 
ist. Nun gibt es für binäre Formen mit der Determinante — 2p nur 
zwei Geschlechter und nur zwei ambige Klassen, welche durch die 
Formen y? + 2p2? und 2y? + pz? repräsentiert werden. Von diesen 


kommt die erste der Bedingung (5) — ] gemäß unter den Formen 


des Hauptgeschlechts und damit auch deren Klasse 


y(y,2) nur vor, wenn ey, =1,d.h. p=1 (mod. 4) ist, und die 
andere nur, wenn (m) = 1,d.h.p =1, 3 (od. 8) ist. Aber sie 


ER. i BE (6: 1 N) 5 5 4, )) 
ühren dann zu den ternären Formen lkıyag ‚ bzw. 2,0, 0) 


d.h. zu Klassen, die schon im vorigen gezählt sind. Bezeichnet man 
daher mit A(2p) die Anzahl Klassen der vorgedachten Formen 


%»(y, 2), für welche ( *) = ] ist, so werden sie, nach Abrechnung 
jener Klassen, 


wenn p=2 (mod. 5) ist, 


hen) 1, ben 2 hen 
5) 


2 2 2 ? 2 


Klassen ternärer Formen des Hauptgeschlechts liefern, 
deren Transformationszahl # gleich 2 ist, jenachdem dann 
p=2,35, p=1,p=T7T (mod. Bd) ist; 

wenn dagegen p=1(mod.B) ist, so ist die Anzahl dieser 


Klassen um 1 geringer; außerdem gibt es dann eine Klasse 
von Formen, welche durch die Form 


2 


9 2+2 
N | 
20 an 


? 


repräsentiert wird, mit der Transformationszahl 9 =6. 
20. Es bleibt noch übrig, für die Formen (50a) die Anzahl ihrer 

automorphen Substitutionen zu ermitteln. Soll das Schema (51) eine 

solche sein, so müssen nachstehende Gleichungen erfüllt sein: 
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a? + aa? + 2baia” +? —-1 
ß? = aß? + 2 b BR m GB ee a 
y? — ay” + aby'y” + ay® er Mr 


&B + aß + b («'ß” + «ß) + LA en Ö 

Brt+aßy + Ey HEN) ray 

yataya +b(ya’ ya) +aye"=0. 
Nach der ersten von ihnen muß entweder «= 0 oder «= und 
dann @=«” = ( sein. Im ersten Falle wäre 1 durch die Form 
p(y, 2) darstellbar, diese Form also mit y® + pz? und die ternäre Form 
e a, n n s L, ‚) 1 Bi L; ) RN Pe 

2,0,0 mi 0, 0,0 oder 0,0,0 äquivalent, und wir 

kämen auf eine bereits gezählte ternäre Klasse zurück. Im zweiten 
Falle folgten aus der vierten und sechsten der Gleichungen =, 
y= 0, und die übrigen ergäben 


7) 


als eine unimodulare Substitution für die binäre Form (a’, db, a”), 


&, 0 
deren es bei der Determinante — p nur die Substitution in; f) 
gibt. Somit nähme (51) die Gestalt an: 


EURER 
[° €, ) } 
‚sl. 
und es müßte dabei noch &=1 sein. Wir finden also nur zwei 
automorphe Substitutionen für die Formen (50a). 


Nun entspricht wieder jeder Klasse ternärer Formen des Haupt- 


geschlechts eine binäre Form p(y, 2), für welche 2) = 1 ist, so- 


wie die Klasse, der sie angehört, und verschiedenen ternären Formen- 
klassen auch verschiedene binäre; umgekehrt entspricht auch jeder 
binären Klasse eine ternäre, aber zwei entgegengesetzten binären ein 
und dieselbe ternäre Klasse. Die Formen p (y, 2) können eigentlich 
und uneigentlich primitiv sein, letzteres jedoch nur, wenn y=3(mod.4) 
ist. In diesem Falle gibt es nur ein Geschlecht eigentlich primi- 
tiver binärer Formen mit der Determinante —p und nur eine 
ambige Klasse mit dem Repräsentanten y? + p2?, der aber unter den 


Formen @(y, 2) wegen(?) = ] nicht auftritt; wird also mit h (p) 
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die Anzahl der eigentlich primitiven Klassen von Formen p(y, 2) 
bezeichnet, so entstehen in diesem Falle aus ihnen 4h(p) ternäre 
Klassen. Im gleichen Falle gibt es auch nur ein Geschlecht uneigent- 
lich primitiver binärer Formen mit der Determinante — p und nur 


eine ambige Klasse mit dem Repräsentanten (2, ne ), der aber 
wegen Fe — 1 nur dann zu den Formen p(y, z) zählt, wenn 


() =1,d.h.p=3 (mod. 8) ist, und in diesem Falle führt die 


binäre Form zur ternären Form 


x? + 2y? + 2yz pri 


ent 

2 ) also zu einer bereits zu- 
Is Du 
vor gezählten Klasse ternärer Formen. Ist daher h’(p) die Anzahl 
uneigentlich primitiver Klassen von Formen g (y, 2), soist die Anzahl 
der ihnen entsprechenden Klassen ternärer Formen gleich 4 h’(p) oder 
1(h (p) — 1), je nachdem p=1 oder p=3 (mod. 8) ist. — Wenn 
dagegen p= 1 (mod. 4) ist, so werden solche Klassen nur durch 
eigentlich primitive Formen p(y, 2) geliefert. In diesem Falle gibt 
es zwei Geschlechter binärer Formen mit der Determinante — p und 
zwei ambige Klassen mit den Repräsentanten 


welche äquivalent ist mit | 


+pe, 2y?+2ye+® ar 2, 


deren zweiter jedoch nur dann zu den Formen 9(y, z) zählt, wenn 


(5%) = 1, also py=1 (mod. 8) ist. Beide Formen aber führen zu 


P} 


| 1.1, 2) (al 
ternären Klassen mit den Repräsentanten | ). 2 R 


0,0,0 0,05 
die bereits gezählt worden sind. Demnach liefern jetzt die For- 
men g(y,z), wenn p=1 (mod.8) ist, An und, wenn 


p=5(mod.8) ist, rt ternäre Klassen. 
21. Faßt man diese Ergebnisse zusammen, so läßt sich folgendes 
aussagen: 


Die Anzahl A, der Klassen mit zwei automorphen Substitutionen 
ist im Fallep =2 (mod.3), jenachdem dann p=3,T,5,1 (mod. 8) 
ist, bzw. gleich 
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h(p) "(p—-1 , hep—ı 
wo ee ge 2 





in Em kam 
h(p—1 hR2p—1 
ei: * ai 
Bela, Ip ägni=®, 
d. i, wenn i f R 
(20) DW) -AW)+R)+h@) 


gesetzt wird, je nach den vier unterschiedenen Fällen, gleich 

Sm) -1 380), 38) -h 390) -23; 
im Fallep=1(mod.3)sind die Anzahlen um je eine Einheit geringer. 
Man kann S(p) auch einfacher durch die Klassenzahlen h(p), 
h(p), h(2p) für die Determinanten —p, — 2p ausdrücken. Ist 
nämlich p=1 (mod. 4), so ist sets h(p)=0, da es in diesem 
Falle keine uneigentlich primitive binäre Formen gibt; von den zwei 
dann vorhandenen Geschlechtern eigentlich primitiver Geschlechter 
mit gleich viel Klassen kommt wegen ) — 1 nur das eine in 
Betracht, demnach ist dann h(p)=!h(p). Ist dagegen y=3(mod. 4), 
so gibt es nur ein Geschlecht eigentlich primitiver Formen mit 
dem Repräsentanten (1, 0, p) und dem Charakter + 1, also keine 
Form 9, für welche (—) = 1 wäre, somit ist dann h(p) = 0. Das 


eine dann vorhandene Geschlecht uneigentlich primitiver Formen 





mit dem Repräsentanten (2, ı 2 z -) hat den Charakter („)-+l 
wegen ee) —_ ee — 1 ist daher A’(p) nur dann von Null ver- 


schieden, wenn p=5 (mod. 8) ist, und dann gleich A'(p). Endlich 
ist h(2p) stets gleich +h (2p), da von den zwei für die Determinante 
— 2» vorhandenen Geschlechtern nur das eine der Bedingung 
Be) = 1 genügt. Hiernach ist 
fürp=1(mod.4) H(p)=}h(p) +3h(2y) 
(55) fürp=3 (mod. 8) Hlp)= Hip) +3h(2p) 
| für p=17 (mod. 8) H(p)=$!h(2p). 
Nun folgt aus (45) und (46), da sich H,, und H,, gleich Null 
herausgestellt haben, 
Hp) MI, +3 ++ IH, 
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Nach den vorigen Ergebnissen kann man also, entsprechend den 
verschiedenen Fällen, welche der Rest von » (mod. 24) darbietet, 
folgende Tabelle aufstellen, in welcher 


A=H(p)— M(p) —-:98(P) 


gedacht ist: 









































Nun ist nach einer allgemeineren Formel, die man auch Eisen- 
stein verdankt, der sie in der erstgenannten Arbeit hergeleitet hat, 
für den hier vorliegenden Fall das Maß 


M(p) = et 


Daher findet sich endlich als Wert der Klassenanzahl ter- 
närer Formen mit der Determinante p und im Hauptge- 


schlechte N 
(56) Hp)-1S8W+t, 


worin für A derin der Tabelle verzeichnete, dem jedesmali- 
gen Reste von p entsprechende Wert zu setzen ist. — 

In der zweiten der obgenannten Arbeiten hat Eisenstein noch 
allgemeinere Sätze ausgesprochen, die ganz analogen Charakter tra- 
gen und in ähnlicher Weise zu begründen sind, doch wird die Her- 
leitung dann entsprechend komplizierter und muß deshalb hier unter- 
bleiben. — 


Zwölftes Kapitel. 


Die zerlegbaren Formen. 


1. Eine besonders wichtige und interessante Anwendung von der 
Reduktion positiver quadratischer Formen ist die, welche auf die 
Theorie der zerlegbaren Formen gemacht werden kann und die Lehre 
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von den quadratischen Formen mit derjenigen der algebraischen 
Zahlenkörper verbindet.!) 

Unter einer Form F(%,,%,...,2,) mit n Unbestimmten 
wird fortan eine homogene ganze Funktion der letzteren 
verstanden, deren Koeffizienten ganze Zahlen sind. Sie 
heißt irreduktibel, wenn sie nicht in Faktoren der gleichen Be- 
schaffenheit zerlegt werden kann. Wir beschränken unsere Betrach- 
tungen auf irreduktible Formen, deren Grad oder Dimension der An- 
‚zahl der Unbestimmten gleich, also gleich » ist. Eine solche wird 
zerlegbar genannt, wenn 


(1) Fa, 2,:.,)=U'0,...U 


n 


gesetzt werden kann, wo 
U, = 4,4% Ar U;gtg 35 Dar I; In 
n ‘ 
mer) 2,7, 9%) 


(2) 


Linearformen sind. Die notwendige Beschaffenheit ihrer Koeffi- 
zienten, die für irreduktible Formen nicht ganzzahlig sein können, 
wird sogleich festgestellt werden. Unter den ganzzahligen quadra- 
tischen Formen sind die binären dadurch ausgezeichnet, daß sie zu- 
gleich die einzigen zerlegbaren quadratischen Formen sind, und 
in dieser ihrer Eigenschaft liegt der Grund dafür, daß ihre Theorie 
im wesentlichen mit der Theorie des quadratischen Zahlenkörpers 
identisch ist. Für die übrigen quadratischen Formen aber ist es eben 
erst die Reduktion, welche sie zur Theorie algebraischer Zahlen- 
körper in Beziehung setzt und mit ihr verbindet. 
Setzt man die Determinante der n Gleichungen (2) 


(3) D= la; # 
so soll 
(a I-D-|a,| 


die Invariante der Form F heißen. Wird nun auf die Form (1) 
eine ganzzahlige Substitution 


47 a &%,1Yı ni %;9Ya N Tara tr E;nYn 


) VE ERERN 


angewandt, so geht sie in eine andere zerlegbare Form 


(6) Gy; Ya Y,) y- V, Ä y, baad 


n 


1) Vgl. hierzu Stouff, Theorie des formes ä& coefficiens entiers decom- 
posables en facteurs lineaires, Ann. fac. des Sciences de l’ univ. de Toulouse, 
5 (1903), p. 129. 
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über, deren Linearfaktoren V, durch die Gleichungen 
V,-bytdsy tt 50% 


(7 
G ==,1,52, 4,7) 
gegeben werden, worin 


(Ta) Du SD G;;' Er 
j=1 
d. h. gleich dem Werte ist, den U, erhält, wenn die Unbestimmten 
©, = «,, gesetzt werden. Da hiernach die Determinante der Glei- 
chungen (7) gleich BEL, 
dal, |la; 


ist, wird die Invariante der neuen Form G 
dla, |e,,P 


und folglich derjenigen der ursprünglichen Form F' dann und nur 
dann gleich, wenn der Modul der Substitution (5) gleich + 1 ist. 
In diesem Falle werden die Formen F) @ einander äquivalent ge- 
nannt; alle einander äquivalenten aber fassen wir in eine Klasse 
zusammen. Nach den Formeln (7a) findet sich für den Koeffizienten 
von ,“ in der Form @ der Wert 


uegespg: sale b = Fa, Ryys erg Fk 


n 


Da nun, wie leicht einzusehen ist, eine Form F' nicht für alle ganz- 
zahligen Wertsysteme ihrer Unbestimmten verschwinden kann, so 
lassen sich ganze Zahlen «,,, &g,, - - -, &,, und genauer solche ohne 
gemeinsamen Teiler wählen, für welche #' von Null verschieden ist. 
Man kann daher eine Substitution (5) aufstellen, deren Modul 1 ist, 
in welcher die Zahlen «&,,, &gy, -- -; &,, die kt® Kolonne der Koeffi- 
zienten bilden und durch welche F' in eine äquivalente Form über- 
geht, mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten der höchsten 
Potenz y,” einer beliebigen der Unbestimmten. Oder, was dasselbe 
sagt, man darf die Ausgangsform F' so in ihrer Klasse gewählt den- 
ken, daß dieser Koeffizient einer beliebigen der Unbestimmten, für 
die wir der Bestimmtheit wegen x, wählen, von Null verschieden 
ist. Da der Koeffizient A von x,” in F' durch das Produkt 


A 0,0 8. 0 
gegeben wird, ist alsdann keine der Zahlen a,,, @g, - - -, @,, gleich 
Null, und folglich sind die Größen 


@ 
a is 
2, = 


& 
(8) a 1 
| G=1,2,...,n) 
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und die Koeffizienten der linearen Ausdrücke 
nie Hebit.g 
(9) : Ei 9 . 
I (We 1 2,..50) 


von endlichem Werte. Nun ist 


HIBWT 27 12.) \ 
en le @—-23,+v), 





und die Koeffizienten des entwickelten Produktes sind rationale Zah- 
len. Versteht man daher unter F,(z) denjenigen Bestandteil dieser 
Entwicklung, welcher in bezug auf die Unbestimmten 2,, &,,..., 
x, von der A" ])imension ist, so daß 


= au 2m) _ F(z) + F,(z) +...+ F.(2) 


gesetzt werden kann, so ist auch 


(10) K)-]le@-: 


i=1 


eine ganze Funktion von z vom Grade » mit rationalen Koeffizien- 
ten und - 


ein in &,, &y, ..., &, linearer Ausdruck, der bezüglich 2 vom Grade 
n — 1 ist, mit ebenfalls rationalen Koeffizienten. Ist folglich 2, eine 
einfache Wurzel der Gleichung 
(11) Fe)=0, 
so ergibt sich 

Fa)srn la - 3) 3)... (dı 2) 


_h%) 
F(2,) 


oder 
V, 


und somit », als ein in z,, &,, ...., ©, linearer Ausdruck, dessen Koef- 
fizienten rationale Funktionen von 2, mit ganzzahligen Koeffizienten 
sind. Werden die sämtlichen Werte (8) als voneinander verschieden 
vorausgesetzt, so gilt für jeden der Ausdrücke v, das gleiche wie 
für v, und die allgemeine Beziehung 


_h@ 


19) 47) 
Ben. t,,n) 
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2. Der eben gemachten Annahme aber kann man immer genügen. 
Ist sie nämlich für die Form F' nicht schon erfüllt, so transformiere 
man F' durch eine unimodulare Substitution (5), welche nur die Un- 
bestimmten %,, %yy 222, In durch ebenso viele andere %,, Ya) -: +» Yn 
ersetzt. Da bei einer solehön &4 = 1, für s>1 aber &,,=(, Be 
ist, findet sich 


b. en 
(13) a = gt - Eins (Aais ct, un: 


Man setze nun 


und betrachte die Reihe 
(14) AT 
Versteht man unter x,, &,,...., x, ein beliebiges System von n — 2 


ne 


ganzen Zahlen und erteilt der Unhesiintet x, eine Anzahl —— 


verschiedener ganzzahliger Werte 
296 (h=1,28, ...,0 1) 


so beschaffen, daß x,®, x,, 24, . . ., x, ohne gemeinsamen Teiler sind, 
so erhält man ebenso viele Systeme 


KERNE Be aan Ei 


zugehöriger Werte (14), unter denen wenigstens eins, wie wir zeigen 
wollen, aus lauter verschiedenen Werten bestehen muß. Denn, wäre 
in jedem von ihnen ein Paar gleicher Werte vorhanden, so müßte, 


da die Anzahl der Paare nur ** = beträgt, wenigstens ın zwei 


Systemen dasselbe Paar gleiche Werte erhalten, also etwa 


’ [4 „ „ 
L; —-L,, L, = kı3 


s 





d.h. 
a a a a a a 
27 8 in 02 „rs ne: 
Fa di Furth Tg Kr EL a ua ie Tr; Sn 
1 ‘1 ‚1 ki ki k1 
a a [47 a [40 [44 
ar 98 Du RN TER ET ES eV "nn 
he aan sch Truz Ta 
‚1 ;1 1 ki ki #1 
sein. Hieraus findet sich zunächst 
BER A 08 RT, 
= (& u )-- (mm), 
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d.h. ®_ weh und darauf 
a ad 


il ki 
end en 
il sl ki ki 
also, da die ganzen Zahlen z,,...., x, beliebig sind, 
Ta Fa en 
Gi %r 1 4 


Demnach würden die beiden Linearfaktoren U,, U, von F' einander 
proportional sein, und die Form F' erhielte zwei gleiche Linearfak- 
toren, was mit der angenommenen Irreduktibilität derselben unver- 
träglich ist. Es gibt also ein ganzzahliges Wertsystem 2,,%5,.. ., 
ohne gemeinsamen Teiler, wir nennen es 


(15) Oga, gay - +; ner 

für welches alle Ausdrücke (14) ungleich werden, d. h. für welches 
die Quotienten (13) verschieden sind. Ihm entsprechend kann man 
aber für die Unbestimmten x,, &,, ...., x, eine unimodulare Substi- 
tution finden, deren erste Koeffizientenkolonne aus den Zahlen (15) 
besteht, und folglich eine Substitution (5) der oben bezeichneten 


Art, durch welche F'in eine äquivalente Form @ übergeht mit lauter 


n 


verschiedenen Quotienten ai. 

Hiernach dürfen wir F selbst schon so gewählt denken, daß die 
bezüglich der Zahlen (8) in voriger Nr. gemachte Voraussetzung er- 
füllt ist und deshalb die Formeln (12) und ihre erwähnte Beschaffen- 
heit Bestand haben. Das Ergebnis dieser ganzen Betrachtung aber 
läßt sich, wie folgt, aussprechen: 

Setzt man eine zerlegbare Form F', in welcher der Koef- 
fizient von &,” einen von Null verschiedenen Wert A hat, 
in die Gestalt: 


(16) F=A4:| [ataat+: +0); 

i—=1 
so können die einander in den Linearfaktoren entsprechen- 
den Koeffizienten als die gleichen rationalen Funktionen 
von je einer Wurzel z, einer Gleichung n“" Grades 


(17) F(z)=0 
mit rationalen Koeffizienten, in Zeichen: fürk=2,3,...,% 
(18) Cr = U (8) 


@=1,2,...,n) 
vorausgesetzt werden. 
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Die Funktion F (2) ist nicht in Faktoren derselben Art zerfällbar. 
Denn, hätte F (z) einen rationalzahligen Faktor F,(2), so würde schon 
das Produkt der zu seinen Wurzeln gehörigen Linearfaktoren in 
(16), weil in bezug auf letztere symmetrisch, rational sein, was der 
Annahme der Irreduktibilität von F’ zuwider ist. 

Die Invariante / von der Form F ist das Produkt aus A? in das 
Quadrat der Determinante 


1, 99, Car +++, Cm 
(19) DE Cs LlyB = en ler 
. % . . = = z, 15% 
1, (225 Cn3 a 9 Ur | 





also offenbar eine rationale symmetrische Funktion von den Wur- 
zeln der Gleichung (17) und demzufolge eine rationale Zahl. 
Ist sie von Null verschieden, so sind esauch diesämtlichen 
Koeffizienten c,,. Denn, wäre etwa c,,=(0, so bestände der 
Formel (18) gemäß eine rationale Gleichung 


7 (2,) =), 


also erhielte man wegen der Irreduktibilität von (17) für jede 
Wurzel z, dieser Gleichung die Beziehung 


Y, (2,) =, 

d. h. für jeden Index © die Gleichung c,, = 0, also würden alle Glie- 
der einer Kolonne in der Determinante (19) und damit diese Deter- 
minante selbst, also auch / gleich Null, gegen die Voraussetzung. 
Hieraus folgt weiter, daß in einer irreduktibeln Form 7’ mit nicht 
verschwindender Invariante die Koeffizienten der höchsten Potenzen 
jeder der Unbestimmten von Null verschieden, also, da sie ganzzahlig 
vorausgesetzt sind, absolut genommen > 1 sein müssen. 

3. Ohne daß diese Betrachtungen im wesentlichen sich ändern, 
dürfen die Koeffizienten der Gleichung (17) als ganze Zahlen, der 
höchste von ihnen gleich 1 gedacht werden, da hierdurch die Wurzeln 
2, höchstens durch ein ganzes Vielfaches derselben ersetzt werden. 
Die Gesamtheit aller rationalen Funktionen von der Wurzel z einer 
solchen Gleichung heißt bekanntlich ein Zahlenkörper, den wir durch 
K(z) bezeichnen wollen. So entsprechen den » verschiedenen Wur- 
zeln 2, 2, -. ., 2, der Gleichung (17) n konjugierte Zahlenkörper 


(20) Ka), Kia)... Kl). 
Sind unter den Wurzeln u reelle Wurzeln 2,, 2,, ..., 2, und v Paare 
konjugiert imaginärer &,, &, -. ., &, &, vorhanden, so daß 


u+2v=n 
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ist, so werden auch u jener Körper reell sein und die andern in v 
Paare konjugiert imaginärer Körper zerfallen. Dem eben Gesagten 
gemäß sind die Koeffizienten der einzelnen Linearfaktoren von F 
Zahlen, welche den gedachten Körpern angehören, und die Linear- 
faktoren selbst einander konjugiert. Da jede Zahl eines Körpers 
dureh Multiplikation mit einer ganzen rationalen Zahl eine „ganze“ 
Zahl des Körpers wird, so werden, wenn 7" mit einer passenden 
ganzen rationalen Zahl multipliziert wird, die Koeffizienten c,, sämt- 
lich zu ganzen Zahlen des entsprechenden Körpers. Die Eigen- 
schaften der Form F’ und eines beliebigen Vielfachen derselben sind 
aber wesentlich dieselben. Demnach dürfen wir fortan die 
Form Fin der Gestalt (1) voraussetzen und unter den ein- 
ander entsprechenden Koeffizienten a, fürri=1,2,...,n 
konjugierte ganze Zahlen der Körper (20) verstehen. 

Indem wir aber die reellen von den komplexen Faktoren in der 
Bezeichnung unterscheiden wollen, schreiben wir 


(21) ®-1f R;: II SEES: 
a, 


i=1 
wo 
R; Yap Y;ı%ı re Y;gdz Tr Ka + Yın En 
(21a) S; =S5,4% +8:%+ + 5;u Fu 


Du 7ru $ı%, fr $;2 %, + Yard, + Sinn, 


? 


die Koeffizienten r,, reell, die Koeffizienten s;;, s;. konjugiert imagi- 
när zu denken sind. 

Nach der Theorie der Zahlenkörper erhält man sämtliche ganzen 
algebraischen Zahlen eines Körpers X (z) durch eine Formel 


(22) 9% +02 ++ 0,8, 


in welcher ®,, @, ..., @, gewisse dieser Zahlen bedeuten, also ge- 
wisse rationale Funktionen von z sind, indem man die x, sämtliche 
rationalen ganzen Zahlen durchlaufen läßt; die Zahlen », werden eine 
Basis der Gesamtheit jener ganzen algebraischen Zahlen von X (2) ge- 
nannt. Setzt man für z die n verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
(17), so erhält man die » Basen für die entsprechenden konjugierten 
Körper (20), die wir durch 
(23) RT 
= 1,2,...,N) 
bezeichnen; die ersten u dieser Systeme bestehen aus reellen Zahlen: 
(23a) BD, 
Geil, 2) 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 25 
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die anderen sind einander paarweise konjugiert imaginär: 
ee A 
lo, ®, ee ERS 

VE 
Dementsprechend erhält man für die Koeffizienten r,, bzw. s,, For- 
meln folgender Gestalt: 

tut tr 
| (eiljn2;d nr) 


(23b) 


Sir 


(24) | 
| | = 6, “nr 3 6," Uy x T Br a 0,9 Ur 
ut ut +0 Mu, ; 

han hr 2 2 2) 


mit denselben ganzzahligen Koeffizienten «,,. 
Ist Z=f(z) eine Zahl des Körpers K (z), so heißt das Produkt 
der n konjugierten d. ı. den n Wurzeln von (17) entsprechenden Werte 


Fa), fa), fen) 


die Norm von f(z), in Zeichen: 
N@)=f@)- fa) Ta). 


Sie ist für jede ganze Zahl des Körpers eine rationale ganze 
Zahl. Ist sie gleich + 1, so heißt f(z) eine Einheit des Körpers. 

Dirichlet hat gezeigt, daß diesämtlichen Einheiten &(2) 
eines Zahlenkörpers K(2)durchA= u +v— 1 fundamentale 
Einheiten n, (2), 72 (2), --., n,(2) mit positiver Norm ausge- 
drückt werden können, nämlich aus dem Ausdrucke 


(25) 20 ROLE AOLZEEE OEL 
in welchem « eine dem Körper angehörige Einheitswurzel bedeutet, 
erhalten werden, wenn man h, k,, Ä,,..., k, sämtliche ganzen Zah- 
len durchlaufen läßt; beschränkt man sich auf Einheiten mit positi- 
ver Norm, so ist hierbei das negative Vorzeichen nur zulässig, wenn 
n gerade ist. Im 5. Teile der „Zahlentheorie“ des Verfassers ist 
gezeigt worden!), wie dieser Satz aus dem in Nr. 6 des 7. Kapitels 
des vorliegenden Bandes gegebenen allgemeinen Minkowskischen 
Satze von den Linearformen hergeleitet werden kann, so daß wir 
davon Abstand nehmen, dies hier zu wiederholen. 

4. Betrachten wir nur diejenigen zerlegbaren Formen, welche der- 
selben Gleichung (17) zugehörig sind, und unter ihnen nur die, 


1) Alle. Arithmetik der Zahlenkörper, Kap. 8 Seite 321. 
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welche gleiche Invariante / haben! Sie verteilen sich, wenn stets 
die einander äquivalenten zusammengefaßt werden, in eine Anzahl 
von Klassen. Hier stellt sich dann wieder die Frage nach der 
Reduktion der Formen ein, und Hermite hat gezeigt, wie 
die Reduktion der zerlegbaren Formen auf die der positi- 
ven quadratischen zurückgeführt werden kann. 

Zu diesem Zwecke stellt er der zerlegbaren Form (21) die positive 


quadratische Form 
u 


(26) y ga BR’ +2- > B,S;:B; 8;, 

i=1 s=1 
wo die «, reelle positive, die ß,, ß,; konjugiert imaginäre Zahlen be- 
deuten, an die Seite. Da einander proportionale Formen die gleichen 
Eigenschaften haben, darf man zwischen den Parametern «,, ß,; irgend- 
eine Beziehung festsetzen, und wir wählen sie daher stets so, daß 


(27) Gy ge... (8, B,9° ... (B,B,)” ze 


ist. Dieser Festsetzung zufolge wird die Determinante von @ gleich 
(— 1)”-mal dem Quadrate der Determinante 


Fr» Fı2s » > Fın | 


ıS11> 999 > An. 
| ’ Q r ‚ | 
Sj1» S12 9° +9, In 


d. i. gleich (— 1)” - I. 

Wenn nun für irgendein der Beziehung (27) genügen- 
des Wertesystem der Parameter die Form g reduziert ist 
(wobei die Definition reduzierter Formen nach Belieben gewählt 
werden kann), so soll auch die zerlegbare Form F reduziert 
genannt werden. 

Dann unterliegen die Koeffizienten der Form p gewissen Ungleich- 
heitsbedingungen, durch welche sie beschränkt werden. Insbesondere 
besteht für die Hauptkoeffizienten von p, welche A,, A,,..., 4, 
heißen mögen, eine Ungleichheit 

Ar An ur ARE SIR 


in welcher A, einen numerischen Faktor und J) den absoluten Wert 
der Determinante von @ bedeutet; mithin ist 


(28) AAN AR AT. 

Nun ist 

(29) A, m Gr, + 2 RL Kar 
i=1 ii 
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eine Summe von n wesentlich positiven Werten, also das Produkt 


der letzteren bekanntlich kleiner als die n!® Potenz ihres arithmeti- 
schen Mittels ©. Aber jenes Produkt findet sich wegen (27) gleich 


” 
dem Quadrate des Koeffizienten von x,” ın F, der als ganze Zahl 
absolut nicht kleiner als 1 ist, und demnach ergibt sich für jeden 
Index %k 


AN, 
Da somit 


! - { =_ BE; 
AA er Ma 


ist, folgt aus (23) für jeden Index %k die Schranke 
AI 
4; f& Tan 1” 
(2 


Daraus schließt man wegen (29), daß auch alle Größen r,, Ve, und 

;5;,; dem absoluten Betrage nach endlich beschränkt sind, und da 
aus ihnen, mit Beachtung von (27), die Koeffizienten der zerlegbaren 
Form F' nur durch Multiplikationen und Additionen entstehen, so gilt 
das gleiche auch für sie, so daß sie, da sie zugleich ganze Zahlen sind, 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Werte haben können. 


Man erkennt auf solche Weise zunächst den wichtigen Umstand, 
daß die Anzahl der möglichen reduzierten zerlegbaren For- 
men der oben angegebenen Art nur eine endliche ist. 


Sollte aber p für kein der Bedingung (27) genügendes Wertesystem 
der Parameter reduziert und daher auch F’ keine Reduzierte sein, so 
reduziere man g für ein beliebig, aber mit (27) verträglich gewähltes 
Wertesystem der Parameter mittels einer unimodularen ganzzahligen 
Substitution (5). Dadurch geht p in eine äquivalente Form @ über, 
welche für jenes Wertesystem reduziert ist, und man findet für sie den 
Ausdruck 


(30) p = oh; mr 2 B,B; SMSRt 


worin 


Mh y BEN 
= 5; Y + Sa Y + In Yu 
und 
n 
=D 15° &r 
j=1 
y73 n 
ST Sy kr Ir 35" %r 
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ist. Zugleich aber verwandelt sich durch jene Substitution F in die 
ihr äquivalente zerlegbare Form 


#- [18.1188 
i=]1 i—=1 
die nun nach der Hermiteschen Definition eine Reduzierte ist. Man 
findet also, daß in jeder Klasse der zerlegbaren Formen von 
der angegebenen Art wenigstens eine Reduzierte vorhanden 
ist. In Verbindung mit dem zuvor festgestellten Umstande ergibt 
sich hieraus der wichtige Satz: 

Für die angegebenen zerlegbaren Formen mit gegebener 
Invariante I ist nur eine endliche Anzahl Klassen äquiva- 
lenter Formen vorhanden. 

9. Die Anwendung des Hermiteschen Satzes vom Minimum einer 
positiven quadratischen Form auf die Form g läßt weitere interessante 
und bedeutsame Sätze für die Theorie der zerlegbaren Formen, bzw. 
für die der algebraischen Zahlenkörper erschließen. Wir geben zu- 
nächst eine feine Betrachtung wieder, welche man Hermite selbst 
verdankt. 


Sei m eine positive ganze Zahl, in bezug auf welche als Modul die 
es: F(2)=0 (mod. m) 
in ganzen rationalen Zahlen lösbar ist, und sei z. B. 
(31) F(a)=0 (mod. m). 


Aus den Wurzeln z, der Gleichung F(z) = 0 bilde man die Linear- 
formen 


(32) U, = mat, + (2; m Q)% + (2 —_ 0°), +...+ (afT“ Be arg, 
| (= 1,.2,.(.,,%) 
oder, wenn 
MX, — Adg — ER nn we gas Rn X, 
gesetzt wird 
U, rc Br am 2,;%g + RR -- a E= et 7 
(Ümes 1,.2, „...9) 


Für jedes nicht verschwindende ganzzahlige System 5 %g, +: +, % 


ist ihr Wert eine aus z, gebildete, von Null verschiedene komplexe 
ganze Zahl f(z,), also die Form 


(33) Fan. wW-l]V. 


ER 


N 
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die Norm derselben und somit eine von Null verschiedene rationale 
ganze Zahl; diese aber ist teilbar durch m, denn nach (32) ist 


U,= (3, —a)-vy(z,) (mod. m), 
wo ı%(2z,) eine ganze komplexe Zahl in z, ist, und demzufolge ist 
F=-+F(a): Nv(z,) (mod. m), 


wo nun Ny(2,) eine ganze und F(a) eine — nach (31) — durch m 
teilbare ganze Zahl ist. Für jedes nicht verschwindende ganzzahlige 
System &,, &%g, - . ., 2, darf man also setzen 

(34) Kemer 


wo M eine von Null verschiedene ganze Zahl ist. Setzt man nun wieder 

F in die Gestalt (21) und bildet ihr zugehörig nach (26) die Form 

p, so erhält man 

R=-X, +2 423% +: +2"7'2 
(d1ıe51,52) Ina, 0) 

5, mr X, = 5; + 467 37 dur = ar Bela 

S; = X, H: 5; X ar SEHE a oh a 
(el 202.300 


und für die Determinante D von p den Ausdruck 


Im, 2 —a 2° dr at 
/ 22 c 2 2 n—1 n—1| 
GE a ee F 
| / ‚2 2 | 1 





dessen absoluter Wert sich leicht gleich m*-mal der Diskriminante A 
der Gleichung F(z) = O ergibt. Da nun nach Hermite der Minimal- 
wert von g kleiner als en 


(9° 
ist, findet er sich kleiner als 


n—1 
(3) :Ym’A 
und demzufolge das Produkt aller » positiven Summanden, aus denen 
jener Wert von besteht, d.i. das Quadrat des entsprechenden Wertes 
von F\, nämlich m? M?, kleiner als 


n—\1i n 


4 ER SER n(n—]1) 
(3) :Vm®A 4\ 2 ı ım?A 
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eine Ungleichheit, aus welcher die weitere: 
»(er7}) 


(35) IM|< (5) ER IE, 


hervorgeht. Es gibt also ein ganzzahliges Wertesystem 
% 5%, 3%, für welches der Faktor M in der Formel (34) 
die vorstehende Ungleichheit erfüllt. 

Wir wählen jetzt im besonderen für die Gleichung (17) die Kreis- 
teilungsgleichung 


(36) ed, 


wo 9 eine ungerade Primzahl ist, verstehen also unter den z, die 
imaginären p'°* Einheitswurzeln. Bekanntlich ist diese Gleichung als 
Kongruenz (mod. m) stets auflösbar, wenn m eine Primzahl von der 
Form kp + 1 ist.!) In unserem Falle ist A= pP=* und nimmt die 
Ungleichheit (35), in der jetzt M positiv ist, da F' aus paarweise 
konjugiert imaginären Faktoren besteht, die Gestalt an: 


P—-1)(P-2) 2 
i 4 4 5 1 lat 
M<(;) re 


Für p=5 ergibt sich 
ar a/h! 20 E 
u<()-Vr-2 V<2 


und folglich M = 1. Daraus erschließt man den zuerst von Ja- 
cobi?) ausgesprochenen Satz, daß jede Primzahl m von der 
Gestalt5ö%k + 1 als Norm einer aus fünften Wurzeln der Ein- 
heit gebildeten komplexen ganzen Zahl darstellbar ist. 
Ebenso kommt für p = 7 
15 
Are (TEhen 
M<(3)-V,<6. 
Da nun die Norm einer aus p" Wurzeln der Einheit gebildeten 
komplexen ganzen Zahl (mod. p) nur der-Null oder der Einheit kon- 
gruent sein kann, aus (34) aber == M (mod. p) hervorgeht, so kann 
im jetzigen Falle M wieder nur gleich 1 sein; demnach ist jede 
Primzahl von der Gestalt 7k +1 als Norm einer aus sie- 


benten Wurzeln der Einheit gebildeten komplexen ganzen 
Zahl darstellbar. 


1) Siehe des Verfassers „Lehre von der Kreisteilung“ S. 241. 
2) Siehe Journal f.d.r. u.a. Math., Bd. 19, S. 314; Ges. Werke, Bd. 6, 8. 275. 
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Ferner wählen wir statt der Gleichung (17) die Gleichung, welche 
die £ = 
Wurzeln hat. Sie gestattet, als Kongruenz aufgefaßt, nach jedem 
Primzahlmodul m =kp+ 1 eine Lösung.!) Ihre Diskriminante ist 
PIE, 
p ?. Demnach nimmt die Ungleichheit Me für solchen Wert m 
die Gestalt an 


- zweigliedrigen Perioden der Kreisteilungsgleichung (36) zu 








(v-UV(p-3) A ee 
4 16° ef 
M< (5) Be ae... 


Für den besonderen Wert p= 7 kommt also 


u<()"VE-N<s 


Die Norm einer aus den zweigliedrigen Perioden der Kreisteilungs- 
gleichung (36) gebildeten komplexen ganzen Zahl ist aber (mod. p) 
nur einem der Reste 0, 1 oder —1 kongruent. Da nun aus (34) hier 
F=+ M (mod. p) hervorgeht, so ist im Falle 9=17 nur der Wert 
M = 1 zulässig, und man erhält den Satz: Jede Primzahl m von 
der Gestalt 7’k +1 kann als Norm einer aus einer Wurzel 
der Gleichung ar Bert 
gebildeten komplexen ganzen Zahl dargestellt werden. 

6. Indem wir nunmehr eine wichtige Anwendung des Hermite- 
schen Satzes auf die Theorie der algebraischen Zahlenkörper ent- 
wickeln wollen, müssen wir dem Leser ein paar Begriffe und Sätze 
dieser Theorie zur Kenntnis oder in Erinnerung bringen. 

Unter einem Ideale eines Körpers K(2z) versteht man eine 
Gesamtheit solcher ganzen algebraischen Zahlen desselben, 
welche die zwei folgenden Eigenschaften hat: 

1. je zwei Zahlen der Gesamtheit geben sowohl addiert als auch 
subtrahiert wieder eine ihrer Zahlen, 

2. jede Zahl der Gesamtheit mit irgendeiner ganzen algebraischen 
Zahl des Körpers multipliziert ist auch eine Zahl der Gesamtheit. 

Ist @ eine ganze Zahl in K(z) und bedeutet & jede ganze Zahl des 
Körpers, so heißt insbesondere die Gesamtheit aller Zahlen o« ein 
Hauptideal und soll durch («) bezeichnet werden. 

Man erhält alle Zahlen eines Ideals j, wenn man in dem Ausdrucke 


(87) ++: + 0,R,, 


1) Siehe des Verfassers „Lehre von der Kreisteilung“, S. 242—243. 
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in welchem «&,, «&, ..., «, gewisse Zahlen des Ideals bedeuten, die 
x, alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen läßt; die Zahlen «,,«,,...,«, 
werden eine Basis des Ideals genannt. 

Sind j, und j, zwei Ideale, so bildet die Gesamtheit aller Pro- 
dukte aus je einer Zahl aus j, und einer Zahl aus ;, und aller Summen 
solcher Produkte wieder ein Ideal 5, welches das Produkt jener 
beiden genannt wird, in Zeichen 


VE FR Ne Fa 
Hier gilt dann der Satz: Zu jedem Ideale ;, kann ein anderes 
j, angegeben werden von der Art, daß ihr Produkt 7, 7, ein 
Hauptideal wird. 
Dies vorausgeschickt, seien nun wieder 2,,25, - - -, 2, die verschie- 
denen Wurzeln der Gleichung F(2) = 0. Der Formel (37) des Ideals 
entsprechen n einander konjugierte Ausdrücke 


u9z, Er a), ir va h a7 a,9x,, 
(Em 1,2..39,N) 
welche n den einzelnen Körpern K(2,), K(2,), . . ., K(z,) angehörige, 
einander konjugierte Ideale bestimmen. Man betrachte dann die zer- 
legbare Form 


n 
2 AN pa | U,, 
in welcher | i=1 
(38) U, = 9x, _ Da I... 4 9x, 


ist, und die ihr nach (26) zugeordnete positive quadratische Form 9, 
deren Determinante gleich (— 1)’-mal dem Quadrate der Determinante 


' y; [4 
704 ,° Kay „ 0%, 
| PER IR u” 

h 9 

(39) A ee. | 173 27 ? n 
BR IA BE 





ist. Da die Basiszahlen «,®, «,®, ..., «,® dem Körper K(z,) ange- 
hörige ganze algebraische Zahlen sind, so können sie nach (22) als 
lineare ganzzahlige Funktionen der Basiszahlen @,®, 0,9, ..., ©, 
desselben dargestellt werden. Schreibt man dementsprechend 


9 = 00a + lat +.-: + 0,da,, 
an) 
wobei die a,® oanze rationale Zahlen sind, so zerleet sich die Deter- 
k 8 y g 


minante A nach einem bekanntem Determinantensatze in das Produkt 
der beiden folgenden: 
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[4 Yd 4 
17 RR N, REISE 60, | 
dd „ KEN 
ka ID REIT wen a 0, | 
! n n) n | 
Er ns, 
u 
Ad, , As, ..., 4, | 
| a „ A „ A 20 | 
ee 10 APR SE ER) n | 
A \, 
j | 
(r) (n n) 
d B Ag ), 2 a,‘ | 
so da 
A=N1:.4 


gesetzt werden kann. Das Quadrat von & ist eine ganze Zahl, welche 
die Grundzahl D des Körpers X(z) heißt, und der absolute Wert 
der ganzen Zahl A bezeichnet die sog. Norm des Ideals j, welche 
durch das Zeichen N(j) ausgedrückt wird. Demnach wird die Deter- 
minante von @ gleich 

1: NG). D 


und dem Her miteschen Satze zufolge der Minimalwert von pkleiner als 


un. VN(j)%- ID|, 
wo u, ein gewisser numerischer Faktor ist. Dem ganzzahligen Systeme 
Wlan durch das dieser Minimalwert Ars wird, ent- 
spricht also ein Wert der Form /, für welchen 


Y n N - .|D r n "r 2 I | 
7 < (mV Nor. 1) - (te). n()-VID| 


N N 
ist. Das heißt: es gibt im Ideale j eine Zahl 
Es 2 en FE A A ER 
deren Norm absolut kleiner ist als 


"a en 
(=) N). YID]. 

Mit der Zahl « ist aber auch das ganze Hauptideal («), dessen 
Norm mit dem absoluten Werte der Norm von « identisch ist, in j 
enthalten, und es gilt der Satz, daß wenn ein Ideal in einem 
anderen Ideale jenthalten ist, ein neues Idealj’ von der Be- 
schaffenheit sich angeben läßt, daß jenes gleich jj gesetzt 


werden kann; alsdann ist seine Norm gleich dem Produkte 
N(5)- N(5'). Hieraus ergibt sich hier N das Ideal j’ die Ungleichheit 


(40) Ni) < ()" VD| 


und damit der Satz: 
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Zu jedem Ideale j gibtes ein Ideal j’ mit einer durch 
die Ungleichheit (40) endlich beschränkten Norm, mit 
welchem multipliziert es zu einem Hauptideale wird. Oder, 
da es nur eine endliche Anzahl von Idealen mit derselben Norm gibt, 
so genügt eine endliche Anzahl von Idealen, um durch Mul- 
tiplikation mit einem von ihnen jedes Ideal in ein Haupt- 
ideal zu verwandeln. 

Ferner aber schließt man aus jener Ungleichheit, da die Norm 
eines jeden Ideales eine positive ganze Zahl, also mindestens gleich 
1 ist, die weitere: 


n/ 


4 [2 
(41) IDI>(}) 
Wählt man hier für u, den im achten Kapitel bei (51) ermittelten 
Wert 9; 
f 1 ' 
r(1+ ) 
u) nn 
on 1\2 ? 
| El 
so ı8t 
I eh Dre 
U] 1 ge 
ar (i +, ) 


stets größer als 1, und a) wächst zugleich mit » über jede Grenze 
hinaus. Daraus folgen die beiden äußerst wichtigen Sätze: erstens: 
Die Grundzahl D jedes algebraischen Zahlenkörpers ist 
absolut größer als 1 und demnach jedenfalls durch min- 
destens eine Primzahl teilbar. Zweitens: Der Grad der Kör- 
per, denen eine gegebene Zahl als Grundzahl eigen ist, 
kann eine durch sie bestimmte endliche Grenze nicht über- 
steigen. Da, wie sich zeigen läßt!), die Anzahl der Körper des- 
selben Grades, denen die gleiche Grundzahl zukommt, nur eine end- 
liche ist, so folgt dieser selbe Umstand nun auch für Körper eines 
beliebigen Grades. 

7. Kehren wir zu den Betrachtungen der Nr. 4 zurück. — Wenn 
die Form @ für kein mit (27) verträgliches Wertesystem der Para- 
meter reduziert, also auch F' keine Reduzierte war, so reduzierten wir 
p für irgendeines jener Wertesysteme durch eine unimodulare Sub- 
stitution $ und erhielten eine für das Wertesystem reduzierte Form 
9 und entsprechend die mit F äquivalente Reduzierte F. Aber durch 
die Ungleichheiten, welche p als reduzierte Form charakterisieren, ıst 
das Wertesystem der Parameter in endliche Grenzen gebannt, d.h. 





1) Siehe des Verfassers 5. Teil der „Zahlentheorie“: „Allgemeine Arithme- 
tik der Zahlenkörper“, S. 344. 


396 Zwölftes Kapitel. Die zeriegbaren Formen 


ist nur in einem endlich begrenzten Teile @ des Gebietes @ aller mit 
(27) verträglichen Wertesysteme der Parameter reduziert und hört auf 
es zu sein, wenn bei steter Veränderung dieses System an irgendeiner 
Stelle, die wir durch das System 


(42) Bi Var emePn 1. 0, 013-7000 


bezeichnen, die Begrenzung von @ überschreitet. Dann bedarf es 
einer neuen unimodularen Substitution 5’, um @ wieder zu reduzieren, 


und es entsteht eine neue, wieder in einem endlichen Teile @ von @ 
reduzierte Form @ und entsprechend eine neue mit F' äquivalente 


Reduzierte F. Offenbar erhält man die Form 9 auch, wenn man un- 
mittelbar die Form @ für das neue Wertesystem (42) der Parameter 
reduziert. So fortfahrend, d.h., um mit Hermite zu sprechen, durch 
stete Reduktion (reduction continuelle) der Form p für alle 
mit (27) verträglichen Wertesysteme der Parameter erhält 
man eine Reihe reduzierender Substitutionen 8,8’, 8”,... und durch 
sie eine Reihe reduzierter quadratischer Formen 9, 9, g,..., denen 


eine ebensolche Reihe mit F äquivalenter Reduzierten F, F,F,... 
zugehört. Die Reihe der Substitutionen ist unbegrenzt. Denn, denkt 
man sich die Parameter «,, ß,, ß,; als ganze Funktionen eines einzigen 
Parameters A und die Veränderung der Parameter speziell dadurch 
bewirkt, daß A alle reellen Werte durchläuft, so werden auch die 
Koeffizienten von p ganze Funktionen von A, und die für reduzierte 
Formen erforderliche Bedingung (28), in welcher die linke Seite eine 
ganze Funktion von A wäre, könnte jedesmal nur in einem endlichen 
Intervalle für A erfüllt sein; bei unendlich wachsendem A sind also 
unbegrenzt viele Reduktionen erforderlich. 

Dagegen ist die Anzahl verschiedener Reduzierten in der Klasse 
von f', wie schon bewiesen, nur endlich. Nun ist zwar jede dieser 
Formen F auf unendlich viele Arten in Linearfaktoren zerlegbar; 


denn, ist 1 h 
F-[[r:[[s-s 
i=1 i=1 


eine Zerlegung, so kann man auch setzen 


u v 
F= Il:&: Is. m, 
i=1 i=1l 
wenn man die Multiplikatoren &,, n,, n, als irgendwelche, der Be- 
dingung i z 
& 2 NM, — 1 
genügende und dabei n,, n,; als konjugiert imaginäre Zahlen wählt. 
Betrachtet man aber alle diese Zerlegungen als nur unwesentlich ver- 
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schieden, so gibt es entsprechend der endlichen Anzahl der Redu- 
zierten in der Klasse von F' auch nur eine endliche Anzahl wesent- 
lich verschiedener Systeme R,, S,, 8; von Linearformen derselben. 


) 


Daraus folgt, daß gewiß zwei der genannten Substitutionen — sie 
heißen 8,, 8, — zu ebendemselben dieser letzteren Systeme hinführen 
müssen, so daß die Substitution S, die Faktoren R,, S,, 8/ in 


t 


&ı R,, N, S;, Nic I, 
die Substitution S, in 
&2 ' R,, N;2 ' er N;8 j 3 


= 


verwandelt. Demgemäß wird dann die zusammengesetzte unimodu- 
lare Substitution 7’ = 8, : S,”! die Faktoren R,, $,, 8/ in 

Erf Ha 
wo 


BA ori 4 eb D35 Ha wite DA 
EEE, 5, MM Me H,—= N, Ms 


gesetzt ist, und folglich Z' in sich selbst verwandeln. Die Substi- 
tution 7 bezeichnet also eine Automorphie von F. 


Stellen wir sie durch die Gleichungen 
(43) 27 = %;1Yı ı &;aY 13 + U;nYn 
ee 2... 9) 


dar, so erhält man, da sie R, in E,: A, verwandelt, die folgende Be- 
ziehung: S Ä 

> Y, > Na; Ei 2 | 1% 

5 k B) 


welche in die n Beziehungen: 


n 


>, nt, 


k=t 
(del, er Wo) 


zerfällt. Sie lehren zunächst, daß E, eine Zahl des Körpers Az) sein 
muß. Schreibt man sie aber in der Gestalt: 


ACH - E} tra re ERER =() 


N; %ı2 fe Y;9(&s3 hr E#} Yale 0 


Yıkın re N;2 a n Tr ycy a A Lan E}) we 0, 
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so ergibt sich die Determinante 


On Sr ie En 
O9, gg — BE), ’ 2 2.9 
3 ee 
| | 
| ns gu a lern =. 


und demnach ist E, Wurzel einer Gleichung n'®” Grades mit ganz- 
zahligen Koeffizienten, deren höchster gleich (— 1)” und deren letzter 
der Modul der Substitution (43), also 1 ist. Dies zeigt, daß E, 
eine Einheit des Körpers K(z,) ist, die Multiplikatoren 


Eigtn@snE, Sir, SEHR, RIEF Rn 


1) 
also konjugierteEinheiten der Körper (20), und zwar solche 
mit positiver Norm sind. 


Somit hat die stete Reduktion der Form p die Existenz einer 
Einheit des Körpers K(z) ergeben, indem sie uns tatsächlich 
eine solche Einheit lieferte. 


8. Man kann aber leicht einsehen, daß man durch sie auch sämtliche 
Einheiten des Körpers mit positiver Norm erhält. Dies beruht auf 
folgendem einfachen Satze: (vgl. Kap. 3, Nr. 12): 

Nimmt die Form (21) für das ganzzahlige Wertesystem 
Es &95 --:, &, der Unbestimmten einen absolut kleinsten 
Wert an und sind f, r,, $,, s; die entsprechenden Werte von 
F, R,, 8,, 8/, so erhält auch die Form 


 R 


i=1 i=1 - 


für dasselbeWertesystem der Unbestimmtenihrenkleinsten 
Wert. Wäre dies nämlich nicht der Fall, so würde der Minimalwert 
M von y kleiner als u+2v=n sein, und da das Produkt der » po- 
sitiven Bestandteile von % bekanntlich absolut genommen nicht 
größer sein kann als die »'* Potenz ihres arithmetischen Mittels, so 
ergibt sich dann 


E7 


"OO OT 9<C)-1 


al 


d.h. 
IFl<Ifl 


gegen die Voraussetzung, nach welcher / absolut genommen den Mi- 
nimalwert von F’ bedeutet. 
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Versteht man nun im besonderen unter F die Form 


(44) R=phloD, 


in welcher U,= or, +00, +::-+ 0,®z, 

ist — die wir als Hauptform bezeichnen wollen —, d. i. für jedes 
ganzzahlige Wertsystem der Unbestimmten die Norm einer ganzen 
algebraischen Zahl des Körpers K(z), so ist der kleinste absolute 
Wert dieser Form gleich eins und wird erhalten, wenn der allgemeine 
Faktor des Produkts als eine Einheit 


E(2;) rg @, mE, 7 0,8, a5 Ar Ay WE, 


des Körpers K(2,) genommen wird. Dem voraufgeschickten Satze zu- 
folge wird also das Wertesystem &,,&,,.. .,&, eine Minimaldarstellung 


für die der Hauptform (44) ER quadratische Form 


v-2 6) +? , Eu En 


sein. Dies ist aber die zu F, gehörige Form g,, wenn ihren Para- 
metern die offenbar mit (27) en Werte 


e 1 | 1 ; 1 
(4) Tea Are ATen 
erteilt werden. Läßt man also die Parameter dieser Form g, alle 
mit (27) verträglichen Wertesysteme stetig durchlaufen und bestimmt 
jedesmal die Minimaldarstellungen der Form g,, was durch die Re- 
duktion der Form erreicht werden kann, so stößt man notwendig auf 
jedes einer Einheit entsprechende Wertesystem der Unbestimmten, da 
ja die veränderlichen Parameter dann auch das Wertesystem von der 
Art (45) erhalten. 

Die Form Y kann mehr als die eine Minimaldarstellung zulassen. 
Jeder von ihnen entspricht aber auch eine Einheit. Denn der Mini- 
malwert von ı war, wie bemerkt, gleich »; aus d = n aber folgt 


en En 

NE): — (=) zul 
und somit | 7, | = 1, da NE(z,) = 1 und der Wert der Form F, nur 
‚ganzzahlig ist. Nun nimmt aber bekanntlich das Produkt der n po- 
sitiven Bestandteile von y nur dann seine obere Schranke 1 an, wenn 
alle Bestandteile gleich, also hier gleich 1 sind. Daraus folgen die 


Gleichungen Een n RUE! 
EI Een” 
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oder, wenn wieder der allgemeine Faktor von F,, der eine Einheit 
ist. mit U, bezeichnet wird, die Bedingung, daß der absolute Betrag von 


für jede Wurzel z, der Gleichung F(z) = Ö gleich 1 sei. Dieser Quo- 
tient ist aber wieder eine Einheit. Demnach unterscheiden sich U, 
und E(z,) bekanntlich nur um einen Faktor, der eine Einheits- 


wurzel o ist: 
Y U, = 03; E(2,). 


Faßt man nun alle Einheiten des Körpers, die sich nur in dieser 
Weise voneinander unterscheiden, in eine Gruppe zusammen, so liefern 
also alle Minimaldarstellungen von % eine ganze solche Gruppe, denn 
offenbar liefern auch umgekehrt die aus obiger Formel sich ergeben- 
den Unbestimmten der Linearformen U, eine Minimaldarstellung von 
ı». Sooft nämlich die Gleichung F(z) = 0 eine reelle Wurzel hat, 


kann der ihr entsprechende Wert des Quotienten a , weil reell, nur 


+ 1 sein; da dann für eine Wurzel z, der irreduktibeln Gleichung 
F(z2) = 0 die Gleichung U,= + E(z,) stattfindet, so besteht sie für 
alle ihre Wurzeln, und aus den so hervorgehenden Gleichungen er- 
sieht man, daß in diesem Falle die Form % nur zwei einander ent- 
gegengesetzte Minimaldarstellungen besitzt, denen zwei entgegenge- 
setzte Einheiten entsprechen. Hat aber F(z2)=0 nur imaginäre Wur- 
zeln, so fällt die erste Summe in d aus, und es entsprechen in der 
zweiten den konjugiert imaginären Faktoren auch konjugiert ima- 
ginäre Einheitswurzeln o, deren Produkt gleich 1 ist. 

9. Die Automorphien einer zerlegbaren Form sind von 
zweierlei Art. Entweder führt eine solche durch Formeln von 
der Art (43) einen Faktor U, der Form in den entsprechenden Fak- 
tor, d. i. in einen Ausdruck E, - U, über, was durch die Gleichungen 


T 
n 


Day: 0, —=E,-@, 


k=1 
(Ur 2,0) 


ausgesprochen wird. Ihnen zufolge ist E, eine Zahl des Körpers K(z,); 
dieseGleichungen bedeuten also eine rationale Beziehung für die Wurzel. 
2, der irreduktiblen Gleichung F(2)=0 und bestehen daher für jede 
dieser Wurzeln, d. h. die sämtlichen Faktoren U, gehen über in 
E,: U,, wo die E, konjugierte Zahlen, und zwar, wie in Nr. 7 ge- 
zeigt, Einheiten der Körper (20) mit positiver Norm sind. Der- 
artige Automorphien sollen eigentliche genannt werden. 


Nr. 9. Die eigentlichen Automorphien der Hauptform 401 


Oder aber die Automorphie (43) verwandelt jeden Faktor U, in 
einen ihm nicht entsprechenden, etwa U; in z,: U,, was sich aus- 
spricht in den Gleichungen 


(47) > 77 El Pal 97 (h,=# 13). 
Teil 200, N) 


Hier steht dann links eine ganze rationale Funktion von 2,, im Faktor 
von &, rechts eine solche von 2, , die beide vom Grade n — 1 gedacht 
werden dürfen; die n Gleichungen dienen mithin dazu, die Potenzen 
von 2,, durch diejenigen von 2, auszudrücken, und ergeben insbeson- 
dere z, selbst als eine ganze rationale Funktion von z,, etwa 

u herr b(2,, &;)- 

Den Formeln (47) zufolge ist &, eine rationale Funktion von 2, und 
2, Jedenfalls also eine Zahl des zur Gleichung F(z) = 0 gehörigen 
Galoisschen, d. h. aus allen ihren Wurzeln zusammengesetzten 
Zahlenkörpers. Die Funktion % bleibt für jeden Index i=1,2,...,n 
die gleiche. Hiernach kann eine Automorphie der zweiten Art, die 
uneigentlich heißen möge, für die zerlegbare Form F' nur statt- 
finden, wenn für die Wurzeln der Gleichung F(z) = O eine transitive, 
d.h. jede von ihnen durch eine von ihr verschiedene ersetzende Sub- 


stitution 

( RE 

Bus An rs 2u, 
angebbar ist, bei welcher jedes Element z,, der neuen Anordnung die 
gleiche rationale Funktion des entsprechenden Elementes z, der ur- 
sprünglichen Anordnung und einer Zahl g, des zur Gleichung gehörigen 


Galoisschen Körpers ist; diese Zahlen g, erfüllen zudem die Bedingung 


i=1 
Wir wollen hier weiter nur die eigentlichen Automor- 
phien behandeln. 
Jeder eigentlichen Automorphie einer der Gleichung 
F(2)=0 zugehörigen zerlegbaren Form der oben bezeich- 
neten Art entspricht, wie wir sahen, eine Einheit des Kör- 


pers K(z2) mit positiver Norm. Dies gilt insbesondere auch 
für die Hauptform 


n 
F,—] J (9 ++ +0, 
i=1 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 26 
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Hier gilt aber auch das Umgekehrte, daß jeder solchen 
Einheit E eine eigentliche Automorphie von F, zugehört. 
In der Tat bestehen, da jede der Zahlen 


0,9 -E, 
(Ki 12, nn) 
eine ganze Zahl des Körpers X(z,) ist, Gleichungen von der Gestalt: 
0. EL ei an 
(k=1,2,.2,%) 
mit ganzzahligen Koeffizienten &,,, welche für alle Werte des Index i 


die gleichen sind. Macht man also in der Hauptform F\, die Substi- 
tution 7: 
= EnYı T EanYa t ° I EnnYno 
(hi, 2,8 :M) j 
so verwandelt sich der allgemeine Faktor 


0,9, — MX, — ts — 00x, 


” | 2 | 8,0, = E; hr | 0, Y;, 
dh k k 


und somit ist 7 eine der Einheit E zugehörige eigentliche Auto- 
morphie von F,. Diese Automorphie ist aber auch eindeutig be- 
stimmt. Denn aus den eine solche charakterisierenden Gleichungen 


N 
k=1 


(ie, 1A N) 


bestimmen sich die Größen «, ‚, &,, - --, &,;, d.h. die Koeffizienten 
jeder einzelnen Kolonne der Substitution und somit die Substitution 
selbst in ganz bestimmter Weise. 

Nun wollen wir voraussetzen, daß der Körper K(z) keine 
einer imaginären Einheitswurzel: gleiche Einheit enthalte, in der 
Formel (25) mithin der Faktor «* zu unterdrücken sei, was z.B. stets 
der Fall ist, wenn die Gleichung F(z) = 0 wenigstens 'eine reelle 
Wurzel hat.!) Dann gehört dem Zuvorgesagten gemäß zu jeder der 
fundamentalen Einheiten n,, 7, -. -, 2, je eine ganz bestimmte Auto- 
morphie 7,, 7,,..., 7, der Form F,, aus deren Zusammensetzung 


derselben in 





1) Siehe des Verf. „Zahlentheorie“, Teil 5: Allg. Arithmetik der Zahlen- 
körper, S. 357. 
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eine zur Einheit 


(48 a) ee)... er 

gehörige Automorphie 7’ — weil offenbar die eigentlichen Automor- 
phien von F, bei der Zusammensetzung vertauschbar sind — durch 
die entsprechende Formel 

(49 a) et a ee a 


erhalten wird. Die Einheit — 1 ist nur dann eine solche mit posi- 
tiver Norm, wenn n gerade ist, und dann besteht die ihr zugehörige 
Automorphie einfach darin, daß die Unbestimmten von 7, mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen genommen werden; somit entspricht dann 
der Einheit 


(48 b) &(2) = na nl. le 
eine Automorphie 
(49 b) Te er, 


die aus der Automorphie (49a) entsteht, wenn alle Unbestimmten in 
ihr entgegengesetzt genommen werden. Da nun auch umgekehrt jeder 
Automorphie von F\, eine Einheit mit positiver Norm entspricht, die 
durch eine der beiden Formeln (48a), (48 b) bestimmt werden muß, 
und dieser Einheit auch nur eine einzige Automorphie zugehören 
kann, so muß jede Automorphie von F, durch eine der beiden For- 
meln (49a), (49 b) gegeben werden. Es gibt also für die Haupt- 
form F, eine Anzahl 4 fundamentaler Automorphien 7,, 
T,,..., T,, aus denen jede eigentliche Automorphie 7 der- 
selben nach der Formel 


DerTe TE Th 


zusammensetzbar ist. 
10. Ist jetzt 


Tri U; el (1%, + 9% + L a 


irgendeine der Gleichung F(z) = 0 zugehörige zerlegbare Form, so 
daß allgemein 
a,, = o,® :&ı 2 LA + ...+ 0,9 ,, 
(,K=-1,2,9.,,#) 


mit ganzzahligen Koeffizienten gesetzt werden kann, so geht F’ offen- 


bar aus der Hauptform F, durch die Substitution 8: 
26* 
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U Ey any dog N\ 
Ga, Üsg, 3 3 
un Ran, FA Kun 


hervor, deren Inverse S’ heiße. Daraus folet ersichtlich, daß, wenn 
T keine eigentliche Automorphie von F', ist, welcher die Einheit E 
entspricht, die Form F durch die Substitution S’- 7. $ in sich selbst 
übergehen muß, indem ihre einzelnen Linearfaktoren U, mit E, 
multipliziert wiedererscheinen. Aber im allgemeinen ist diese Substi- 
tution keine Automorphie; nämlich ihre Koeffizienten sind nicht ganz- 
zahlig, da diejenigen von 5” es nur sind, wenn der Modul von 8 
gleich + 1, d.h. die Form F von gleicher Invariante wie die Haupt- 
form ist. Wenn somit nicht jeder eigentlichen Automorphie von F, 
auch eine solche von F' entspricht, so gilt doch das Umgekehrte, 
denn der Einheit E, welche einer eigentlichen Automorphie T von 
F entspricht, gehört ja auch, wie gezeigt, eine solche 7 von F, zu. 
Und zudem ist 


(50) en 


denn diese zusammengesetzte Substitution führt, ebenso wie T, jeden 
Linearfaktor U, von F'in E,: U, über, und eine derartige Substitution 
ist, wie schon bemerkt, nur eindeutig bestimmt. 

Nun kann es nicht mehr als A unabhängige eigentliche Automor- 
phien von /" geben, d.h. wenn T,, T,,..., T, mehr als A solcher 
Automorphien bedeuten, so gibt es ganze, nicht durchweg verschwin- 
dende Exponenten m,, Mg, ..., m, der Art, daß 


1 A 1.8 ER IR nn ” 


nämlich der identischen Substitution gleich ist. In der Tat gibt es 
solche Zahlen, für welche 


(51) Tm. Ton... Tm—=1 


ist, wo die 7, die nach der Formel (50) den T, entsprechenden Auto- 
morphien von F, sind; denn derartige Äutomorphien gibt es, da sie 
durch A fundamentale ausgedrückt werden können, nicht mehr als A 
unabhängige. Aus (öl) aber folst 
Tyra Tge Te 8 Tim. Tom 27m S-SESE 

Es läßt sich aber weiter zeigen, daß auch nicht durch weniger als 
A Automorphien T, jedes T ausgedrückt werden kann, daß also die 
Anzahl der fundamentalen eigentlichen Automorphien von 
F ebenfalls A ist. Um dies zu erkennen, nehme man die Form F 
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wieder in der Gestalt (21) au und verfahre bei der steten Reduktion 
der ihr nach (26) zugeordneten Form p in der folgenden besonderen 
Art. Man verstehe unter 7,, 73,..., 7, 81, Sg, - - -, S, irgendwelche 
reelle Zahlen, welche die Bedingung erfüllen 


(52) ne 29,0, 


und unter X eine gegebene Zahl, unter m K jedes ihrer Vielfachen. 
Werden dann die Parameter «,, ß, so gewählt, daß 
log eo; 
Sr 


en log B;ß; AK 
S; 


=1,2,.%.,8).1(a=41,2,..59) 


ist, so erfüllen sie die Bedingung (27). Die Substitutionen, welche 
für alle diese, den verschiedenen Vielfachen von ÄX entsprechenden 
Wertesysteme der Parameter die Form g reduzieren, werden, wenn X 
hinreichend groß und damit die erwähnten Wertsysteme hinreichend 
voneinander verschieden gedacht werden, eine unbegrenzte Reihe ver- 
sehiedener Substitutionen ausmachen, denen doch wie in Nr. 7 nur 
eine endliche Anzahl wesentlich verschiedener Linearformen R,,8,,8;/ 
zugehört. Demnach müssen unendlich vielen Vielfachen m K Substi- 
tutionen entsprechen, welche dasselbe System von Linearfaktoren und 
damit eine eigentliche Automorphie T der Form F' herbeiführen. Es 
seien m, X, m, K zwei solche Vielfachen und S,, S, die zugehörigen 
Substitutionen. Unter Beibehaltung der Bezeichnungen von Nr. 7 
entsprechen den Substitutionen S,, S, die beiden reduzierten Formen 


Mu 


> a E R? +2 5 'em a PLN 8,8, 


[7 


5 
> em Kri y &, BR + 2 > ei Ksi. NaNie 3,57. 


i=l er 


Da in ihnen die Koeffizienten endlich beschränkt sind, so gilt dies 
insbesondere von den Koeffizienten von z,°, d. i. von den Ausdrücken 


Mi v 


- I — —# 
! Kr; 23 5% 9 y' m, Ks; 
>en U ET % NÄHE IE 


ii ii 
u $ v 
ß 2 2 K i 
MH rg: »2 Mas; , F < —= 
Der P 8, +2 Ye Me Ni2SiıSiı) 
i=1 i=1 


also auch von ihren einzelnen positiven Summanden; und da es nur 
eine endliche Anzahl Reduzierter in der Klasse von F gibt, also 
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F,1, 5;1 5;ı nur endlich viele verschiedene Werte haben können, auch 
von den Werten 
en m, Kr; Er NsKr; 
€ i 15 e 2 &;a 
a ir 


die auch zugleich eine untere Grenze haben, da sie durch die Glei- 
chungen 


Y 


- K 

an T7 

e? ou De 
[1 le” NT] 


el 
u 1 v 
— m, Är; 
| - | Ma KS an e 
e "E;a S e 2 ! Nahen 1 
s=ı vw 


miteinander verknüpft sind. Setzt man sie daher gleich A ,, A;s, DB, Dis 
bzw., so sind die Logarithmen dieser Werte endlich und 

lege, =—-*m Kr, +logA,., lege; =--;mKr,+log4, 
log 9,9: =— mKs,+logB,,, log Ulla =— mKs,+logB,. 
Also bestehen für die der Automorphie T zugehörige Einheit E die 
Gleichungen 

logE; = — z (m, — m,)Kr, + 1logA,, — log A,» 


55 e 
er logH,H; = — (m — m,)Ks, + logB, — logB,;,. 


Wäre nun diese Automorphie durch weniger als A fundamentale Auto- 
morphien T,,T,,..., T, mit den zugehörigen Einheiten E,, Es,...,E, 
ausdrückbar, so daß 

1 Be 1.8, 
also auch 

ee E,* . Fi,“ BL; E*e 


gesetzt werden kann, so erhielte man A + 1 Gleichungen für 
logE, und logH,H/, 
GELEISTET 


aus deren / ersten die o <A Größen E, eliminiert werden könnten, 
so daß sich eine Beziehung ergäbe von der Gestalt: 


v—] 


Do. logE,+ 2) D,- log H,H,/ = 0 


t==l A? 


mit nicht durchweg verschwindenden Ü,, D,, welche mittels der 
Gleichungen (53) in die folgende: 
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v—i v—1i 








u 
a (log 4,, - log A,,) | = log B,, —log B, 
DIE Aa E23; D;s; len m —m)EK D; (m, —m)K 


i—=1 i=1 i=]1 va: 


übergeht. Da nun hierbei X beliebig groß gedacht werden kann, 
so erschlösse man durch Grenzübergang eine Gleiebung 


v—1 


5 On, + > Ds =0, 


1 i=1 


während doch die r,, s;, in ihr beliebig annehmbar sind, da dann 
immer noch s, der Gleichung (52) gemäß bestimmt werden kann. 


Nachdem so die obige Behauptung erwiesen ist, seien 
(54) Ts 1,8. il, 
die A fundamentalen Automorphien für Fund 
(55) BEA BE 


die zu ihnen gehörigen Einheiten. Jede von diesen kann durch eine 
der Formeln (48a), (48b) mittels der Fundamentaleinheiten des 
Körpers X (z) ausgedrückt werden und umgekehrt jede der letzteren 
und folglich auch jede Einheit E des Körpers als ein Produkt von 
Potenzen der ersteren mit rationalen Exponenten, und somit ist für 
jede Einheit E des Körpers eine gewisse ganze Potenz E” in der 
Gestalt EL mh.Eh... Eh 


mit ganzzahligen Exponenten darstellbar. Ihr gehört also die eigent- 
liche Automorphie TEE AHETO Ta 
EAN ge SB U ZE 


von F' zu. Ist nun 7, die der Einheit E entsprechende eigentliche 
Automorphie von F',, so ist 7,” diejenige, welche E” entspricht, die 
also der Automorphie T nach der Formel (50) zugeordnet ist. Man 
findet daher Teer 2 EN 


und demnach den Satz: 

Entspricht zwar nicht jeder eigentlichen Automor- 
phie der Hauptform F, auch eine solche der Form F, so 
gibt es doch immer eine gewisse Potenz der ersteren, der 
eine solche zugeordnet ist. — 
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Dreizehntes Kapitel. 


Die quadratischen und kubischen Irrationellen. 


1. Die allgemeinen Betrachtungen des vorigen Kapitels sollen 
jetzt an einfachen Beispielen noch eingehender erläutert werden. 

Im Falle » = 2 handelt es sich um die binären quadratischen 
Formen mit ganzzahligen Koeffizienten 


re F(x,y) = aa? + 2bxy + cy.. 


Wir beschränken uns auf die Betrachtung von solchen mit positiver, 
nicht quadratischer Determinante 


(2) D=b?’—.ac. 


Derartige Formen sind stets zerlegbar in das Produkt 


(3) F(e, Yy) =d (X = 9,%) (X x, © Y), 
worın 

red pas 
(4) ee a 


konjugierte, dem quadratischen Zahlenkörper K(YD) angehörige Te- 
elle Irrationellen sind. 

War nun ® eine reelle Irrationelle, so wurden die Me 
Minima der quadratischen Form 


(8) fa, y) = (® - ay)’ + Ay 

bei stetig abnehmendem Parameter A (s. Kap. 2, Nr. 14) erhalten, 

wenn x, y den Zählern und Nennern der aufsinähdrfäige nen 

Näherungsbrüche des gewöhnlichen Kettenbruches für & gleichge- 

setzt wurden. Bei Reduktion der Form für irgendeinen Wert des 
7, FABEE 

Parameters A mittels einer unimodularen Substitution ( ) ist 

aber der erste Koeffizient 

(r-og’+rql 
der neuen Form der diesem A entsprechende kleinste Wert der Form 


f(x, y), und folglich ‘— einer jener Näherungsbrüche. Nun seien 


AA Arte Werte des Parameters, denen die aufeinander- 

enden Minima der Form f(x, y) entsprechen und ... ee 
‚ 0 

Ba erde zugehörigen aufeinanderfolgenden Näherungsbrüche. 


Jene Parameterwerte sind dann auch diejenigen, für welche jedes- 
mal eine neue Reduktion der Form f(z, y) erforderlich wird. So 
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entsteht eine unbegrenzte Reihe unimodularer Substitutionen ... S,, 
S,S’,..., welche jenen Parametern entsprechen, und es seien 


x De 
S (9 n mittps —gqr =1 


F Br . BR: : 
S-|, „Jmtps—dqgr=1 
9,58 


die zu A, A’ gehörigen beiden. Jede von ihnen ist eindeutig be- 
stimmt. Denn durch A sind zunächst p, q festgelegt; ist aber r, s ein 
zulässiges Wertesystem, so könnte jedes andere nur von der Form 
r+hp,s+hgq sein, wo h ganzzahlig ist; wenn nun die Form f(x, y) 


4 Y j 
durch e ) in eine reduzierte Form (A, .B, ©) übergeht, in welcher also 


| AH | au N TEBAANTI 
B zwischen + „liegt, so geht sie durch die Substitution ne 


in eine Form (A, B’, 0’) über, in welcher 5’ = B+NhA, also nicht 
mehr zwischen + — enthalten ist, die folglich nicht mehr reduziert 


wäre. Dies vorausbemerkt bestehen nun, unter & die mit passen- 
dem Vorzeichen genommene Einheit verstanden, die Beziehungen 


pa —pga=s M-PH=—E 
Daraus erkennt man leicht, daß 
(6) PED, 5 E&g 
sein muß. Der Parameterwert A’ ist nämlich dadurch bestimmt, daß bis 
zu A=4 hin (p— og)°+ A’gi, von A=X anaber (g — og’) +4’g” 
das Minimum der Form f(x, y) ist; für A= 4 besteht mithin die 
Gleichung 


BZ og rag (pol) Frtg®, 
und für jedes ganzzahlige System x, y ist 
@—- oy’ + > ag)’ + Arg®, 
insbesondere also, unter ö die positive oder negative Einheit ver- 
standen, [pp —o (da +4? (dg - g)* 
> (pP — ag)’ +A°g?, 
ag’ +4 >20 (pad — ag) +Agg). 


d.h. 


Wenn also die Gleichungen (6) gelten, ist in der aus f(x, y) durch 


die Substitution $ entstehenden Form (A, B, C) noch für den 
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Grenzwert A = 4’ des Parameters A der Minimalwert und 
2|B|<A, 


die Form also noch reduziert; die Substitution 


g,€q 
ist daher bis zu A= 4 hin die eindeutig bestimmte reduzierende 
Substitution. Desgleichen 


Una 
S, N (Or N 
9%, —8q 


für das Intervall bis A = A hin. 
Seien die entsprechenden reduzierten Formen /,, f. Dann erhält 
man offenbar f aus f, durch die zusammengesetzte Substitution 


(& €g, 8) (o ”) -( 0, € 
ER, g,..q 2, Ed Do) 


Nun ist ‚ ’ 
PAIR + Po 02 99 + I; 


wo g eine positive ganze Zahl, nämlich der dem Näherungsbruche 


n entsprechende Teilnenner des Kettenbruchs für & ist. Daher 


nimmt die Substitution, welche /, in f verwandelt, die Gestalt an 


04% 
r-( ) 
ren! 


So ergibt sich also eine unbegrenzte Reihe von Substitutionen 


M) Trage a = eA 


in welcher die g, die aufeinanderfolgenden Teilnenner des Ketten- 
bruchs für © sind und durch welche die bei der steten Reduktion 
der Form f(x,%y) auftretenden aufeinanderfolgenden Reduzierten jede 
in die nächstfolgende übergehen. Demnach ist eine etwaige Periodi- 
zität des Kettenbruchs mit einer Periodizität in der Reihe jener Sub- 
stitutionen 7’, identisch. Dies stimmt vollkommen mit den Betrach- 
tungen in Kap. 2, Nr. 9 und 11, die in der Tat auch nur in der Auf- 
fassung von den hier entwickelten verschieden sind. Man schließt 
nun aus den Ergebnissen der letzteren, daß dasbekannte Kriterium 
für quadratische Irrationellen jetzt auch folgendermaßen gefaßt 
werden kann: 
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Damit eine reelle Irrationelle »© Wurzel einer quadra- 
tischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten sei, ist 
notwendig und hinreichend, daß die Reihe der Substitu- 
tionen, welche die bei steter Reduktion der Form 


(x — oy)? + Ay? 


für alle Werte des Parameters A auftretenden aufeinander- 
folgenden Reduzierten jede in die nächstfolgende über- 
führen, periodisch sei. 

2. Wir stellen nun der Form F'(x, y), wie im vorigen Kapitel, die 
positive quadratische Form 


(8) p (2, y) = (x — o,y)’ + (x — 0,y)’ 
an die Seite und reduzieren die letztere für alle unendlich abneh- 


menden Werte des Parameters A. Geschieht dies für einen Wert von 
i durch die unimodulare Substitution 


= 0X 2 By), ze yX - dy, 
so geht p(z, y) — vgl. Kap. 3, Nr. 1 — über ın 


@) vw, y)- (rot: gay) 
wo ER. ’ ‚ IND 2) ’ ei eg 
ya,y)-W@—- a y’ tray) 
8 
(10) a re 
und o,', ©, durch die Beziehungen 
_ «0, + _29 +Pß 
Tyt MTy + 6 
oder 
ER ERENITDRNCHERTGE 
(11) DNB EN RATES Ye 


bestimmt sind. Gleichzeitig verwandelt sich die Form F(z, y) in 
die äquivalente Form 


(12) Fa, y)=-d(@—-oy) @—oY), 
in welcher 
(13) a = a(e — 0,7) (a — @7), 


und deren zugeordnete positive quadratische Form 9’(x’, y’) ist. Die 
Determinante der einander äquivalenten Formen p, ı ist 


(0 + Po’ (1 +2) (0’+ Po) = Mo, ont ar 





Da nun % reduziert ist, was wir im Lagrangeschen Sinne denken 
wollen, so bestehen, wenn y = (A, B, C) gesetzt wird, die Ungleich- 
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heiten 


ı _ 1/16Di: 441/D EB 241/D 
a<Vor-ayn iBiz4a<ty2 


und wegen AU=PB?+ — die weitere 





Ali 


Andererseits ist h { % 
A= (0 0)! + 4a — 0,9)) 


= (B- 010)? + 3 — 08)} 


woraus 3 
(«, — @,Y7)° «Alle — 9Y)< (5 5) , 
also 
f 4D 
(14) a\=lal-(e- 07) @-ap)<V'z, 
ie aa? <A, (B-Wöl<Q, 
also 
nr ray) (Bd) |<YVAC, 
ei; 


I, f D 
al 07) B- 0,0) <4Y > 


| D 
aa - 0,7) 6-08) <4YZ 


hervorgeht. Den Gleichungen (11) zufolge sind die letzten zwei 
Ungleichheiten nichts anderes als diese: 


I ! A D 14 Y4 , D 
«0 <4V2, 0,1 <aV2. 


Setzt man also 


und ebenso 


Fa,y)-aa’+2bay +cy®, 
ob HVB kr d UM 


ee rang Pre 0, = Be ; 


mithin 


so liegen die Ausdrücke — 5 + YD, während a‘, b', c' ganze Zahlen 
bedeuten, für jeden Wert von A zwischen £ ıV2; zufolge 


dieses Umstandes und der Ungleichheit (14) können daher a’, b', also 
auch ®,', ©, nur endlich viele verschiedene Werte haben. Reduziert 
man daher @ für alle Werte von A, so wird man, da y nur in einem 
endlichen Intervalle für A oder A’ reduziert bleiben kann, für zwei 
hinreichend verschiedene Werte A,, }, des Parameters auf zwei redu- 
zierte Formen von der Gestalt 


v8, y) = (a, 99) - [a - Ay) + Ara %Yy)] 
v2, y) = (e, — 9,91)? [a — Ay)’ + A, (a — 9, Y)°] 
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mit gleichen Wurzeln 2,, 2, stoßen müssen, in denen },, A, durch 
die Formeln 


r 3 2 
un 17 77 Fi®r 2 HE 2 
re (I en (are, 


Hz »PıPı ET IR 
mit A?, also durch die Formel A,?—= 1? . A, worin 


Be Pa) 
(@,, ey @,) (@, > > Y;@;) 





gesetzt ist, miteinander verbunden sind. Bestimmen dabei die Un- 
gleichheiten u > A, > v das Intervall des Parameters A, für welches 
%, reduziert bleibt, so bestimmen diese anderen: ku > A, > kv das- 
jenige, in welchem %, es bleibt. Man darf annehmen, daß k <1 seı. 
Wenn nun A, bei Abnahme des Parameters kleiner als v» und somit 
eine neue Reduktion erforderlich wird, so wird die Substitution, wel- 
che dies für », leistet, wegen der Übereinstimmung ihrer Wurzeln 
2,, 2, mit denen von %, für Y, offenbar dasselbe bewirken, und da 
eben wegen dieser Übereinstimmung die neuen zwei Formen in der- 
selben Beziehung zueinander stehen werden wie %, zu %,, so erhält 
man von »%, aus die gleiche Reihe reduzierender Substitutionen wie 
von », aus, und da notwendig in der ersteren Reihe sich eine be- 
findet, welche zur Form %, führt, so besteht von y, an die Reihe der 
reduzierenden Substitutioren aus einer endlichen Anzahl von sich 
periodisch wiederholenden Substitutionen. So findet man den Satz: 

Sind @,, @, die Wurzeln der ganzzahligen quadratischen 


Form F(a, y)= ar? +2bay+ ey? 


mit positiver Determinante oder, was dasselbe sagt, zwei 
konjugierte reelle quadratische Irrationellen, so ist die 
Reihe der Substitutionen, welche die bei steter Reduktion 


der Form p(«, y) ee (2 — 0,%)” + 2? er == 9,%)° 


auftretenden heduzierten der Reihe nach ineinander über- 
führen, periodisch. 

Man kann dies anders ausdrücken. Nennt man die Größen o,, ®, 
den Stamm von und zwei Formen, die sich nur durch den Wert 
des Parameters sowie etwa durch einen positiven konstanten Faktor, 
der ja bei der Reduktion gleichgültig ist, voneinander unterscheiden, 
Formen gleichen Stammes, so ist gezeigt, daß unter den bei 
steter Reduktion von @ auftretenden Reduzierten sich zwei For- 
men %,, ı, gleichen Stammes befinden müssen; die nächsten aus 
ihnen durch dieselbe Substitution entstehenden Reduzierten sind 
dann offenbar wieder gleichen Stammes usw. Da man nun auf 
solche Weise von », aus schließlich zu ı», gelangt, so findet man: 
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Wenn @,, ©, zwei konjugierte reelle quadratische Irra- 
tionellen sind, so besteht die Reihe der bei steter Reduk- 
tion der Form pg auftretenden Reduzierten aus einer un- 
endlich oft wiederholten Periode von Formen, deren ent- 
sprechende Glieder Formen gleichen reellen Stammes sind. 

Dieser Satz läßt sich umkehren und bezeichnet demnach 
einen arithmetischen Charakter jedes konjugierten Paares re- 
eller quadratischer Irrationellen. Denn, ist die Reihe jener 
Reduzierten in dem bezeichneten Sinne periodisch, so treten in ihr 


@& 
zwei Formen %,, », gleichen Stammes &,, 2, auf, und ist ( i ,) 
Y; 
die Substitution, welche », in y, überführt, so bestehen die beiden 
Beziehungen 
5 Bee Pal 2, — ri schl 
‚2, +0 
denen zufolge 2,, 2, die beiden Wurzeln einer quadratischen Glei- 
chung mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Da aber ®,, ©, mit ihnen 
bzw. äquivalent sind, so müssen auch ®,, ®, solche Wurzeln, d. h. 
zwei konjugierte reelle quadratische Irrationellen sein. — 
3. Der nächste Wert n=3 führt zu den kubischen zerlegbaren 
Formen mit drei Unbestimmten. Sei 


(15) F(u) = 0 
eine irreduktible Gleichung dritten Grades in u mit ganzzahligen 


Koeffizienten und mit den Wurzeln ®,, ©, ©. Wir betrachten dann 
die Form 





(16) ln Y; 2) ur f(@,) 2 f(@3) ; (®;), 
Bor fo)=2+oy+o}s 
(% A 1, 2, 3) 


gedacht ist. Sie bezeichnet, wenn die Unbestimmten ganzzahlig ge- 
wählt werden, die Norm einer komplexen ganzen Zahl des Körpers 
K(u). Die Reduktion soleher Formen auf Grund der Hermiteschen 
Methode (s. Journ. f. d. r. u. a. Math., Bd. 40, 5. 286/9) ist von Leon 
Charve in einer großen Arbeit (Thöses pres. & la fac. des Sc. de 
Paris, 1880) sehr eingehend behandelt. Darin hat er sich auf eine 
Art der Reduktion ternärer quadratischer Formen gestützt, welche 
von Selling (dasselbe Journ., Bd.77, S. 143) angegeben und von der 
im Kap. 6 eingeführten wesentlich verschieden ist. Da wir ihrer auch 
an späterer Stelle bedürfen werden, müssen wir zunächst hier ihre 
hauptsächlichsten Gesichtspunkte klarlegen. 
Ist 


(17) f(@, y, 2) = aa? + by? + ce? +2gy2 + 2hzax + 2kzy 
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eine positive ternäre quadratische Form, so führe man durch die 
Gleichungen „ı , 1% + Demo 

ce+g9g+h+rn=(0, d+il+m+tn=(, 
aus denen sich 
d=a+b+c+2g9+2h+2k=f(1,1,) 
ergibt, vier neue Größen !, m, n, d ein. Setzt man dann 
(18) | f(@, Y, 2, t) Su 
g(y— 2)’ — ha a)’— ka y)’— Kart’ m(iy—H’— nk}, 
so findet man sogleich 


(19) ,y,,)=-f&k@-4y-b2-—i), 
insbesondere also 
(19a) f(& Y, 2, 0) =; f(&, Y, 2). 


Zu kurzer Bezeichnung werde die quaternäre Form f die Variierte 
von f genannt. Werden die Unbestimmten x, y, 2, t ganzzahlig, ge- 
dacht, so stellen beide Formen dieselbe Gesamtheit von Zahlen dar; 
denn einerseits entsprechen den ganzen Zahlen z, y, z, t auch ganze 
Zahlen &=r—t, n=y-t, &=2-—1, andererseits aber ganzen 
Zahlen &,n,& nach willkürlicher Annahme einer ganzen Zahl t 
auch ganze Zahlen x, y, 2, durch die Gleichungen E=x-.1, 
n=y-t, &=z-—1, und somit folgt die Behauptung aus der Be- 
ziehung (19) zwischen den beiden Formen. 
Nun gehe f durch die unimodulare Substitution 

| z=0oX+«Y+uo"Z 

(20) | y=-BX+PßY+P’Z 
z=yX+yY-+y’Z 

in die äquivalente Form g(X, Y, Z) über, und es sei 9(X, Y,Z,T) 
die aus g ebenso wie f aus f gebildete Form. Dann verwandelt sich 
f wegen (19) durch die Substitution 


z—t=«(X—- T)+«(Y—- T)+oe(Z—-T) 

a Ne kur BF) 
a u A N A Er 
r 9X —-T, Y-TZ- N=I(X,Y,Z,T), 
und / durch die Substitution 

z=a(X—- T)+ta(Y- N+eZ—-T) 

VE BCE TR (ZT) 

AN EENE MH YNZ-T, 
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endlich also f (x, y, 2, £) durch die Substitution 
z=«(X-T)+o(Y—- T+e(Z—-T) 
VER DH CH 74 Be 

sry N Hr Dr 

t=0 





(21) | 





in dieselbe Form 9 (X, Y, Z, 7). Die letzte Substitution läßt sich 
folgendermaßen schreiben: 


y-BX+BY+B’Z+ BT 
er 
Ehen 


| zs=0aX+«@Y + ZHtoe”T 
(21a) 


wenn man «, ß", y durch die drei Gleichungen 

ae + tete” =0 
(21b) A 

ÜyarHr 470 
bestimmt. Da aber in / nur die Differenzen &—t,y—t, 2—t auf- 
treten, kann man die Substitution (21a) auch durch die folgende 
ersetzen: se TIL ZET 
y-hA+AF+BZ+ BT 
= yAtrıFfrnZrnT 
t=06,X+09,Y+9,Z+6,T, 





(21e) 





in welcher d,, ö,, Ö,, ö, beliebige ganze Zahlen und 
= +d, = PP+I, n=r9 +6, 
Bald, 
zu setzen sind. 

4. Dies vorausgeschickt, definieren wir nun nach Selling 
die Form f als eine Reduzierte, wenn in ihrer Variierten 
f sämtliche Koeffizienten g, h, k, l, m, n negativ oder Null 
sind. Es ist dann zu zeigen, daß in jeder Klasse äquivalen- 
ter Formen f wenigstens eine Reduzierte zu finden ist. Zu 
diesem Zwecke bemerken wir zunächst die aus den Gleichungen, 
durch welche /, m, n, d bestimmt wurden, folgende Beziehung 


-— - (g+h+kt+itmtn, - SrIre ER 


Nr. 4. Jede Klasse enthält eine Reduzierte 417 


Es seinunf keine Reduzierte, also mindestens ein Koeffizient in f po- 
sitiv; da es offenbar gleich ist, von welchem wir dies voraussetzen, 
so sei etwa 9>0. Dann führt die unimodulare Substitution 


= —-UH+tt, y-=—yHl, z=—- (+47, t=0 
die Form f in die folgende äquivalente: 
f=-u@ —-y—-fH+l)” —h(z7 —t)” —k(a — y'): 
— I - MW — m(yYV ti’ — nl — a), 
d. h. mit Rücksicht auf die Identität 
Ey Et) --Y-NYt+E@- N +@y) 


‚din -@-M4HW N +@- N) 
ın die Form 


ee ot Te, (gtk (ey) 
+9 -y@-f’ -tHm)yW-N-Wrh(@—t)} 


über. In dieser Form ist die der Summe s analoge Summe s’ aller 
Koeffizienten ERS NER 
also verringert. Wären nun in f’ noch nicht alle Koeffizienten nega- 
tiv oder Null, so könnte man daraus eine neue Form f” herleiten, 
in welcher die analoge Summe s” wieder kleiner wäre, usw. Man 
erhielte so eine Reihe von Formen f, f, f",..., die nicht unbegrenzt 
sein kann. Denn, heißt 7(X, Y, Z, T) irgendeine der Formen, sind 
ABGDGHK,LM,Ndie ab,.cd,qg,h, kl, m,n ent- 
sprechenden Koeffizienten und ist (21a) die zusammengesetzte Sub- 
stitution, durch welche man unmittelbar von f zu 7 übergeht, so 
wäre nach Voraussetzung 


HE Koll Mur N grund pen 


und A=f(e, ß,y), B=f(a,ß,r), 
= f(e”, ß”, Bu, D= Fiss % B:; Y)- 


Da diese Koeffizienten positive, durch die vorige Ungleichung be- 
schränkte Werte sind, so ist bekanntlich auch die Anzahl der sie durch 
f darstellenden Zahlen «, ß, y; «, $', y'; ... eine beschränkte und 
somit auch die Anzahl der zulässigen Substitutionen (21a) sowie 
der durch sie entstehenden Formen, d. i. die gedachte Formenreihe 
nur endlich. Man kommt sonach notwendig auf eine Form 7, deren 
sämtliche Koeffizienten negativ oder Null sind, d. h. auf eine redu- 
zierte Form g in der Klasse von f. 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 27 
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Es ist von Bedeutung, daß in jeder Klasse von Formen nur 
eine solche Reduzierte vorhanden ist!), und man findet dafür 
bei Charve (S. 14—18) den Beweis; doch bedürfen wir dieses 
Satzes hier für unsere Zwecke nicht weiter. Indem wir also nur 
auf jenen Beweis hindeuten, bemerken wir noch, daß dort auch eine 
neue Begründung für den zuerst von Gauss bestätigten Satz von’ 
Seeber (s. Kap. 6, Nr. 9) zu finden ist. 

5. Nunmehr müssen wir zwei wesentlich verschiedene 
Fälle unterscheiden und getrennt behandeln. Entweder hat 
. die irredüktible Gleichung (15) nur eine reelle Wurzel o, und, 
zwei konjugiert imaginäre Wurzeln ®,, ®,, oder alle ihre drei 
Wurzeln sind reell. Wir wollen drei Größen ®,, ®,, ®,, von 
denen keine einer Gleichung ersten oder zweiten Grades mit ratio- 
nalen Koeffizienten Genüge leistet, kurz ein Tripel nicht qua- 
dratischer Irrationellen nennen. Sind sie zugleich Wurzeln 
einer gemeinsamen kubischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten, 
so heiße das Tripel ein kubisches, und zwar der ersten oder der 
zweiten Art, je nachdem nur eine der drei Größen oder alle drei 
reell sind. ga 

Wir behandeln jetzt zunächst den ersten Fall der Glei- 
chung (15), setzen also ®,, ®,, ®, als ein kubisches Tripel erster 
Art und etwa o, als reell voraus. Der kubischen Form F'(z, y, 2) 
stellen wir die ternäre positive quadratische Form 


d. ı. pa, Y, 2) 3 fo)" +4: f(@,) f(@;), 


(23) p(®, Y, 2) 
= (2 +0,44 0,2)” + A(c+@,4y+ 0,2) (+ @,y-+ @5°2) 

an die Seite und bewirken in der von Hermite angegebenen Weise 
die Reduktion von F(x, y, z) durch die stete Reduktion von p für 
alle Werte des reellen Parameters A. Wir wollen dabei die Reduk- 
tion der quadratischen Form in dem früheren Seeberschen Sinne 
verstehen. Ist dann für einen bestimmten Wert des Parameters A 
nicht reduziert und demnach (x, y, 2) nicht selbst schon eine Re- 
duzierte ihrer Klasse, so sei 


AED 4 


on +ay+tarz, y-=ßBe+ßy+Pßz, 2z=yatyVtyr 
eine unimodulare Substitution, durch welche g reduziert wird. Die 
so aus @ hervorgehende reduzierte Form ist 
(24) v(@,y,2) = (Pio)a + Pio,)y + P@)e)° 
+ 4°(P(o,)«' + PXo,)y' + P"(@,)2')- (P(o,)2’+ P'o,)y + P’(@,)2), 
1) Hierbei werden zwei Variierte, welche sich nur durch eine verschiedene 
Anordnung ihrer Koeffizienten unterscheiden, als identisch angesehen. 
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worın 


(Pod-e tab toi 

PFo@)=ed+oPß+ 0, y 

Pra)= «+08 +07" 
G=1,2,.3) 


(25) 


gedacht ist. Wir setzen ferner 
| = Po, rA’,P. (0, (e,) 
(26) A = P’ (o,) HR?-P’ (w,) P’ (o,) 
| ar rm) Fur. (m) P’(o,); 
diese positiven Größen sind die Hauptkoeffizienten, d. h. die Koeffi- 


zienten von x, y°, 2” ın der reduzierten Form %. Demnach ist U 
der kleinste von ihnen, und nach dem Seeberschen Satze ist 


AWAT<ZA, 
wenn A die Determinante der äquivalenten Formen @, & ist; diese 
aber findet man gleich 


2 
1,/0,,'0, 


a | =] 
4 * 19 05, 05” RZ 2; 
an eo Fi 
wenn D die Diskriminante der kubischen Gleichung bedeutet. Also ıst 
ee Eee 
folglich e. 
47) 
| . 
Setzt man 
P (o,): Pio,): P(o,)—-B 
(28) | P’ (®,): P(®,)- P(o)=Q, 
P"(o,):P(o,):- Pioo,)=-NR 


so sind PB, Q,, AR, von Null verschieden, da keiner der Faktoren, 
aus denen sie sich zusammensetzen, verschwinden kann. Da ferner 
aus der ersten der Formeln (26) 


nr 1*D 
es 
erschlossen wird, so folgt daraus 


(29) ir (ne 
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Zudem ergeben sich aus (26) die Ungleichheiten 
Po) <W, 2 P(o,)P(o) <A, 
also mit Rücksicht auf (27) und auf die Ungleichheit X <W” die 
folgende 14D 
14. P’(0,)’ P(o,)’ P(o,? <WW< 
und demnach 
D 
(292) 81<V?- 
Ebenso ergibt sich = 
D 

(29b) IRı<V2. 
Nun sind die Ausdrücke Q,, RW, ganze Funktionen von o,, die als 
solche geschrieben werden können, wie folgt: 
(30) a,=a+tga+gfa, Rhertratrio,; 
sie sind reell und ihre Koeffizienten rationale Zahlen, deren Nenner 
ebenso wie der von ® eine durch den höchsten Koeffizienten der 
Gleichung (15) fest bestimmte Zahl ist; wegen (29a) aber darf man, 
unter & einen Wert verstehend, der absolut kleiner als 1 ist, 
© ’ [2 ö D 
(31) a+do +d’a®t=e: VA 
setzen. Bezeichnen ferner Q,, Q, die Ausdrücke 

P’(®,) : P(@,) : P(w,) 

P'(o,): P(o,):P(®), 


d. i. die Funktionen 
rat, +9 +, 
welche einander konjugiert imaginär sind und deshalb in der Gestalt 
De MNONE En 
mit 0 > Ö geschrieben werden können, so ergibt sich die Gleichung 
oe — P (m): P'io;): P(o,)- PB. 
Andererseits geben die Formeln (26) die Ungleichheiten 
»?. P(0,)- = P(o)?: 2 P(o,) P(o,) Z($) 
PR): P fo, A 


denen zufolge aus der vorigen Gleichung 


und 


ne also oe < 62 


2 
Bes Yen 2y2 
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hervorgeht. Man darf daher, unter 7 wieder einen absolut unter 
1 liegenden Wert verstehend, 


4 „ D \ 
a u Fe iR nV. 
[4 [40 D . 


setzen, und diese Formeln zusammen mit (31) lassen erkennen, daß 
die Zahlen g, g’, q’ in endliche Grenzen gebannt und daher nur in 
endlicher Anzahl vorhanden sind. Dasselbe findet sich in ganz ähn- 
licher Weise für die Zahlen r, r’, r”. 

Nun läßt sich %, wenn 


BE 
(32) = Pia) 
gedacht wird, in folgender Gestalt schreiben: 
(33) v(a,y,2)— P(o,) De £) 


D 


nr (er rer] 


welche also die gemeinsame Gestalt aller durch stete Reduktion von 
p hervorgehenden Reduzierten ist. Die darin auftretenden Größen 
PD, DD, D,, Rı, R,, R, oder die rationalen Zahlen B, g, g’, g”, 
r,r,r” mögen wieder kurz als Stamm der Form ı% bezeichnet 
‘ werden. Da sie nun nach dem zuvor Bewiesenen nur endlich viele 
verschiedene Werte annehmen können, erschließt man, daß in der 
unbegrenzten Reihe reduzierter Formen sich gewiß einmal zwei 
Formen %,, ı, vorfinden müssen, die gleichen Stamm aufweisen, sich 
also nur im Werte von A’ und im Faktor P(o,) voneinander unter- 
scheiden. Je zwei solche Formen nennen wir Formen gleichen 
Stammes. Sind ihre Parameter A,, A, <A, und P,(o,), P,(w,) die 
zugehörigen Werte von P(o,), so hat man die Beziehungen 


a rare Mia Parken: 
Be a Bela)? 2 
also A,’ = 0?A,?, wobei 


ER E n(@,)° 

Pr(@,)” 
ist. Dem Intervalle u bis v < u des Parameters A,, in welchem », 
reduziert ist, entspricht das Intervall Cu bis Üv für den Parameter 
A,, in welchem %, es ist. Man bemerke nun, daß der Stamm einer 
Form, die aus einer Form % durch eine lineare Substitution ent- 
steht, offenbar außer von dieser Substitution nur vom Stamme von 
% bestimmt wird; zwei Formen gleichen Stammes liefern also bei 


e a: 
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gleicher Substitution wieder zwei solche Formen. Wenn aber bei steter 
Abnahme des Parameters A, die Form »%, aufhört, reduziert zu sein, 
und daher eine Substitution 8 erforderlich wird, durch welche aus 
%, eine neue, in einem gewissen Intervalle » bis og <» des Para- 
meters reduzierte Form %, ,, hervorgeht, so verwandelt dieselbe Sub- 
stitution S die Form %, in eine Form %,, ,, die für ein entsprechen- 
des Intervall des Parameters reduziert bleibt. Dem Gesagten zufolge 
werden %,,, und %,,, wieder Formen gleichen Stammes sein, für 
welche daher die gleiche Betrachtung wiederholt werden kann. Da 
man aber beim Fortgange derselben von %, aus notwendig einmal 
auf die Form »%, geführt wird, tritt in der Reihe der reduzierenden 
Substitutionen von der Form Yy, an eine Periodizität ein. Man ge- 
langt demnach ganz wie bei den quadratischen Formen zu folgender 
Aussage: 


Für jedes Tripel kubischer Irrationellen erster Art ist 
die Reihe der Substitutionen, welche die bei steter Reduk- 
tion der Form g entstehenden Reduzierten der Reihe 
nach ineinander überführen, periodisch. Oder: 


Ist ein nicht quadratisches Tripel mit einem reellen HEle- 
mente », und zwei konjugiert imaginären Elementen o@,, 
o, ein kubisches Tripel, so weist die Reihe der Reduzierten 
der Form p eine periodisch wiederkehrende Reihe ratio- 
naler Stämme auf. 


6. Derletzte Satzistumkehrbar und gibt demnach einen 
arithmetischen Charakter eines jeden kubischen Tripels erster 
Artganzanalog demjenigen für ein Paar reeller quadrati- 
scher Irrationellen. In der Tat, sind @,, ®,, @, drei Irrationelle, 
deren erste reell, die beiden anderen konjugiert imaginär sind, wäh- 
rend eine Gleichung 


(34) A+ Bo, + Co? =0 


mit rationalen Koeffizienten für keinen der Werte: = 1, 2,3 statt- 
finden kann, so sei To 


die kubische Gleichung, der sie als Wurzeln genügen. Ist dann @ 
die aus ihnen gebildete positive quadratische Form und ist die Reihe 
der durch stete Reduktion von p für alle Werte des Parameters A 
gebildeten Reduzierten von der angegebenen Beschaffenheit, so gibt es 
zwei Reduzierte gleichen rationalen Stammes. Sei die Form (33), 
in welcher der zu (34) gemachten Voraussetzung zufolge die mit ®, 
DR, bezeichneten Größen nieht Null sein können, die eine von 
ihnen und | 
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KERN I 
U 


die unimodulare Substitution, durch welche sie in die andere über- 
geht, so bestehen, da deren Stamm derselbe sein soll, zwei Glei- 
chungen folgender Gestalt: 


”s [Ba +0 He = = (Bat DD +R;c) 
5) 

|Ra” +00’ Rd = = PBataı+ Re. 

(2.1, 2,8) 
- Aus ihnen ergibt sich für Q, durch Elimination von R, eine Glei- 
chung vierten Grades, deren höchster Koeffizient aber, wie man 
leicht feststellt, Null ist. Jede der drei als verschieden gedachten 
Größen!) Q,, Q,, Q, ist also Wurzel einer gemeinsamen ku- 
bischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten. Dasselbe gilt 
für die drei Größen R,, R,, R,. Demzufolge sind die einfachen 
symmetrischen Funktionen der Größen Q, QU,, U, sowie der 
Größen R,, R,, NR, rational. Wäre jetzt einer der Koeffizienten 
q’, r" gleich Null, mitbin Q, oder R, eine lineare Funktion von o, 
mit rationalen Koeffizienten, so folgte unmittelbar, daß auch ®,, @,, 
@, die Wurzeln einer kubischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten sind. Wir setzen deshalb jetzt g”, r” als von Null verschie- 
den voraus. 
Nun folgt aus den Ausdrücken der Größen DO, R, 


ı) D 
(gr mu gr) @, er q’r BT gr” + y Q, ee TR, 
( rw 1, 2, 3) ’ 





1) Da diese Größen von der in voriger Nr. bezeichneten Beschaffenheit 
der Stämme vorausgesetzt sind, so sind sie als verschieden voneinander zu 
denken, da sie es dort sind. In der Tat sind sie dort die Wurzeln einer ku- 
bischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten; hätte diese gleiche Wurzeln, 
so hätte sie einen Teiler mit ihrer Ableitung gemein, also jedenfalls einen 
rationalen Faktor ersten Grades; eine der Größen Q, wäre also rational, d.h. 
d=q=0, also Q, =D, =D, was nicht sein kann, da sonst die De- 
terminante von %, in deren Ausdruck der Faktor 

Be) 


| 


| 
| 





DO 
BP’ 
Be 
N BAR: 
8, 9, 
RR 


eingeht, fälschlich Null würde. 
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di = m+nd,+pf, 


(ie=.1,.2,8) 


mit rationalen Koeffizienten m, n, p, deren beide letzten von Null 
verschieden sind. Mithin ist 


+ +, 3ER AHA) FAR +) 
ein rationaler Wert. Jeder der beiden Gleichungen 

DI SH tg +S)+T (+ w+ m‘) 

RR AN, =Ir tr (a, +8, +09,)+r (0, + 0, + 05°) 


zufolge ist daher auch o,’+@,’+ ®,? und somit auch o,0;+ 0, 0;+ 9,0, 
einem rationalen Werte gleich. Da man aber für diese Summe 
den folgenden Ausdruck: 


sm: +2mn A, +, +9) +2 RM +R+N,) 
+ FO) FRE EN EN) 
FTP) RKR ER) - PAR N FON) 
erhält, so erkennt man auch 
s-yaR FAR ON, 
als einen rationalen Wert. Nun läßt sich dieser Ausdruck schreiben, 
wie folgt: 
e-r Ur +QO)+r(Qo, + Do, + Q;0;) 
+" O0’ + m’ + 0,0‘), 
desgleichen der rationale Ausdruck T = Q?+ Q,°?+ D,? in der 
an Tea + +) rl AR, + Do, + D,R,) 
+2 (Q,0’ +8’ + D,0,°), 
woraus sich auch nn 
=, +%+%)+g(o?’+ 9” +9,)+g(o,’+ ©” + 8°) 


und folglich auch ®,° + ©,° + o,’, sowie ®©,0,@, als rational er- 
gibt. Demnach sind ®,, @,, ©; Wurzeln einer kubischen Gleichung 
mit ganzzahligen Koeffizienten, die nach der zu (34) gemachten 
Voraussetzung irreduktibel ist, und bilden somit ein kubisches Tripel 
erster Art, w. z. b. w. 

Diese Betrachtungen haben aber zur Voraussetzung, daß 


FIREN FETEE 
VIENTEIEE 
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nicht Null sei. Daß dies jedoch nicht sein kann, ersieht man un- 
mittelbar daraus, daß 


(36) | gr -gqr=%B 
ist. In der Tat entstehen die Ausdrücke 
X= P(o,)« + P(op)y + Plo,)g‘ 
(37) |Y — P(o,)a’ + P(o)y + P’(o)z 
Z = P(a,)a' + P(a)y + P’(o)s 


oder 


1 ’ f [4 ' 
me Em Berry Hr Rz) 
« 1 9 [4 [4 ’ 
(37 b) ci PayPla) Br + Dey + R,z) 
1 ! [4 [4 
Az Be Pia Br + D,y + Rz) 
einerseits durch Zusammensetzung der beiden Systeme: 
X 0409, Y+9’2, F=Rt@Yot oo, Zt @Yot @g% 
2 (3) ax = ey Au az, Yo LER Bx = By + Ds, 2, ee yX + Yvy+ry'z, 
andererseits durch Zusammensetzung der folgenden drei: 


A 1 


A 1 ee 1 ru BEN, 
= 7@,)Püo,) — Po,) P(o,) 


= Po) Po) o 


3# 20) 


Pr. 


= to Yy+R’2H, Yan tayıt az, Hut @Y +82, 
pe rtgayHrds, n=dgytr?, 1=-gytrz; 
durch Gleichsetzung der zusammengesetzten Determinanten ergibt 
sich die behauptete Gleichheit. 

Man kann noch einwenden, daß die kubischen Gleichungen für D, 
oder R, vielleicht identisch erfüllt sind; doch läßt sich einsehen, daß 
dies nicht der Fall ist. Wäre es nämlich etwa die Gleichung für D,, 
so beständen die Beziehungen (35) bei jeder Annahme für D,. Setzte 
man also, unter 2 einen beliebigen rationalen Wert verstehend, 


EN, 
so erhielte man zwei Gleichungen, aus denen die folgende: 
Pla’ — a”) = N,(d"2? + (ce —d)z - €) 
hervorgeht, die sich auflöst in die drei anderen: 
Pla — a’2)=r ("+ ll" — We — ce‘) 
(38) 0 = r ("+ —d)2— ec) 
{ 0 = r"(b"R+ ("be - E). 
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Nun können nicht gleichzeitig r’, r” verschwinden!), da sont RW, =r 
rational würde, was zu einer Gleichung 


P’(o,)=x:P(o,), 


d. i. zu den Beziehungen 


7 r r 
Te, Ph re 
führte, den Modul der Substitution 


RETTEN OR 

| P, Bi, B 

a 
also zu Null machte, während er gleich 1 vorausgesetzt ist. Man 
schließt also aus den Beziehungen (38), daß 


b’r+lkl" bel =0, dA —adz=0 


sein muß. Da z ein willkürlicher rationaler Wert ıst, so ergeben 
sich folgende Gleichungen: 


Deore tele 
Dann nimmt aber die erste der Beziehungen (35) die Gestalt an 


PH -Ba+Qb+ Ne, 


woraus 
Pe —-a)=gb+rc, O=gb+rc O=g’b-+r’ec, 


alsod=0,c=0 und somit die Substitution 5 schließlich als die 
identische hervorgeht, ihrer Bedeutung zuwider. — 

7. Wir setzen jetzt den höchsten Koeffizienten der irreduktibeln ganz- 
zahligen Gleichung (15) gleich 1 voraus, eine Voraussetzung, der- 
zufolge B, qg, g,g, r,r,r” ganze Zahlen sein werden. Sei jetzt 
y(x', y', 2’) irgendeine Form in der Periode der Reduzierten, ® 
irgendeine der Formen gleichen Stammes wie sie und S die Substi- 
tution, durch welche sie aus y) entsteht. Schreibt man die letztere 
Form in der Gestalt 0, 

P va, y), 2) 

ELBE HONAR EN HERE HAN HR ERROR), 
so unterscheidet sich, abgesehen von einem anderen Werte des Para- 


meters, davon nur dadurch, daß der Multiplikator . 





- durch diesen 


anderen Eu? 


Ba+Qb+ Ne? 


1) S. die Anmerkung auf S. 423. 
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ersetzt ist. Hier ist Ba + Q,b +N,c, wenn darin für Q,, R, ihre 
Ausdrücke (30) eingeführt werden, eine komplexe Zahl von der Forın 

f(0,)=4A+ Bo, + (o,’ 


mit ganzzahligen Koeffizienten, und mit Rücksicht auf die Gleichungen 


(35) hat man ii 5 : 
ie en Ha 
R, To) Q Kr 





R SR Er a ar et 


aus welchen Gleichungen sich /(®) und deshalb auch ! En A = er- 
geben als Wurzeln der kubischen Gleichung 
La 2, b, C 
a od cc \—=-0 
a, bi, de 
mit ganzzahligen Koeffizienten, deren höchster gleich 1 ist, also als 
ganze algebraische Zahlen des Körpers K(w), und ferner, da 


ar De 
f(@,) f\®,) f f(o,) 264 ’ a 
E00 j08 er 

RT 


ist, als Einheiten dieses Körpers. Dabei ist Ko) eine Zahl 


A+ Bo, + &o,? mit ganzzahligen Koeffizienten. Denn aus den 
obigen drei Gleichungen folgen diese drei anderen: 


©: fo) +B o,flo,)+Y:@’flo,) = Flo,): P(o,) 

—=®B:. (a: P(o,) +b- P'o,)+ec- P’(o,)) 
©. fa)+Boflo)+r ne = f(@,): P'l@,) 

=®B: (a: Pio,) +b : P'o,) + € - P’(o,)) 
a fo) + B"- @,flo,) + y" @,’flo,) = Flo): P’io,) 

= B. (a’- P(o,) + 5”: P'(o)+c”- P”(o,)), 
durch deren Auflösung also auch f(®,) von der Form 

PA + Bo, +8o,?) 
mit ganzzahligen A, DB, & gefunden wird. 


Aus jeder Substitution, welche eine Form in der Periode 
der Reduzierten in je ein entsprechendes Glied einer spä- 
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teren Periode überführt, geht hiernach eine Einheit des 
Körpers von der Gestalt X\+ Bo, + Co,’ mit ganzzahligen 
Koeffizienten hervor. 

8. Auf solche Weise aber erhält man diese auch sämtlich. 
Um dies zu zeigen, bemerken wir zunächst, daß wegen (36) 


u A WR 
a Se IN 


dr — gr ‚a , 
N eure en 


0, = 


und die erste dieser Gleichungen in der Gestalt 


0: P(o,)—r : Po) tg’: P’lo,)= rtggartr :P(@,) 


geschrieben werden kann, woraus die Zahlen 
"y AR - y’ ar Rn Pa 'y RL. y’ 
q rk . &, Em re . e, a ki . PR 
: » » 
als ganz und folglich, da «,«, «” ohne gemeinsamen Teiler sind, auch 


A ag ”2_ als eine ganze Zahl erkannt wird. Dasselbe ergibt sich aus 


der zweiten der obigen Gleichungen für Elan Ei 9”. Ist daher 


F(o,)=U+ Bo, + Co? 


eine komplexe Zahl des Körpers X (o,) mit ganzzahligen Koeffizienten, 
so kann man ihr auch die Gestalt geben 


er F(o)=a+b- +eg = 

mit ganzzahligen a, b,c. Ebenso gelten Gleichungen wie die folgenden: 
2: Fo) + ta 
R Fo) + + 


mit ganzzahligen Koeffizienten. Da aber der ersteren von ihnen auch 
der Ausdruck 


B- P’(o,)F(o,) = a,P(o,) + b,P'(o,) +c,P’(w,) 
gegeben werden kann, so ergeben sich die Zahlen 
aa+ba +c«” 
aB+bPß +aP" 
ay+by +ap” 
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und folglich auch a,, b,,c, als ganze durch ® teilbare Zahlen B - a’, 
PB-b, Be und auf gleiche Weise aus der zweiten der obigen Glei- 
chungen a,, b,, c, als ganze durch ® teilbare Zahlen B- a”, Bd”, 
PB -c’, und demnach kommt 


[E Fo)-« ++. 


® 
R, 7 7 D, Z 
3 Fo) = a rl Sr 


Aus den drei Gleichungen (39) folgen aber F'(o,) und also auch F(o,), 
F(o,) als Wurzeln der ganzzahligen kubischen Gleichung 


(39) 


ar ur 


a—2 bb 


u, b’, cd’ —z 
und folglich ist 
NR | 
F(o,)F(o)F(o)=|a, b, © | 
a”, b”, C 4 | 


Ist also F'(®,) eine Einheit in X(o,), so wird diese Determinante 
gleich 1, und durch die unimodulare Substitution 


verwandelt sich %, da aus den Gleichungen (39) die Beziehungen (35) 
folgen, in eine äquivalente Form gleichen Stammes, die in einem ge- 
wissen — dem für % geltenden entsprechenden — Intervalle ihres 
Parameters reduziert, mithin ein der Form % entsprechendes Glied 
% einer späteren Periode sein muß; F'(o@,) ist diejenige Einheit, 
welche aus der Substitution 8, durch welche % aus % entsteht, her- 
vorgeht. 

9. Wir gehen nun dazu über, den zweiten der in Nr.5 un- 
terschiedenen Fälle zu behandeln, in welchem alle drei 
Wurzeln o,, @,, © der kubischen Gleichung (15) reell sind. 
In ihm ordnen wir der kubischen Form Fzx, y, 2) die folgende po- 
sitive quadratische Form zu: 


(40) p(z, Y, 2) | 
= (2+ 0,440,” +2 (2 + 0@Yy + 0°2)’ + u(C + @,Y + 0,’2)°, 


welche zwei positive veränderliche Parameter A?, u? enthält, und re- 
duzieren diese Form für alle möglichen Werte derselben. Durch das 
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Auftreten von zwei Parametern an Stelle des einen beim vorigen Falle 
verwickeln sich die Verhältnisse wesentlich, und es empfiehlt sich des- 
halb, eine geometrische Deutung einzuführen, um sie zu veranschau- 
lichen. Hierbei bietet aber Sellings Reduktionsmethode Vorzüge 
dar, um derentwillen wir jetzt, wie Charve, statt der Seeberschen 
sie benutzen wollen. 


Die Determinante der Form g ist 
Au? DD} 


unter D die Diskriminante der kubischen Gleichung verstanden. Aus 
dem Seeberschen Satze folgt das Vorhandensein einer unimodularen 
Substitution 


[4 


z=ax +uay + «'z 
(an) TEE 
z=yatyytr, 
durch welche p in eine äquivalente Form »(z’, y', 2’) übergeht, in 


der das Produkt der Hauptkoeffizienten kleiner ist als die doppelte 
Determinante. Führt man die Ausdrücke ein: 


I („)=a+ Po, + yo/ 
(42) ‘P(o)=«+ ßo,+ yo 
P"(o,) = A pP" 0; re r @,, 
y(X, y, 2) 
—= (P(o,)X# + P'(o,)y + P’(o,)2)’+ 4(P (o,)x + P'(o,)y + P”(@,)2’)* 
+ u’(P(o,)x + P'(o,)y' + P’(0,)2)°. 


so wird 


Die Hauptkoeffizienten dieser Form sind 
ke — P(0,)? + #P(@,)’ + u?P(@,)’ 

(43) = Po)? + Po)? + #P(0,)? 

Im Pro? + PP’ot+ Po) 


und man darf W als den kleinsten von ihnen voraussetzen. Aus 


AWAT< 222 D 
folgt dann zunächst 


 A<YV2RWD, WW 222u2D, WU’<2A2u2D, 
und, weil aus der ersten der Gleichungen (43) sich 


2 Pia) Po) Po) Z(z) 
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ergibt, so erschließt man durch Verbindung mit der voraufgehenden 
Ungleichheit die neue: 


(44) B<V%r- 
TEN P(o,): Po) Po) = ® 
gedacht wird. Wir setzen ferner 
P’(o,) -P(®,): Pio,)=Q,, P’(o,): P(o,)- P(o,)= N: 
Diese Ausdrücke sind ganze Funktionen von o,, die als solche auch 
in der Gestalt | 
(45) D,=1+doa, +lfor, R=r+re, +r’o,° 
mit rationalen Koeffizienten geschrieben werden können, deren Nenner 


ebenso wie der von ® eine durch den höchsten Koeffizienten von 
F(u) fest gegebene Zahl ist, und man findet 


ara tg, RRertr tra 
D,=4+09, +40, N=r+ro, + ro, 
für die Ausdrücke 

>. = P’o,): P(o,) -P(o,)), R=Pl(o,)- P(o,)- P(o,) 

D, = P(o,)- P(o,): P(o,), R, = P’(o,)- P(o,): P(o,). 
Keiner der Faktoren, aus denen ®, Q,, R, sich zusammensetzen, und 
daher auch keine der Größen B,Q,,R, kann verschwinden. Nun folgt 
weiter aus den Gleichungen (+43) 


P(o,”<W, AP(o,) + u?’P(o,”’<N, 


also Ar 
2. Po)’ Po) <“, 
demnach ee 
LET Br By: 
Ba A 7 2 
oder 


‚ } D 

D,=4+geo, + dor < = 

und ebenso un 
> 4 


L,=4+97o, tg < V 


w 


{ 


_ ES | ir ) D 
s=4yr949, +4 a <yV2- 


Für R,,R,,R, ergeben sich die gleichen Grenzen. Hieraus schließt 
man, daß auch ®, 9,9, q”, r,r',r” in endliche Grenzen gebannt sind, 
und daß folglich, wie auch A, u gewählt werden, nur eine endliche 
Anzahl verschiedener Wertesysteme der ebengenannten Zahlen auf- 
treten können. 
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Nun läßt sich der Ausdruck für die Form »(x’, y', 2’) durch den 
folgenden ersetzen: 


0 te ae) 


3 
Hua + te) | 
in welchem zur Abkürzung 
‚2 P(o,)' i P(o,)’ 
(47) 2-32: Bay): Bir u% Bio): 
geschrieben ist. Wie man also auch A, u wählt, die zugehörigen For- 
men 7) bieten nur eine endliche Anzahl verschiedener Systeme B,QO,,R, 
oder, wie wieder gesagt werden mag, eine endliche Anzahl verschie- 
danep Stämme dar. Demnach wird es zwei Wertesysteme A,, u, und 
A,, u, der Parameter geben, denen Formen %,(x, y, 2) und »,(x,y, 2) 
gleichen Stammes entsprechen, die sich also nur durch andere 
Werte ıhrer Parameter sowie durch ihre Multiplikatoren voneinander 
unterscheiden; zwischen den ersteren bestehen, den Beziehungen (47) 
entsprechend, die nachstehenden Gleichungen: 


(48) I -( den u Gun, 
N a .(@,) P,(@ 


R RE ER 
” a P,(@, )P,(@3) 5 P;( (@,)P,‘ (0) 





ist und die P,, P, als diezu P entsprechenden Funktionen gedacht sind. 

10. Hierbei könnten die Formen v,, v, etwa als Seebersche Re- 
duzierte gedacht werden. Da wir aber nach der Methode von Sel- 
ling reduzieren wollen, so führen wir statt jener Formen ihre Va- 
rlierten er En 

vr, y 2,0, dla, y, 2, d) 

ein und ersetzen diese nun nach Nr. 4 durch ihre Reduzierten %,, %,- 
Sieht man dabei von den Multiplikatoren der Formen »,, Y, ab, die 
für die Reduktion gleichgültig sind, so sind offenbar die Koeffizien- 
ten der Form x, ebenso wie diejenigen der Form », von der linearen 


Gestalt K+Li?+ Mus 
wobei X, L, M nur durch den Stamm der Form bestimmt sind; des- 
halb sind diejenigen von y, von der Gestalt 

K+LiA?+ Mu,’ 


mit je ebendenselben Konstanten X, L, M. 
Denken wir jetzt y, nach (18) in der Gestalt 


re u 
— Ka — dd’ — my — N’. —n(z — DD, 
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so besteht das Wesen von x, als Reduzierte darin, daß alle sechs 
Koeffizienten g, h, k, I, m, n negativ oder Null, d. ı. darin, daß sechs 
lineare Ungleichheiten von der Gestalt 


(49) K+Li?+ Mu’=0 


erfüllt sind. Faßt man also, um sie geometrisch zu deuten, A,?, w,? 
als Parallelkoordinaten für einen Punkt einer Ebene auf, so bedeutet 
K+L,?+ Mu’ =0 
eine Gerade in der letzteren, und 
jede jener Ungleichheiten beschränkt 
den Punkt A,?, uw? auf eine be- 
stimmte Seite einer solchen Ge- 
raden. Das Gebiet für die Para- 
meterwerte A,°, u,”, in welchem die 
Form x, reduziert bleibt, ergibt sich 
also hiernach im allgemeinen als 
ein gewisses Sechseck, das wir 

(s. Fig. 18) mit PQORSTU be- Fig. 18. 

zeichnen wollen, das aber auch in 

ein Polygon von geringerer Seitenzahl ausarten kann. Das für die 
Form x, geltende Reduktionsgebiet wird entsprechend durch die Un- 
gleichheiten 


d. 1. durch 





K + Li?+ Mu? 0, 
K + CL n hy + 0>M . u, x Ö, 


also durch eindem vorigen zugeordneteszweites Sechseck P'Q’R’S’T’U’ 
bestimmt sein. 

Wenn nun bei stetiger Änderung der Parameter der Punkt 4,}, u,? 
das Sechseck PQRSTU verläßt, indem er über eine seiner Seiten, 
etwa über S7 hinwegschreitet, so hört x, auf, reduziert zu sein. Eine 
neue reduziernde Substitution bringt dann eine Form y,,, hervor, die 
in einem neuen, an die Seite 57 sich anlegenden Polygon reduziert 
ist, und dieselbe Substitution, angewandt auf die Form y, gleichen 
Stammes wie y, liefert eine neue Reduzierte, deren Reduktionsgebiet 
ein an das Polygon P'Q'R’S’T’U’ anliegendes, dem ebengedachten 
entsprechendes Polygon sein wird. So fortfahrend erhält man zwei 
einander zugeordnete Polygonketten, welche den Reihen der aufein- 
anderfolgenden Reduzierten entsprechen. Bei geeigneter Bewegung 
des Punktes A,?, u,” wird sich aber in der von x, ausgehenden Reihe 
von Reduzierten auch x, befinden; dann wird ersichtlich die Reihe 
der reduzierenden Substitutionen periodisch, und es tritt in der Reihe 
der Reduzierten selbst eine Periodizität in dem Sinne ein, daß die 
entsprechenden Glieder der Perioden Formen gleichen Stammes sind. 

Bachmann, Zahlentheorie IV 2 28 


434 Vierzehntes Kapitel. Der verallgemeinerte Kettenbruchalgorithmus 


Verhält es sich also hiermit ebenso wie im vorigen Falle, so unter- 
scheidet sich der jetzige darin von jenem, daß hier ausgehend von x, 
mehr als eine, und zwar mindestens zwei solche Perioden sich ein- 
stellen werden, da sich an jede Seite des für y, geltenden Polygons 
die gleiche Betrachtung knüpfen läßt. Charve hat für eine Reihe 
von Beispielen die Rechnung durchgeführt, wobei jedesmal zwei solche 
Perioden in Betracht kommen. Aber man erkennt hieraus nicht im 
allgemeinen, ob und in welcher Weise eine Periodizität dieses Algo- 
rithmus sich gestaltet der Art, daß er, indem jene Polygonketten die 
ganze Ebene überdecken, jede der Reduzierten ergebe, und inwieweit 
er etwa, ähnlich wie bei den kubischen Irrationellen der ersten Art, 
zur arithmetischen Charakteristik derjenigen der zweiten Art verwend- 
bar ist. Wir gehen deshalb auch auf die Herleitung der komplexen 
Einheiten des diesem Falle entsprechenden kubischen Körpers X (u) 
aus jenen Perioden von Substitutionen oder Formen hier weiter 
nicht ein. 


Vierzehntes Kapitel. 
Der verallgemeinerte Kettenbruchalgorithmus. 


1. Die Untersuchungen des vorigen Kapitels führen zu einer Frage 
zurück, die in Kap. 6, Nr. 13 gelegentlich der Reduktion der Form 


(1) (x — 02)? + (y— 22)? + A?2? 
und ihrer Adjungierten 
(2) oryrate’+Alaty), 


in denen o, & zwei reelle Irrationelle bedeuteten, gestellt worden ist. 
Diese Reduktion lieferte die Möglichkeit, eine unbegrenzte Reihe von 


Brüchen —, z zu finden, die als Näherungsbrüche der beiden 
Irrationellen mit demselben Nenner zu bezeichnen sind, indem mit 


wachsendem Nenner die Differenzen - —o, Fr — & gemäß einem 
Gesetze, nach welchem 

k 
zyV2 
ist, wobei k = ? gesetzt werden darf, beliebig klein wurden. An spä- 
terer Stelle (Kap. 7, Nr. 7) ergab sich allgemeiner das Vorhandensein 
ganzer Zahlen &,, &%, .-., &,, durch welche für » reelle Irrationellen 
@, @g, ».., ©, die Ungleichheiten 


x, ur. k 
2-02 na 


Eu 








x k Yy 
a Re 


sl 





n—1 
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wobei k = a gedacht werden darf, erfüllt wurden. Ebenso zieht 


die Reduktion der Form (2) die Möglichkeit nach sich, eine unbe- 
grenzte Menge von Systemen ganzer Zahlen x, y, z zu finden, durch 
welche die Gleichung 


(3) zo +yQ&+z=0 


mit beliebiger Annäherung zu lösen ist. Beide Tatsachen stehen in 
engem Zusammenhange miteinander. Aber diese Untersuchungen 
lieferten keinen regelrechten Algorithmus, nach welchem diese Reihen 
von Systemen ganzer Zahlen eins nach dem andern aufgestellt wer- 
den können, ähnlich wie bei der analogen Frage bezüglich der Diffe- 


renz —— o oder des Ausdrucks x — oy, bei welcher die Theorie 


der Kettenbrüche solchen Algorithmus darbot. 

Nun haben unabhängig von der Reduktion der Formen Euler und 
später Jacobi versucht, durch eine Verallgemeinerung des Ketten- 
bruchalgorithmus zu einer Regel zu gelangen, ein System ganzer 
Zahlen ©, y, z zu finden, wie sie aus der Reduktion der Formen (1) 
und (2) hervorgingen. Ersterer ersetzte die Irrationellen &, & in der 
Formel (3) durch beliebig angenäherte rationale Werte und bestimmte 
dann ganze Zahlen x, y, 2, welche die so aus (3) hervorgehende Glei- 
chung mit rationalen Koeffizienten erfüllen. Liegt eine solche vor, 
etwa die Gleichung 
(3a) 49a +59 +T75ce=0, 
so setze man, durch den kleinsten Koeffizienten dividierend, 

a+b+c=d, also 105+26c+49d=0, 
dann wieder 
b+2c+4d=e, also 6c+9d-+1We=V, 
nun wieder 

W c+d+e=f, also 53da+4e+bf=0, 
endlich 

d+e+2f=g9, also e+39=(); 


da sich nun aus der letzten Gleichung e unmittelbar durch g aus- 
drücken läßt, so können jetzt durch die aufeinanderfolgenden rekur- 
rierenden Gleichungen der Reihe nach d, c, b, a durch die beiden un- 
bestimmt bleibenden Zahlen f, g so ausgedrückt werden, daß die Glei- 
chung (3a) erfüllt wird: 


e=—39, d=-2f+4g, c=3f—-g, b=2f—11g, 
Get 1,220; 


28* 
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indem man hier für f,g alle ganzen Zahlen setzt, erhält man die sämt- 
lichen der Gleichung (3a) genügenden ganzzahligen Wertsysteme a,b, c. 

2. Jacobis Betrachtung aber ist eine unmittelbare Verallgemeine- 
rung des Kettenbruchalgorithmus und kommt im wesentlichen darauf 
hinaus, nachfolgende Reihe von Gleichungen aufzustellen, in denen 
&, &% zwei reelle Irrationelle bedeuten sollen, die positiv gedacht 
werden mögen: bezeichnen a,°, a,’ die unmittelbar kleineren ganzen 
Zahlen als «,, &,, so setze man zunächst 


1 Dr 
=> en 1 . 
& r a," PT 3 &o u a, 
Ga En 7 %r 


sind dann a,', a, die unmittelbar unter «,’, «, liegenden ganzen 
Zahlen, so werde 


1 ‚ x 
’ 14 4 
&, EB a, E= "un, ’ 2 3 dia — 77 





gesetzt und so fortgefahren: 


v 
„ „ ! 1 „ 


v, 
ü =d FRTTT, u.) =4 ST 
1 Lords ggg 2 Tr &s 


usw. Dies führt dann zu einer noch weiteren Verallgemeinerung, in- 
dem man für n reelle positive Irrationellen &,, &, ..., «, den 
nachstehenden Algorithmus aufstellt: 








a’ ws & 
BR |, 0 FRE A Da AERO ni 
eu, =4, er fg = de re, „ & =4d,7 Et 
N n n 
[77 2 „ 
, r dA, ’ r & ’ vr, &n-ı 
au. =4-+ , = 4 —, ü.. =a. + 
1 1 , 2 2 RR) B) 7 2 | 4 
(4) ey &n &n 
„ 2 a „ „ rl u A x En 
4 =-4a4+ ne u = + er u Gn = 4, 1 
n n n 


in welchem allgemein a,” das größte in «,® enthaltene Ganze be- 
deuten soll; er unterscheidet sich nur darin von dem vorigen ein- 
facheren, daß in ihm statt der Einheit die Zahlen a,” stehen, was 
für die Gesetze des Algorithmus keine wesentliche Änderung, aber 
einige Vorteile herbeiführt. Perron hat in zwei‘ größeren Arbeiten 
die Eigenschaften dieses allgemeinen Kettenbruchalgorithmus 
sehr eingehend untersucht und eine Fülle wichtiger Ergebnisse ge- 
wonnen.!) Wir wollen dieselben hier, soweit sie für unsere Darstel- 
lung ein Interesse bieten, zur Kenntnis bringen, müssen uns aber da- 


1) „Grundlagen für eine Theorie des Jacobischen Kettenbruchalgorith- 
mus“ (Habilitationsschrift 1906) und „Über die Konvergenz der Jacobi-Ket- 
tenbruchalgorithmen mit komplexen Elementen“, Sitzgsber, d. K. Bayr. Ak. 
d. Wiss. 1908, 
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bei teilweise nur auf eine Skizzierung des zu ihnen führenden Be- 
weisganges beschränken. 

Zunächst ergibt sich aus den Gleichungen (4) durch auf- 
einanderfolgende Substitutionen eine allgemeine Formel 
von folgender Gestalt: 

/ A I A+i1 Ah) A 
N a ee glegem 
\ N a," 4 a u, el vr Ü).% ar PD. 
G=1,2,3,...,%) 


In der Tat hat man unmittelbar in der Gleichung 





u MORAL 
(6) üÜ.= p- er. LA 


2 
&n 


für A = l einen so gestalteten Ausdruck. Nehmen wir nun an, der- 
selbe wäre bereits für einen bestimmten Wert des Index A nachge- 
wiesen, so erhält man durch Einsetzen der Werte von 


1) y.(h 1 
a‘ n &' ), ireE3 u 
in (5) auch für den Index k + 1 den Ausdruck 
k+l h+1 A+1) h+2 ' Ah+l Rh +1 
BE + KAP N FOL... +, 4 +n+l) 


Fer BEIN 2 dar 1 h+1)4 (A+23 er Er; (A 1} ı (A+n+1) 
ı N u Erg EEE 1 +n 








von derselben Gestalt, wenn man A,”*”*+" durch die Formel 

(7) AM+R+D Feed. a9 4, + am 4AaMrrD .. Dr: — aA 
@=0,1,2,...,R) 

definiert. Hiermit ist die Behauptung erwiesen und zugleich eine Re- 

kursionsformel gewonnen, um die Koeffizienten A,® fürk>n aus 

den Werten derselben fürk=0,1,2,...,n zu erhalten. Für die 


letzteren aber ergeben sich durch Vergleichung der Formeln (5) und 
(6) die nachstehenden Werte: 


ABER fürh=1,2,...,3=-L,e+L ...,n7 40-1, ArtD—= a 
tl i,n) 

und demgemäß aus (7) 

(8a) AP=0 


t (im 1, 2. Ir, un); 
terner 
(9) AP=-0 fü h=1,2,..,n; Artd=1. 


Die Formel (7) besteht auch für ©=0,h = 0, wenn man noch über- 


einkommt 
(9a) P=1, 40-1 


zu setzen. 
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3. Wir wollen nun zunächst die Rekursionsformel (7), 
unabhängig von dem Algorithmus (4), der zu ihr geführt 
hat, zum Ausgangspunkte unserer Betrachtung nehmen und 
die Reihe der Zahlen A,®, welche durch sie erhalten werden, 
näher untersuchen. 

Wir denken uns also irgendwie unendlich viele Zahlen 


(10) A RL 
(h =.0,4,.2,.8, 7.) 


gegeben, die wir ganz allgemein als reell oder auch als komplex an- 
nehmen dürften, hier jedoch durchweg als ganze nicht-negative Zahlen, 
die Zahlen a,” > OÖ voraussetzen wollen. Werden in der Rekursions- 
formel (7) die Größen 

(11) AN, A”, A,”, ee Fi 


beliebig als nicht-negative ganze Zahlen gewählt, so liefert sie für 
jeden Index?’=0,1,2,..., n ein zugehöriges System nicht-negativer 
ganzer Zahlen 


(12) A® für ah —,0;.1,2, Ban 


und somit a + 1 solcher Systeme, um deren Eigenschaften es sich 
handelt. Wir wählen aber insbesondere für die anfänglichen 
Werte (11) die in (8) und (9) angegebenen, setzen nämlich 


| Ara, für ze A rn 


(13) |A4,® -0. (für h—=0,1,2,...,n, he 


voraus und nennen dann das System dern + 1 Formeln (7) 
oder dien + 1 Systeme (12) eine Jacobi-Kette n'* Ordnung. 

Für n = 1 führt sie offenbar zu den gewöhnlichen Kettenbrüchen, 
da die Formel (7) dann die Gestalt 


(Ta) AHD—= aM ARD aM 4 
(i es 0, 1) 


annimmt, also das bekannte Bildungsgesetz der Zähler und Nenner 
für die Näherungsbrüche des Kettenbruchs 


be 
KK. a9 + En + RG Her 
ausspricht. | | 
Die Determinante der n + 1 Formeln (7) hat einen sehr einfachen 
Wert. Erhöht man nämlich in derselben den Index A um eine Ein- 
heit und ersetzt dann die Elemente der letzten Kolonne nach der For- 
mel (7) durch ihre Ausdrücke, so erhält man nach bekannter Regel 
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IA, R+n, Ar, neh As, (A+n+1) | IA, m, A, +1), 1A Er) 
a a a: Pl en Oak ARENA ea) 
. . D 2 
| 
h h+2 f | D 
vr Mn, 4,0, Armen! Am,a,®,.., A, 


aus welcher Rekursionsformel sogleich 
Be ar A er) | 
(14) ‘ AInA: Bo ö x # ar = — 1)?*. a, 0a,® ... a4 


gefunden He 

Die Größen A,® werden nach dem Bildungsgesetze (7) offenbar 
ganze und ganzzahlige Funktionen der Elemente a,® und ebendes- 
halb nach unserer für die letzteren gemachten Voraussetzung jeden- 
falls für k > n positive ganze Zahlen. Versteht man nun unter AM 
ein System von Zahlen, welches die Anfangswerte 


| 
i 
! 
j 
| 


4,7 


4A®=-0 (für, h=0,12,...,n; h#+i) 


RENT ATOLL EU, ], 2, 53,7%) 
a | 


aufweist, im übrigen durch die Rekursionsformel 


(16) a = a ®t er“ Ama, ®'"). AU: + alten. A, (h+n) 


‚r 


bestimmt wird, so gehen ersichtlich die Ausdrücke für diese Größen 
aus den entsprechenden für die A,® einfach dadurch hervor, daß in 
diesen die oberen Indizes der Elemente a,” um r Einheiten erhöht 
werden. Entsprechend mit den Formeln (8) findet sich also ins- 


besondere 
(15a) ha )) — an. 


Man erhält leicht zwischen den Größen A4.® und ee, nachstehende 
Beziehung 


(17). AMN= Am. AN + AM AD + + AM. At. 


In der Tat besteht dieselbe den Festsetzungen (15) zufolge identisch 
fürrk=0,1,2,...,n; wenn sie aber für irgend n + 1 aufeinander- 
folgende Werte h,h+1,h+2,...,h-+n besteht, so besteht sie 
allgemein, da, wenn man die entsprechenden Gleichungen bzw. mit 


h+r h+tr h+r 
BUTTER ah, a EN 


multipliziert, aus ihrer Addition mit Rücksicht auf (16) dieselbe 
Gleichung auch noch für A + n + 1 gültig hervorgeht. Insbesondere 
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findet man aus der so bewiesenen Formel, wenn darinr=1lundh—1 
statt h gesetzt wird, 
a 4 (h—1 h- 
ji z a; he Ay er 2, 
al, 2, 


4 h 0): h—]1 
& N. )— A, Aa 1% 


woraus sogleich einer obigen Bemerkung gemäß allgemeiner 


er At ! A 
Ä,r i 


en! 


(17b) (= du 20.. 
Au Ayırı 
folgt. 
4. Im Falle » = 1 bilden, wie schon bemerkt, die Brüche 
Am 
ap 
fürh=0(,1,2,... die aufeinanderfolgenden Näherungsbrüche des 


Kettenbruchs X, indem, je nachdem sie mit unendlich wachsendem 
h gegen einen endlichen Grenzwert « konvergieren oder nicht, der 
Kettenbruch X diesen Wert repräsentiert oder sinnlos ist. Dies ver- 
allgemeinernd werden wir die Jacobi-Kette (7) konvergent 
oder divergent nennen, je nachdem die Brüche 


Aw % . 
AP (fürs 1,02 2005072) 


mit unendlich wachsendem Ah gegen endliche Grenzen kon- 
vergieren oder nicht, je nachdem also Gleichungen statt- 
finden von der Form 





Agek Ar 0 Am 0 j AM 0 
(18) un Sr Ana) a aD 7 Mr Wahr Am Fr 
x 


oder nicht. 
Da nach (17a) 


(A) h—1) 
4; (0) Ay, 1 
TU. 0 ch 
4, Anı 


gesetzt werden kann, so ist die Konvergenz der Jacobi-Kette auch 
gleichbedeutend mit der Existenz der Grenzwerte 


Ay Ayı Au yı 
(18a) lim - RO 20 lm en Een 
Ah=% A, i h=® Ar Ah=o 2 bag 


Diese Ausdrücke enthalten aber keine der Zahlen a,, a,°, ...,a,? 


und demnach hängt die Konvergenz oder Divergenz "des 
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Kettenbruchalgorithmus von den Werten dieser Zahlen 
nicht ab. 

Perron nennt im Anschluß an eine Definition Pringsheims den 
Algorithmus (7) unbedingt konvergent, wenn er auch nach Weg- 
lassung einer beliebigen Anzahl r von Anfangszeilen des Systems (10) 
noch konvergent bleibt, d.h. also, wenn für jedes Dulsi2ır 
die Be icke 

h (h) (h 
(19) Ar Ayr Anır 
DEZE ZT 
Pd A Am 
mit unendlich wachsendem A gegen bestimmte endliche 
Grenzwerte konvergieren. In diesem Falle wollen wir setzen 


am 
(20) lim a, N. = a. 
h=% am) 


a 


Da alsdann aus der Formel (17 b), wenn sie in der Gestalt 


KiÜ) NE 
a 2 te Ehe 
Ag Aa q; > ala — -1) 
0,r n,r+1 


geschrieben wird, durch den Übergang zur Grenze h = x die Be- 


ziehung „et 


a Zi 
Er d, SW gern? 
&, 
nei 20) 
insbesondere also für’ =|1 
a +1) 
Pia (f} a 7 
a A, n n SH, 


n 


gewonnen wird, so erhellt zunächst, daß «,”*" von Null verschieden 
sein muß, damit «,”’ einen endlichen Wert bedeuten kann; sodann 
aber ergibt sich ein System von Gleichungen 


(1) (1) ‚M 
0 0 % 19) & 0 0 en 
nen gr m 
2 &, &, 
(®) (2) (8) 
u) a, TR Me a) yy n-ı 
at nen te 
a) &, & 
48) « HOB 
ae 2 n 3, (2 F} 2 Su 
= a9+ 5) > u,‘ pi a9+ EEE w9= a 
& & &, 
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von derselben Gestalt wie die Gleichungen (4), so daß, wie aus diesen 
die Formel (5), aus ihm die folgende Gleichung 


a,” 4, + a, A,® KERISPE er... a) Ar n) 


(22) u a0 a u I 
a, 4) 3 FAUP- aa Et erde a) 4 +) 


erschlossen wird. 
5. Nun läßt sich folgender Satz beweisen: 
Wenn die Elemente (10) für jeden Wert des Index A die 
Voraussetzungen erfüllen, daß, unter ( eine feste positive 


Konstante verstanden, 
ar} a® 


(23) VB FE. ESEN m ar 


füri=0,1,2,...,”n—1 ist, so konvergiert die Kette (7) 
unbedingt. 
Zum Beweise bemerken wir zunächst, daß alsdann 


ArtI= ar >00 
| AN (+ n) 
und nach (7) APIS aW. AHtmS —- 


ist, woraus allgemeiner für jeden Indexh>n 
Pe | 
(24) AT A 


hervorgeht. Hiernach ist A,” >0 für jedes > n, und daher sind 
dann die Quotienten 


(h) ab+1 h+n 
Ara Sarhn Aue 
nr ar Va 
am’ a 4049 


von endlichem Werte und somit unter » + 1 solchen aufeinander- 
folgenden Quotienten ein kleinster positiver Wert k,® und ein größter 
positiver Wert 9, vorhanden. Nun folgt aus (7) die Gleichung 


(k+n+1) AD ERrı, +1) + +n) 
Pr NA ACHEN! (1). 
(25) al ++) hy) AM + AN aa +1) TA A, ne 10# n)? 


Ei all) au +») 
wenn A; == Paz D 

(k=0,1,2,...,n) 
gedacht wird, und zwischen diesen gewiß nicht negativen Koeffizien- 
ten A,® besteht ebenfalls nach (7) die Beziehung 


(26) 2,® .e 1,9 +:..:+4,9=1. 
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Zudem ist nach den Voraussetzungen (23) und der Ungleichheit (24) 
2, al) Aal +k) 


(27) nn < ir -k+L 


70) 6 h+ 
DT A 
also wegen der voraufgehenden Beziehung 


(28) | N 


wenn M=1+CU+0?+-.-+ (*t! gedacht wird. 
Nun folgt aus (25) und (26) 


2 +n+1) 
h 

AR+a+n) > hy 

und also auch kM+DZ%®. Ebenso findet man g+! <g® und 

daher die Ungleichheiten 


ZEN ZEN ZgEHNZgM, 


denen zufolge die Größen %,” mit A stets wachsend und die Größen 
9,” stets abnehmend gegen endliche Grenzen K,, @, konvergieren, 
während K,< Gr, ist. 

Nachdem dies festgestellt ist, kann nun gezeigt werden, daB AK,=G@, 
sein muß. Denn nehmen wir diese Werte als voneinander verschieden an, 
so würde doch für hinreichend große h, wie klein auch die positive 
Größe & gedacht werde, k®> K,— 8 sein, da es sich mit zunehmen- 


dem h stets wachsend der Grenze K, unendlich nähert, und daher er- 
AN) 
hielte man dann auch r” >K,— . Alsdann aber folgt aus (25) 


Ba Aue 
h A) ° 
an > dl — 4 „CK, T &) + A. Alen?> 
d. i., wenu (23) beachtet wird, 
h 1 h+ 
nee, Jane it 
h+ 1 } h+ 3 
AN +n+1) i M AV n) 


Aus dieser für jeden Index h>n erschlossenen Ungleichheit geht 
aber sogleich die allgemeinere: 


4AaltRrtk) 1 artm i i 
® L 
aeth a 0 2 Mi er R,) —E (1 _ “ ar a 


hervor, in welcher nun der Index A unter n + 1 aufeinanderfolgen- 
rain, 


40 arm der größte der 


den Zahlen so gewählt werden kann, daß — 
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entsprechenden Werte, also größer als @,, und dann k unter n +1 
Aare 


aufeinanderfolgenden Zahlen so, daß Fig: ee der kleinste der ent- 


sprechenden Werte, also kleiner als X, Ein Dann erhielte man aber 
die Ungleichheit | | 


0> M* (G; Ber K,;) — e (1 Tr FERIEN A) , 


die nicht bestehen kann, wenn die Zahlen h, % bei der zuvor ge- 
troffenen Wahl zugleich so groß genommen werden, daß das Glied 
mit e hinreichend klein wird. Da somit unsere Annahme R,<G, 


unzulässig ist, erhält man, wie behauptet, X,— @,, und demnach kon- 
| | A; | 
vergieren die Ausdrücke Im mit unendlich wachsendem h gegen 


feste endliche Grenzen, und man darf setzen 
(W 

(29) lim a,9 » —— = a; 
A—=X Aw) 


(il, 2,200. 0 


die Kette (7) ist also konvergent. 

Da aber die Voraussetzungen (23) auch gelten, wenn man beliebig 
viele Anfangszeilen des Elementensystems (10) wegläßt, so erschließt 
man in gleicher Weise auch das Vorhandensein allgemeinerer Grenz- 
werte 


(30) in an. N, 


Gell2,:..,n) 


also die unbedingte Konvergenz der Kette (7). 

Man bemerke endlich, daß man, weil die Konvergenz oder Diver- 
genz der Kette von den Zahlen dg ‚4a, ...,a,° der ersten Zeile 
des Systems (10) nicht abhängt, in den Voraussetzungen (23) des 
Satzes die auf diese Zahlen bezüglichen auch unterdrücken kann, 
ohne daß er aufhört, gültig zu bleiben. 

6. Wir kehren nun zu den Gleichungen (4) zurück. Wenn ın 
ihnen @, “= keiner ganzen Zahl gleich ist, darf man a,” als eine be- 
liebige positive ganze Zahl wählen, und die erste Gleichung der ent- 
sprechenden Zeile bestimmt dann «,®; wäre aber «,*-") einer ganzen 
Zahl gleich, so müßte a," = 0 gesetzt werden, und die Größe «,® 
wäre aus der ersten Gleichung jener Zeile nicht zu bestimmen. Dann 
dürfte a”) 

dad r. en 


&, 
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gesetzt und unter a,® eine beliebige positive ganze Zahl verstanden 
werden, wodurch dann «,” bestimmt wird, außer wenn auch 
& 2) einer ganzen Zahl gleich ist. In diesem Falle müßte man in 
derselben Weise zur dritten Gleichung der Zeile weitergehen usw. 
Aber nicht sämtliche Zahlen &, "=, «4», ..., «,*-2 können gan- 
zen Zahlen gleich sein, da sonst nach (5), wenn darin hinh—1 
verwandelt wird, «, rational würde, gegen die Voraussetzung. Sei 
demnach «,”-" die erste jener Zahlen, die von einer ganzen Zahl 


verschieden ist, so daB 
a) 
A a DE 
a; a, Yu «®) 
’ 


gesetzt werden darf, unter a,” eine beliebige positive ganze Zahl 


(1) 
a“ 
verstanden, so liegt r zwischen den Grenzen O0 und 1, ausschlieB- 
&, ) 
„M 
lich derselben; demnach ist an ein endlicher Wert größer als 1, also 
@.. 
J 


«," >a," und folglich auch a,® 5 a,” oder 


L f A 2 F 
Da aber nach Voraussetzung a) , = a" 3 = ::-= a,” = 0 sind, so 


gelten allgemeiner die Ungleichheiten 


@=0,1,2,...,9) 


Für die folgenden Gleichungen der Zeile lassen sich aber dieselben 
Betrachtungen wiederholen, und so findet man endlich diese Ungleich- 
heiten für alle «=0,1,2,...,» erfüllt. Zudem ist wegen «,®” > a,” 


1 1 
ur aM = aß N 
und 4,’ =1>0. Demnach sind die Voraussetzungen des vorigen 
Satzes für jeden Index h > O erfüllt, wenn Ü= 1 gedacht wird. Der 
Schlußbemerkung voriger Nr. zufolge dürfen wir also den Satz aus- 
sprechen: Der durch die Gleichungen (4) gegebene Jacobi- 
sche Kettenbruchalgorithmus für »n positive Irrationellen 
&, 0%, ..., &, ist unbedingt konvergent. 

Demgemäß führt er zu gewissen Grenzwerten (29), andererseits 
aber zur Formel (5). Diese nun läßt sich schreiben, wie folgt: 
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h) 4(h h 2) ya+1 R+1 
Ro 0 en 


a; — N ur Ay 4® Ne } Ay A0FN +... 
u”) aer rn) & A 
TAN, a ara 
0 


wo zur Abkürzung 
N= a, A, + AT 1) ae = a) A,R+» 


gesetzt ist; oder einfacher 

A® 4% AR 
EM 2), N. h), NE a h), RR 
ar RS Ay‘ ao Al Su A,‘ L Ar uu 7 A,‘ I) ale 


während die A,®, A,®, ..., A,® nichtnegative Größen sind, deren 
Summe gleich 1 ist, die mithin zwischen O0 und 1 enthalten sind. 
Läßt man aber hierin A unendlich wachsen, so darf man — mit Kück- 
sicht auf (29) und indem man unter &,, &, ..., &, beliebig kleine 
Größen versteht — 


4, = a, n- 1,9 &) + 1, & +... 4 1, Me, 
schreiben, d. h. an der Grenze für h = o 


= 0,. 
Gelesen) 


Demnach sind die Irrationellen «, selbst die Grenzwerte 
des zu denG@leichungen (4) gehörigen Kettenbruchalgorith- 
mus (7), und folglich dürfen die den aufeinanderfolgenden 
Werten von h entsprechenden Brüche 

AN) 


0° um) füri=1,2,3,...,n 
mit Recht als die sukzessiven Näherungsbrüche für die Irra- 
tionellen «, bezeichnet werden. 

Es ist das Verdienst Perrons, diesen Nachweis erbracht zu ha- 
ben; Jacobis Arbeit, welche die Frage nach der Konvergenz des 
Algorithmus überhaupt nicht berührt, läßt daher auch ganz im 
Zweifel, inwieweit man bei demselben von Näherungsbrüchen der 
Irrationellen «, zu sprechen berechtigt sei. 

7. Wir zeigen jetzt weiter, daß, wenn bei dem Algorith- 
mus (4) für alle hinreichend großen Werte des Index h 


DL... LM 
(31) 2 1 To aeg 


R) 
bleibt, 


a 
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(32) lim (A,W — «,4,®) = 0 
h=% 
ist. Zur Abkürzung schreiben wir 
A, —— a, . A,® = b,; 
dann geht aus der Formel (5) folgende Gleichung hervor: 


h h Ph 
B ichs Ph ee B ie an 
h+n «M h «.R) h+1 «) h+n—1' 


Bezeichnet man daher den größten absoluten Betrag von n aufein- 
anderfolgenden Ausdrücken 
By, Bir, B 
mit M,, so folst 
(h) (h) (A) 
ee a 
Din | ale OR GR ä M,, 


also nach der Voraussetzung (31) für hinreichend große Werte von h 
(33) EP € 6 F M, = M,, 
und demnach gewiß auch M,.<M,, 








so daß die Zahlen M, mit wachsendem Index niemals zunehmen. 
Daher ergibt die für n aufeinanderfolgende Werte von Ak gebildete 
Ungleichheit (33) die Größen 
Di DPariass ER I Dyjsgyabı 

sämtlich absolut kleiner als 0. M, und folglich auch 

Mer MM, 

Men RL 0%. M,, 
woraus bei unendlich wachsendem % 

lm M, 1. =; 
also auch die behauptete Gleichung (32), sich herausstellt. 

Unter derselben Voraussetzung (31) und wenn keine der 


Zahlen a,” verschwindet, kann zwischen den Irrationellen 
«, keine Gleichung 


P,+Pfau +P+:':+P,e,>0 


allgemeiner also 


mit ganzen (also auch nicht mit rationalen) Koeffizienten 
bestehen, es sei denn, daß alle P,=0 sind. Denn aus einer 
solchen Gleichung ergäbe sich 


nr 
!z 0 4A," nat > R ‚Au, 


vl 
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also 


> P;4A,” > PA — a,4,”). 
Hier sinkt bei unendlich wachsenden A jedes Glied der Summe zur 
Rechten nach dem soeben Bewiesenen unter jeden Grad von Klein- 
heit herab, so daß für alle Werte von h von einer gewissen ganzen 
Zahl v an der absolute Betrag der Summe zur Rechten kleiner als 
1 bleibt. Da die Summe zur Linken stets einer ganzen Zahl gleich 
ist, muß sie deshalb für alle jene Werte vonh gleich Null sein. Man 
kann daher » + 1 Gleichungen schreiben: 


An PP, + UmHepi apa Pre 
Am ar Ar+ )»P +:::+ A Bess, 


AbT»P,+ Art®P, + er er — 0, 


deren Determinante nach der Formel (14) von Null verschieden ist. 
Demnach müssen alle Koeffizienten P; verschwinden. — 

8. Bei der Entwicklung einer Irrationellen in einen gewöhnlichen 
Kettenbruch war, wie mehrfach erwähnt, eine Periodizität desletzteren 
charakteristisch dafür, daß jene Irrationelle eine quadratische ist. 
Da nun der Jacobische Kettenbruchalgorithmus (4) nur eine ein- 
fache Verallgemeinerung jenes einfachen ist, liegt die Frage nahe, 
ob eine Periodizität desselben in analoger Weise für den algebrai- 
schen Charakter der Irrationellen «,, @, ..., «, maßgebend sei oder 
nicht. Jacobi selbst hat diese Frage für den Fall n= 2, insbeson- 
dere, wenn dann «, =«, «= «a? und « die Kubikwurzel aus einer 
ganzen Zahl ist, schon zu lösen versucht und für eine Reihe von 
Beispielen, nämlich für 

a y2, V3, Y5 

die Periodizität des zugehörigen Algorithmus tatsächlich festgestellt. 
Perron ist dann dieser Frage für jeden Wert von » in weitem Um- 
fange und mit gutem Erfolge nähergetreten. Seine Hauptergebnisse 
sollen, soweit es sich um regelmäßige Algorithmen handelt, 
hier noch skizziert werden. Unter einem regelmäßigen Ketten- 
bruchalgorithmus aber soll ein solcher verstanden wer- 
den, dessen Elemente (10) von der bei den Gleichungen (4) 
geltenden Beschaffenheit sind, während keine der Zahlen 
a,”) verschwindet, welche dann alle gleich 1 gedacht wer- 
den dürfen und sollen. 

Ein solcher ist nach Nr. 6 unbedingt konvergent. Die Konver- 
genz sollaber hinfort in etwas allgemeinerem Sinne ge- 
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faßt werden, indem der Algorithmus konvergent heißen soll, wenn 
es » + 1 nicht sämtlich verschwindende Größen x), %4, sy :::; X 
gibt, so beschaffen, dab 


(34) > AAN EAN) = ran. 


r 


ist. Man erkennt einfach, daß auch dann Konvergenz oder Diver- 
genz des Algorithmus durch Fortlassen beliebig vieler Anfangszeilen 
des Systems (10) nicht geändert wird. In der Tat, ist er konvergent, 
wenn die ersten r Zeilen unterdrückt werden, d. h., ist 


(34a) lim (Ab, ee a er 


wo die z,") nicht sämtlich verschwinden, so folgt aus den Gleichun- 
gen (17), welche die A,*+”) linear ausdrücken durch die AY.,, die 
Proportion lim (A,9: AM: ...: : 4,®) 

h=0 


= 4,NN + ACID + + Altmz,N 
: Ada (r) co +...+ At, N 


er (r) Ach, un.. + A,tn.,N, 


deren rechtsseitige Glieder nicht sämtlich Null sein können, da sonst 
aus den n + 1 Gleichungen 


AN, 4 ArFIEM A AFtmz, N —= (), 


deren Determinante bei einem regelmäßigen Algorithmus der Glei- 
chung (14) zufolge nicht Null ist, sämtliche x," gegen die Voraus- 
setzung sich gleich Null ergäben. Somit ist auch der von Anfang 
an genommene Algorithmus konvergent. Aus den Gleichungen (17) 
finden sich aber, da, wie gesagt, ihre Determinante nicht Null ist, 
auch umgekehrt die A}, linear ausgedrückt durch die A,®, und 
deshalb ist in gleicher Weise der umgekehrte Schluß, also die oben 
aufgestellte Behauptung zu begründen. 

Aus den Proportionen (34) und (34a) zusammen mit den Glei- 
chungen (17) ergibt sich nun bei geeigneter Wahl der Proportionali- 
tätsfaktoren die Formel 


(35) = ANEN + ACHIEN +: 4 Alta, N. 
(ü= (5 1,2,.....,.2%) 
9. Wirnennen denregelmäßigen Algorithmus periodisch, 
wenn in dem Systeme (10) seiner Elemente von Anfang an 


oder nach einer gewissen Anzahl y von Zeilen eine Reihe 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 29 
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von p Zeilen sich unaufhörlich wiederholt, wenn also für alle 
Indizes h 
(36) a,9 Tas a, +P) 


DL 2,0 

oder, was dasselbe sagt, wenn 
a, ae ar+® 

RR RE 
ist, sooft = k (mod. p). Wenn dabei g = 0 ist, heißt der Algorith- 
mus rein periodisch, anderenfalls bilden die ersten g Zeilen des 
Systems (10) seine Vorperiode. Bei der Frage nach der Konver- 
genz eines periodischen Algorithmus darf man sich nach dem Satze 
der vorigen Nummer auf die Betrachtung rein periodischer Algorith- 


men beschränken. Allgemein aber folgt offenbar aus den Annahmen 
(36) das Bestehen der Gleichungen 


(37) Alt Aus 
Va, 

und bei reiner Periodizität 

(37a) AN, = AN. 
(= 012, BE 7) 

Daher besteht an der Grenze für h = oo die Proportion 


a re ET en Di BE 


oder, wenn e den Proportionalitätsfaktor bedeutet, die allgemeine Be- 

ziehung 

(38) 20 = 9:10 +». 
(ie LER) 

Setzt man nun in (35) r = g, so kommt 

De o( A, A) + ALHDa,@ +... 4+ At” 2,9), 
fürr =g-+ p aber mit Rücksicht auf (38) 
(nr A,e+P) 2,9 er Apterdg . 0, ApF+rra2 Wu 

und demnach 

(A,p+P — 0: A,P)) 2 2,9) sag sek (Aftr+m — 0: A,e+”) \ 2,0 = 0; 
[= 0), 1,2 200000) 


man erhält also » + 1 Gleichungen, deren Determinante verschwin- 
den muß, da nicht sämtliche x,% = O sind. Der Proportionalı- 
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tätsfaktor og muß also Wurzel der folgenden Gleichung 
n + 1!” Grades sein: 


A rP— 04, 9, Ar +»+D — oO A rn yEg A, wre+n) —g A, wrn 


Al eimeA KR BE) Oruupche CH: j he om) 9 
= 
' 


? 


A rle54. (9) ‚A Ion My Wrl), } „A, ++) _ A, tn) 


die charakteristische Gleichung des periodischen Algo- 
rithmus genannt werden soll. Mit Beachtung der Gleichungen 
(17) kann ihr die folgende einfachere Gestalt gegeben werden: 


pr 2 (p+1) (»+n) 
gr 0, ei N Rz Art 
(P) (p+1) _ (p+n) 
AP, Ay, Or aiucn AR, — (): 
’ 
4'P) A\r+dV ,„ Aertm — 0 


n,9? N,9 7 Rn, | 


in der Tat geht diese Determinante zufolge der genannten Gleichungen 
in die vorige über, wenn man sie, mit der nach den Voraussetzungen 
von Null verschiedenen Determinante 


4, (#) 4, , oh, A, 
1 g ie g+1 
Art IRA BERG ten A e+» 


ip 6a Au+n, Een 
2 


kolonnenweise multipliziert. Diese neue Gestalt der charakteristischen 
Gleichung empfiehlt sich nicht nur durch größere Einfachheit, 
sondern vornehmlich dadurch, daß sie die Unabhängigkeit der- 
selben von der Vorperiode zum Ausdrucke bringt. 

Beschränkt man sich deshalb auf reinperiodische Algorithmen, 
d.h. setzt man =, so kann die charakteristische Gleichung fol- 
gendermaßen gefaßt werden: 


0 —- 4%, A Böhner .5 — A,P+®) 

| Do Aerl),..., — Atm 
io 

| — AP, , 0A, 


10. Perron hat, indem er das Elementensystem (10) zunächst ganz 
beliebig ließ, in den $$ 11—13 seiner erstgenannten Arbeit die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen für die Konvergenz eines 
periodischen Algorithmus aufgesucht. Die hierzu erforderlichen Er- 


wägungen sind aber recht beträchtlich und mannigfaltig, besonders 
29 * 
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in dem Falle, wo die Periodenzahl » > 1 ist. Indem wir hier, wo die 
Konvergenz des Algorithmus schon feststeht, bloß darauf verweisen 
können, müssen wir doch der Arbeit einen Satz entnehmen, der, aus 
jenen Betrachtungen gewonnen, die Grundlage für das Folgende bildet. 
Wir führen dazu neben der Determinante (39) die aus ihren Unter- 
determinanten n‘" Grades gebildete Determinante ein und schreiben 
diese wie folgt: 


Io): I1(0)) ... ZUIOH 
19.00). 10), u ) PRO) 


Aus den bekannten Beziehungen zwischen den Elementen einer De- 
terminante und den dazu Adjungierten folgen dann zunächst die 
Gleichungen 


(40) AO. gl) + APrD- gule) + + At”. g,.(e) 
R 

= 0 9.(0) — | El 

(für, k=0,1,2,...,n) 


| ae 
,‚ je nachdem . 


Durch sie sind die Elemente 9,,(0) für alle Indizes ,k=(0,1,2,...,n 
definiert, und es bestehen identisch für k=0,1,2,...,n die Be- 
ziehungen 


(41) 9%;(9) ”$ A," 90,(0) ar 4,” g,,(0) en ar A,9g,,(0); 


die man aber auch zur Definition der Größen g,,(o) für größere Werte 
des Index A benutzen kann. Aus ihnen ergibt sich dann die folgende: 


Dan 9x,(0) = Da z Da +9 g2,(0), 


= n=0 


wo nun die auf h bezügliche Summe zur Rechten nach (40) den Wert 
0 9,,(0) oder den Wert @- 9,,(0) — f(o) hat, je nachdem A &i oder 
A = ti ist; da hiernach die Doppelsumme gleich 


Q > 4,09,,(0) — APf(o) 
i=0 


wird, so folgt aus (41) für die vorige Gleichung die Gestalt: 


(42) 9: 94,(0) 2. ArF+». g,,(0) = Aloe), 


h=0 


eine Beziehung, auf die wir später werden zurückzuweisen haben. Sie 
kann ebenfalls zur Definition der Größen g,,(e) dienen, indem für jeden 
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bestimmten Wert von k die » + 1 Gleichungen für = 0,1,2,...,n, 
deren Determinante gleich f(o), also nicht identisch Null ist, die 


n + 1 Größen 
90), Irıl0),- .-, I1.(0) 


eindeutig bestimmen. 

Stellen wir nun noch mit Perron folgende Definition auf: Eine 
algebraische Gleichung f(o)=0 heiße regulär, wenn unter 
ihren verschiedenen Wurzeln entweder nur eine, die mit @, 
bezeichnet werde, den absolut größten Betrag hat, oder, 
falls mehrere von diesem Betrage vorhanden sind, doch 
deren Vielfachheit geringer ist als die von g,. Die Wurzel 
o, soll die Hauptwurzel dieser Gleichung heißen. 

Dies vorausgeschickt, läßt sich der gedachte, von Perron aus der 
oben angegebenen Grundlage hergeleitete Satz folgendermaßen fassen: 

Ist der den Irrationellen @,,&,...,«, zugehörige Ketten- 
bruchalgorithmus (4) regelmäßig und periodisch, so ist die 
charakteristische Gleichung regulär, die Hauptwurzel o, 
positiv und einfach und 9,,(0,) > 0, und man erhält aus (35) 
fürr=p wegen (38) die Gleichung 

a An ASTL, + ar ah RT A,rt ARE 
während 
i %; _ _Iki(o) 
= ET AD TET gro) 
ist, wo k eine beliebige positive ganze Zahl. 

11. Unter den Voraussetzungen dieses Satzes hat die charakte- 

ristische Gleichung flo) 0 


vom Grade n+ 1 ganzzahlige Koeffizienten, und die Adjungierten 
9,;(9) der Determinante (39) sind ganze und ganzzahlige Funktionen 
von og. Aus (43) ergeben sich also die Irrationellen «, als rationale 
Funktionen von o, mit ganzzahligen Koeffizienten, also als Zahlen 
des aus der Hauptwurzel go, der charakteristischen Gleichung gebil- 
deten Zahlenkörpers k(g,). Da der höchste Koeffizient dieser Glei- 
chung +1 ist, so ist go, selbst eine ganze algebraische Zahl und 
genauer eine Einheit, da die Elemente a,® gleich 1 gewählt sind, 
weil alsdann zufolge der Beziehung (14) auch das konstante Glied 
der charakteristischen Gleichung gleich + 1 ist. Der Satz der vorigen 
Nummer führt somit zu dem wichtigen Ergebnisse: Ist der den Irra- 
tionellen &,, @,...,«, zugehörige Kettenbruchalgorithmus 
(4) regelmäßig und rein periodisch, so sind diese Irratio- 
nellen Zahlen des aus der Hauptwurzel o, der charakte- 
ristischen Gleichung gebildeten Zahlenkörpers, d.h. Zahlen 
eines und desselben Körpers von einem Grade Zn-+ 1. 
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Hierbei kann die Voraussetzung der reinen Periodizität noch un- 
terdrückt werden. Ist nämlich eine Vorperiode von g Zeilen vor- 
handen, so ist doch der den Größen | 


9, 9, Ai a, 


zugehörige Kettenbruchalgorithmus von der im Satze vorausgesetzten 
Art, und demnach sind diese Größen Zahlen eines Körpers von einem 
Grade <n +1. Da aber aus der Formel (5), wenn darin h=y ge- 
setzt wird, die Zahlen &,, &,..., «, sich als rationale Funktionen 
jener Größen mit ganzzahligen Koeffizienten ergeben, so müssen auch 
sie Zahlen ebendesselben Zahlenkörpers sein. 

Bei der Entwicklung einer Irrationellen « in einen gewöhnlichen 
Kettenbruch, also für den Falln= 1, ergab sich unmittelbar aus dem 
Bildungsgesetze der Näherungsbrüche der Satz, daß « bei einer Pe- 
riodizität des Kettenbruchs eine Irrationelle zweiten Grades sein 
müsse. Das vorher bewiesene Ergebnis ist die Ausdehnung dieses 
Satzes auf den verallgemeinerten Jacobischen Kettenbruchalgorith- 
mus. Aber man sieht, wie außerordentlich viel umständlicher die 
Mittel sind, durch die wir nach Perron zu solchem Resultate geführt 
worden sind; auch erscheint es nicht völlig als die entsprechende 
Verallg&meinefung jenes Satzes, da die Irrationellen «,, &, ..., &, 
nicht notwendig algebraische Zahlen (n + 1)‘ Grades sind. In der 
Tat folgt letzteres aus unseren Betrachtungen etwa nur dann, wenn 
die Shakakterierkne Gleichung (39) irreduktibel ist: es 
bleibt aber in Frage, ob oder wann dies der Fall ist. 

In dieser Hinsicht ist folgender Satz bemerkenswert: 

Die charakteristische Gleichung ist irreduktibel, sooft 
die Zahlen a,” =1 sind und für alle der Periode angehö- 
rigen Werte des Index h 


(44) PSEnt+taP+aP +...+aM, 


ist. In der Tat, wenn sie nicht irreduktibel und deshalb a, ,&,...,«, 
Zahlen eines Körpers von geringerem Grade als n + 1 wären, so be- 
stände zwischen diesen eine Beziehung 


P,+Puy +P%+:':+P,e,=0 


mit ganzzahligen Koeffizienten, die nicht sämtlich Null sind. Das 
könnte aber nach Nr. 7 nur Sneak wenn der Ausdruck 


a 


nicht für sämtliche, über einer gewissen Grenze liegenden A, d.h. hier 
für alle A einer Periode unter einer Zahl 9 < 1 verbleibt, wenn also 
für mindestens einen dieser Werte 
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14 M+.. +, 15] 


a,w 


wird. Da nun «,® zwischen den Grenzen a,” und a,” + 1 enthalten 
ist, so ist derselbe Ausdruck kleiner als 


n+a,®P +... ta ®, 


7% ) 
a, ; 





und demnach müßte dieser letztere Bruch für mindestens einen jener 
Werte h größer als 1 sein, was der Voraussetzung (44) zuwider ist. 
12. Ist aber die charakteristische Gleichung irreduktibel, 


so sind auch die Zahlen «,,%,..., «, linear unabhängige 
Größen, d. h. es ist keine Beziehung 
(45) P, + Pe, +:::-+P,e,=0 


mit ganzzahligen, nicht sämtlich verschwindenden Koeffi- 
zienten zwischen ihnen möglich. Es genügt, dies für rein- 
periodische Algorithmen zu zeigen, da eine solche Beziehung offen- 
bar auch eine ebensolche zwischen den von jenen Zahlen linear ab- 
hängigen Größen he 
oO h di h 
a,‘ ), 0,9, SE a, ) 
nach sich zieht, und umgekehrt. Ist aber der Algorithmus für die 
Zahlen «&,,«&,,...,«, rein periodisch, so sind sie Zahlen des Körpers 
K(e,), wo oe, die Hauptwurzel der charakteristischen Gleichung ist. 
Man bezeichne mit 


Pr; Par Par, P,, 
a, Ga 5 
die zu &,, &%,..., «, konjugierten Zahlen in den n zu K(o,) konju- 
gierten Körpern. Bestände dann eine Gleichung (45), so müßten auch 
We Slam! 


P+Py+PRE- 
sein, und da nicht alle P, Null sein sollen, müßte die Determinante 


4 ER valera a 


1, » Bin Bar > An 
1, bb en 


verschwinden. Sie unterscheidet sich aber, wenn o,, 0,, - - -, @, die 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung bedeuten, nach den Be- 
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ziehungen (43) von der andern Determinante: 


| 9009), Irılo) -- -> Irn(®0) 
(46) | %o(O1)> HılO1)> - - > Ian(Qı) 


"atonmYerlo,): + Yale 


nur um den Multiplikator 


Ix0(Bo)- 9001) * + - Iro(OR); 


der von Null verschieden ist, da 9,,(0) für die Wurzel o, der charak- 
teristischen Gleichung nach dem Satze in Nr. 10 positiv ist, also auch 
für keine der übrigen Wurzeln dieser als irreduktibel vorausgesetzten 
Gleichung verschwinden kann. Ist also die neue Determinante nicht 
Null, so kann es auch die frühere nicht sein. Multipliziert man aber 
jene zeilenweise mit der folgenden: 


| AN, AN, Da A, | 


(47) | AP, Ar», ..., Aftm 


| AD, At, ,.., Art | 


so ist das allgemeine Glied der Produktdeterminante die Summe 


>} Ae+» Irn(Ou)- 
h=0 
TE ED Een 


Nun findet man einerseits aus (17), wenn h darin durch (A—1)p-+h 
und r durch » ersetzt und bemerkt wird, daß bei reiner Periodizität 
AN) = 4 ist, die allgemeine Gleichung 


(48) A,r+N — > AUR-Dp+Rn, Awte), 


s=o0 


andererseits besteht wegen (42) die Gleichung 


(49) > Arm. I%r(0,) ion: 9:(0,)- 
kh=0 


Allgemeiner aber ist 


N 


(50) 32 APP+N. g,,(0,) = 0% ' 9r:(Eu)- 


h=0 
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Man beweist dies durch allgemeine Induktion, indem man annimmt, 


daß die Gleichung 


2 NW 2 9r(0,) Su 0 - 9(0.) 
h=0 


schon feststehe; dann wird wegen (48) 


> BE gl) > Be Ar RN 91,0.) 


A=0 h,s=0 


r 5 A,r+N. 00471: 9,,(0,) 
s=( 
also nach (49) gleich 0, 9,,(0,)- 


Nach diesen Ergebnissen wird das Produkt der zwei Determinanten 
(46) und (47) einfach gleich- 


9;:(00) 9; (01) .. 9,(0n) ; 





Es kann daher nicht verschwinden, also auch nicht die Determinante 
(46); denn die Determinante in dem vorstehenden Ausdrucke ist als Dis- 
kriminante der irreduktibeln charakteristischen Gleichung von Null 
verschieden und g,,(o) nach dem Satze in Nr. 10 positiv, also auch 
keiner der übrigen Faktoren 9,,(0,), -- -, 9,,(0,) gleich Null. So 
entsteht ein Widerspruch, und der ausgesprochene Satz ist bewiesen. 
15. Bestimmt nach dem Hauptsatze der Nr. 11 die Periodizität des 
Kettenbruchalgorithmus (4) unter gewissen Voraussetzungen die 
Irrationellen «,, &,, ..., «, als Zahlen eines und desselben Zahlen- 
körpers vom (n + 1)“ Grade, so entsteht nun die Frage, ob sie einem 
solchen Systeme von » Zahlen auch charakteristisch ist, ob nämlich 
auch für jedes System dieser Art der zugehörige Algorithmus not- 
wendig periodisch sein muß. Diese, wie bereits gesagt, für den Wert 
n = 2 schon von Jacobi behandelte Frage ist für den allgemeinen 
Kettenbruchalgorithmus bisher völlig offen geblieben. Dagegen ist 
es Perron noch gelungen, freilich auch nur auf Grundlage der 
in Nr. 10 erwähnten umständlichen Betrachtungen, für periodische 
Algorithmen ihr Näherungsgesetz zu ermitteln, d. h. zu zeigen, in 
welcher Weise die Differenzen 
A 
ap 9 


wel, 2374.,%) 
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mit wachsendem Index h gegen Null konvergieren. Wir beschränken 
uns auf den Fall regelmäßiger Algorithmen, in welchem also a,® = 1 
gedacht werden kann. Setzen wir k=kp-+ A, wo A einen der Werte 
0,1,2,...,p—1 hat, und betrachten, indem wir k unendlich wachsen 
lassen, die Differenzen 

atrrR) 


(Dh 27. ,[n) 


Man kann dann leicht einsehen, daß das Näherungsgesetz von einer 
etwaigen Vorperiode des Algorithmus unabhängig ist. In der Tat 
folgt zunächst aus (17) die Formel 


4(k +4 k + kp+? 
APr+7+9 > a,AYPHiH— Euer I (Abt — a,A@t9), 
s=0 


deren rechte Seite mit hücksicht auf die aus (5) hervorgehende Be- 


ziehung (AN + MALHD +... + 0,9 AU +”) 


= a Am al a, At )L...+ a, Ar* n) 
auch in der Gestalt 


n 

>> (Atr+n fi 00 Akp+n)(A0+9 Is 0, AY+®) 

s=0 
geschrieben werden kann, wenn unter «,) die Zahl a,"=1 ver- 
standen wird. Da man dann aber das s = (0) entsprechende Glied der 
Summe, welches verschwindet, unterdrücken kann, so erhält man 
n Gleichungen: 
(51) A,tpti+n) — ,A,KP+?+9 


2 (AUp+n — «0 Alp+n).(Ab+9 — «ABt 9), 
= 12, ...,%) 
Ihre Determinante ist von Null verschieden; denn man findet leicht 


| A,eHV — a, AP +, N A, — a, Aut” 


} . . . 


Ad AND, Ar At 
| I Ar, ER A | 


g+1 y+tn) | 
A ae he | 


= 





[7 . . . m . [ ® | 
1 9 | 
| &n» 2 Se ) ER 4,0+® | 
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und die letztere Determinante mit Rücksicht auf die Formeln (5) und 
(14) gleich I 


al) Ag) al MOyICae) er «9 Aab+m \ 





Deshalb ergeben sich aus den n Gleichungen (51), welche die n Aus- 


drücke AM!p+2ı+9) _ 30. Ro 
N &” 


als lineare Funktionen der » anderen 
AWr+R) _ ui). Alkp+2) 
9 


2,9 


mit von k unabhängigen Koeffizienten darstellen, auch umgekehrt 
diese letzteren Ausdrücke als solche Funktionen der ersteren. Da 
nun nach (17) der Quotient 


2 ee MORRH 


ur. 9 Ken 
9 


i=1 
ist, also mit unendlich wachsendem k gegen die BR Grenze 
AR + > AH). a0 
i=l 


konvergiert, so muß offenbar das Näherungsgesetz, nach welchem die 
Ausdrücke 


Akp+7+9) AarPr+%) 

— = und KUH — —M (4) 
(kp+A+9) ’ (kp +4) ’ 

4A) 46, f 


mit wachsendem h unendlich abnehmen, für beide das gleiche sein. 
Demnach dürfen wir uns, um dieses Gesetz anzugeben, auf die Be- 
trachtung rein periodischer Kettenbruchalgorithmen beschränken. Das 
Gesetz, zu welchem Perron hierbei gekommen ist, lautet dann, in 
etwas engerer Fassung, als wie er es gegeben hat, folgendermaßen: 
Ist der Kettenbruchalgorithmus (4) für die Irrationellen 
&,&g,...,&, regelmäßig und rein periodisch mit der Pe- 
riodenzahl p, und hat die charakteristische Gleichung des- 
selben keine mehrfachen Wurzeln, so ist für alle :=1,2,. 
undd/=0,1,2,...,p—1 
ı Aakr+% 


| k 
Dzzuess Fe 2) 


unter Ü eine gewisse positive endliche Konstante verstan- 
den; aber für wenigstens eine jener np Kombinationen t, 
ist bei Ben hinreichend ae Werten k 


| Ar +4) 


k 
ED er Be 
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während auch (, eine gewisse positive endliche Konstante 
bedeutet. Dabei bezeichnet o, die Hauptwurzel der charak- 
teristischen Gleichung und o, diejenige ihrer Wurzeln, 
deren absoluter Betrag nächstkleiner ist. 

14. Man sieht durch Vergleichung mit Nr. 1: dieses Näherungsgesetz 
ist im allgemeinen ein ganz anderes, :als es sich für diejenigen Brüche 


%; . 
„_ herausgestellt hat, durch welche man » Irrationellen «&, , &,...,&, 


mittels der Reduktion quadratischer Formen, bzw. auf Grund eines 
allgemeinen zahlengeometrischen Satzes von Minkowski nahe kom- 
men kann, und wonach die Annäherung durch einen Ausdruck 


C 
N ı—— 
x V®, 
gemessen wurde. Fragen wir also mit Perron noch kurz danach, 
wann etwa jenes Gesetz mit dem eben genannten in Übereinstim- 
mung ist. Da man sich auf den Fall reiner Periodizität beschränken 


kann, so wäre also die Frage, wann, unter Ü° eine positive endliche 
Konstante gedacht, für ale2e=1,2,...,n undA=(0,1,2,...,9—1 





| 4Ap+A) h) 
53 | RR: — 0 er = a OS 
(53) | AakP +9) j Alkp+%) .y alp+a 


ausfällt. 
Nun wächst A,*?+# proportional mit o,‘. Hiervon überzeugt man 
sich folgendermaßen: Eintwickelt man die rationale Funktion 


Iki (0) 
f(e) 


von o nach fallenden Potenzen dieser Größe, so erhält man die Ent- 
wicklung 


(54) 





f(e) E o? g? Ne 





denn diese Formel erfüllt, für k= 0, 1,2,..., n in (42) eingesetzt, 
diese letztere Gleichung, die ja zur eindeutigen Definition der Größen 
9,;(0) diente. In der Tat erhält man so als linke Seite der Gleichung 
die Differenz 








00 n oo 
D AbPp+N Be Art Maler» 
8 s+1 ’ 
_=0 g h=0 s=0 g 


d. i. wegen der Beziehung 


NR 
>! A,er+n. Ae+N— Aletbr+R, 
ö ö 
h=0 
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welche aus (17) durch die Annahmen r=pundsp+%k für h und 
durch die Bemerkung, daß A/3+" = A}? + ist, hervorgeht, einfacher 


ze AS+tDp+M) 


3 (sp +k 
Nat = Spt D nereitr) Fl 4 
s s+1 a $) 
@ 


s=0 2 s=0 
wie es die Gleichung (42) verlangt. Aus (54) folgt nun für = 0 


Ix0(0) -(@ — 9) 
fe 

a 4 AA | AED — a 

@ e* 
Da aber bei einem regelmäßigen Kettenbruchalgorithmus, wie er 
vorausgesetzt ist, die Hauptwurzel 0, der charakteristischen Gleichung 
nur einfach ist und alle übrigen Wurzeln derselben von kleinerem 
Betrage sind, so konvergiert die vorstehende Reihe noch für o= o, 
und ergibt dann die Beziehung 


920%) _ im 
[RUN EANER HR BR 
aus welcher die Richtigkeit der gestellten Behauptung einleuchtet. 
Deshalb ist die Ungleichheit (53) gleichbedeutend mit der anderen: 
4akP+% C 
tn. =. &; .— nn ı—— ’ 
Ar eh Veh 


worin C’ eine andere positive endliche Konstante bedeutet. Dem aus- 
gesprochenen Näherungsgesetze zufolge ist aber für eine bestimmte 
Kombination i, A und für alle hinreichend großen Werte von k 





| AT C. FE 
ea 
und es müßte also dann 
Be! C' 
| 0, | 
C, gi <a 
ir SE Vioh 


d.h. | | ” 
Q V% y a“ C, 


sein. Das ist für unendlich zunehmende Werte von k nur möglich, 
wenn ML SRRE BEEN 
| 9, | et 

oder o, absolut nicht größer als a. ist, und a fortiori auch die 


®% 
übrigen Wurzeln @,,.. ‚go, der charakteristischen Gleichung absolut 
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. ke . 1 Pr 
nicht größer sind als „_—- Dann muß aber o, als Wurzel größten 


absoluten Betrages vom Betrag > l, und jede der übrigen Wurzeln 





der charakteristischen Gleichung absolut nicht kleiner als De 


70 
sein, da sonst das Produkt 


000 1 


würde, während es absolut gleich dem letzten Koeffizienten der charak- 
teristischen Gleichung, d. i. gleich 1 sein muß. Man erschließt also 
als eine für die Annahme der Annäherung (53) erforder: 
liche Bedingung, daß 

| 1 


(55) \epigetil eigen 
Ve 


sein muß. 

Diese notwendige Bedingung ist aber zugleich auch die 
ausreichende. Denn, genügen ihr die Wurzeln der charakteristi- 
schen Gleichung, so kann die Hauptwurzel o,, da sie nur einfach ist, 
nicht von Betrage 1 sein, weil sonst auch die übrigen, die doch 
mindestens auch einfach sind, von gleichem Betrage wären, der Be- 
deutung der Hauptwurzel zuwider; sie ist also die einzige Wurzel, 
welche absolut größer als 1 ist. Daher ist die charakteristische Glei- 
chung irreduktibel, denn sonst wären die Wurzeln wenigstens eines 
der Faktoren, in die f(e) zerfällt, sämtlich absolut kleiner als 1, 
während sein letzter Koeffizient + 1 sein müßte. Da somit jene 
Gleichung nur einfache Wurzeln hat, gilt das ın (52 a) ausg gesprochene 
Näherungsgesetz und gibt mit Beachtung von (55) 


| Ur & Br U 
era nF 
Ay oh Veb 
oder auch | 
| kp +4) Ö 
| a Sn 
1] 4y 1 De VA! P 


wo (© eine positive endliche Konstante bedeutet. — 

Bei regelmäßigen Algorithmen, wo die Zahlen a,” = 1 sind, die 
Determinante (14) also. + 1 ist, ist g,, wie in Nr. 11 bemerkt, eine 
Einheit. Nun werden wir in der Folge zeigen, daß es nur zwei 
Arten algebraischer Zahlenkörper gibt, in denen eine Einheit o, vor- 
handen ist, deren konjugierte Einheiten den Gleichungen (55) ge- 
nügen. Dies sind einerseits die reellen quadratischen Körper, welche 
dem Werten=1 entsprechen, also zu den gewöhlichen Kettenbrüchen 
für quadratische Irrationellen führen, andererseits unter den, dem 
Werte » = 2 entsprechenden !;ubischen Körpern diejenigen, deren 
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erzeugende Gleichung eine reelle und zwei konjugiert imaginäre 
Wurzeln hat, in welchem Falle der Kettenbruchalgorithmus also der- 
jenige für zwei kubische Irrationellen «,, «, erster Art ist. Demnach 
gilt nur für eine reelle quadratische Irrationelle und für 
zweireelle kubische Irrationellen erster Art eine Annäherung 
mittels des Kettenbruchalgorithmus, welche in gleicher Weise wie 
bei der Annäherung mittels Reduktion quadratischer Formen, näm- 
lich durch die Formeln 

C 


bewege 
(40) 


am?’ 
gemessen wird. 

Für den Fall des besonderen Kettenbruchalgorithmus der Zahlen 
&=4,0=«”, wo « die Kubikwurzel aus einer ganzen Zahl ist, hat, 
falls derselbe periodisch ist, zuerst der Verfasser das Stattfinden 
eines solchen Näherungsgesetzes nachgewiesen (Vorles. über die Natur 
der Irrationalzahlen, 10. Vorlesung; Leipzig 1892). 

Die letzten Betrachtungen lassen erkennen, daß die nach Jacobi 
eingeführte Verallgemeinerung des gewöhnlichen Kettenbruchs kaum 
als das rechte Analogon zu demselben angesehen werden kann, in- 
dem wesentliche Eigenschaften des letzteren sich auf den allgemei- 
neren Algorithmus nicht ganz übertragen. Dagegen weist das Ergeb- 
nis dieser Nummer zugleich mit den Untersuchungen des vorigen 
Kapitels, insbesondere die Sätze in Nr. 5 und 6 desselben, auf die 
kontinuierliche Reduktion der allgemeinen quadratischen Formen 
als die vermutliche Quelle hin, um das wahre Analogon zur Charak- 
teristik einer Irrationellen zu ermitteln, wie die Kettenbruchentwick- 
lung, d. ı. die kontinuierliche Reduktion binärer quadratischer For- 
men, sie für quadratische Irrationellen gewährt. 


Fünfzehntes Kapitel. 


Minkowskis Charakteristik algebraischer Zahlen. 


l. Die am Schlusse des vorigen Kapitels erwähnte Reduktion der 
binären quadratischen Formen ist zweifelsohne anzusehen als der Aus- 
gangspunkt für eine allgemeinere Untersuchung wesentlich anderer 
Richtung, als sie dieJacobische Verallgemeinerung der Kettenbruch- 
algorithmen einschlägt; eine Untersuchung, durch welche es Min- 
kowski gelungen ist, einen arıthmetischen Charakter für die 
algebraischen Zahlen jeden gegebenen Grades festzustellen 
und so jenen kapitalen Satz der Kettenbruchtheorie, der den arith- 
metischen Charakter der quadratischen Zahlen betrifft, zu verall- 
gemeinern. 
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In Nr. 1 des 14. Kapitels ist bemerkt, wie die stete Reduktion der 


F 
nz (x, — ax)” + ARay 


die sukzessiven Minima derselben, mit ihnen aber nach Kap. 2, Nr. 14 
auch die aufeinanderfolgenden relativen Minima des Ausdrucks 
E=L — 0%, 

nämlich in den Näherungsbrüchen 

DD 

RE a. 
des Kettenbruchs für « eine unbegrenzte Reihe wachsender Zahlen 
24, P5 » Pa»... herbeiführt von der Beschaffenheit, daß jedesmal für 
alle ganzen Zahlen x,, x,, deren zweite nicht größer ist als 9,®, der 
Ausdruck $ für 2,—= p,®, x, = p,;” am kleinsten wird. Verbindet man 


aber den Ausdruck RR R 
,=p "ap 


mit dem ihm voraufgehenden 
BER u ER 4 ann 
so gehört zu jeder Zahl p, eine bestimmte Substitution $;: 
HM Nat 2, Beni), tm. 3, 
durch welche sich & ın den Ausdruck 
K&-ı Art 2 


verwandelt. Man erhält so eine unbegrenzte Reihe von Ausdrücken 
Xı> Xa> X, ; ; , oder von Substitutionen $,, 55, 55, -. ., die man auch 


I, Bd, Dada dar... 


schreiben kann, und die besondere Beschaffenheit der letzteren Reihe, 
nach welcher die Substitutionen Q,, &%, @;, . . . eine Reihe periodisch 
wiederkehrender Substitutionen bilden, gibt der Irrationellen « den 
Charakter einer algebraischen Zahl vom Grade zwei. 

Dieser Betrachtung analog gehen wir jetzt für irgendeine reelle 
oder komplexe Größe « von dem Ausdrucke 


(1) S=-rn, tan tet, +: ta" in, 
aus, der n Unbestimmte x, enthält. Erteilt man jeder der Unbe- 
stimmten einen der Werte 

ne ra 


wo r eine positive ganze Zahl ist, so erhält man (2r + 1)” verschie- 
dene Wertesysteme &,, &%s, -.., %,. Wir nennen m Zn von ihnen 


n*® 
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unabhängig voneinander, wenn in ihrer Matrix nicht alle De- 
terminanten m‘® Grades verschwinden. So gibt es denn unter ihnen 
gewiß n voneinander unabhängige Systeme; denn die Systeme 
Del) neu fir kr 

12.0 70.0) 
sind es gewiß, da ihre Determinante gleich 1 ist. Nur wähle man 
unter den gedachten Systemen ein solches aus, für welches der Aus- 


druck & den kleinsten absoluten Betrag erhält; es heiße p, ', 2, ,...,p,", 
und man setze 


a,= pP,” u De" u ep, == aa E= a 


Alsdann wähle man ein zweites, von dem ersten unabhängiges Werte- 
system 9,9, 9, ®, ..., »,'® unter den gedachten so aus, daß der ab- 
_ solute Betrag von 8 den nächstkleinsten Wert erhält, und setze 


&, = p,9 - pP,” En ap,” +... 4 a" 19,@ 


und fahre so fort, bis zu einem n‘*" von den vorhergehenden Systemen 
unabhängigen Wertesysteme p,”, p,”, ..., p,””, für welches der Aus- 
druck & wieder den nächstkleinsten absoluten Betrag erhält, und setze 


&,, == p,”) + EP") + ep, E= At -H a 


Hiernach gehört zu der ganzen Zahl » eine gewisse ganzzahlige Sub- 
stitution S: 
(2) X, = p "2, 4 p,®z, -- ER 2 pe, 

@=1, 2,%..,n) 


mit nicht verschwindender Determinante |p,® , und durch sie geht 
& über in einen Ausdruck 


(3) al 5 Ga 17 Ban ee EL 717 

in welchem die Koeffizienten der Unbestimmten 2, offenbar den Un- 
gleichheiten 

(4) alZıai<aZıe,l 

genügen. Diese Koeffizienten sind, obwohl die Wahl der sukzessiven 
Wertesysteme p,®, 9,®, ..., 2,” keine eindeutig bestimmte zu sein 


braucht, durch die Zahl r dennoch eindeutig festgelegt, denn sie 
sind, wie leicht gezeigt werden kann, die dem absoluten 
Betrage nach kleinstmöglichen Werte, die der Ausdruck & 
überhaupt bei irgendwelchen n unabhängigen der (2r + 1)* 
gedachten Wertesysteme anzunehmen vermag. 

2. Um dies zu zeigen, bedürfen wir aber eines Hilfssatzes, der 
folgendes aussagt: 


Baehmann, Zahlentheorie IV 2 30 
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Versteht man unter 
(5) 29, BU DM 
ee) 
irgendwelchen voneinander unabhängigen Systeme ganzer 


Zahlen, so kann die Umkehrung der ihnen entsprechenden 
Substitution 8: 


(6) part +2, 
= 1,2,,..,n) 
mit einer solchen ganzzahligen Substitution 7 vom Modul 
+1: 
(7) han am yı FIRE RT? a, y, 
(el, 2, 2) 
zusammengesetzt werden, daß das Produkt U=S-!. Tdurch 
Formeln von der Gestalt 
ey tr9at+ + r”Y, 
) Be re 
Pr y,y, 
gegeben wird, in welchen 
I < um ZI. LTR We 
ist. Zum Beweise denken wir uns alle ganzzahligen Wertesysteme 
Du, Ds =, 2, zon,dersKorm 
ey PD, 
(rm |, 20 NN) 
in denen 0O<y,<1 ist; ein solches gibt es gewiß, nämlich das System 
2; 
(= 1,9 5,0) 
unter ihnen allen sei das System 
aD = y,W.p® 
er 2,328, 20) 
dasjenige, für welches y, seinen kleinsten Wert y,® hat. Nunmehr 
denke man alle ganzzahligen Systeme x, von der Form 
= NP +rDN, 
G=1,2,..,n) 
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in welchen 0<y, <y", 0<yp,<1 ist; ein solches ist das System 
I, — Di, 

Kae 2 a, 9) 
und unter ihnen allen sei 

a2 = y,Apd + y,9p,9 

rl, 
dasjenige, in welchem y, seinen kleinsten Wert y,'® hat, usw.; endlich 
denken wir unter allen Systemen von der Form 

DE ED yD, 
Fl, 25. .%.,,n) 


ın welchen 
rn rn en re 
ist, dasjenige 
any ++: + y,p®, 
(= 1, 2,...,n) 

in welchem y, seinen kleinsten Wert y, hat. Dies vorausgeschickt, 
sei X, &g, .. ., %, irgendein ganzzahliges Wertesystem. Setzt man 
dann in den Formeln (6), durch welche wegen |p,®|-+0 endliche 


Werte 2,, 2, -..,2, bestimmt werden, 2,=y,”y, + y,„ mit ganz- 
zahligem y, und O<y,<y,”, so wird x, — a,®y, von der Form 


Eu opd En 7 + y,00. 
Ferner kommt, wenn nun Z,_ ,=Yy"-D-y_,+Y,_, wit ganz- 
zahligem y,_, ud 0O<y_,< Yu ee wird, 
,— a my, . a a 
N a +, 
usw.; endlich findet sich 
ya ea, 
WEN Er a BR QURE Kac20 
mit den Bestimmungen 
2 ee a 
die nicht anders erfüllt werden können, als wenn sämtliche y, = 0 
sind, mithin 


= ad y, En A dys +... + a,@y, 
30* 
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ist. Da dies für jeden der Wertei=1,2,...,n gilt, entspricht also 
jedem ganzzahligen Wertesysteme x,, &,, ..., ©, ein Formelsystem 
von der Gestalt (7) und ein ihm genügendes ganzzahliges Wertesystem 
Y» NY -:-, Y,, was offenbar auch umgekehrt gilt; also muß die De- 
terminante dieser Gleichungen + 1 sein. Die entsprechende Substi- 
tution 7’ ist also vom Modul + 1, und da man aus den Werten der 
a,“ sogleich die Beziehung $S- U=T oder U= S-!1.7 gewinnt und 
die Koeffizienten in U den bei (8) angegebenen Bedingungen genügen, 
so ist unsere Behauptung erwiesen. Zugleich gilt zwischen den De- 
terminanten P, A, A dieser Substitutionen die Beziehung 


P-A=AJ=-I% 
d.h. 


(8) ydy9y, = 


3. Seien nun wieder die Systeme (5): 


1 


BD 


DB) ] ) 
PD Pe”, Pa 
GT. In) 
diejenigen, die wir in Nr. 1 eingeführt haben, und 
(9) 20,00, 20 
Geil, 2 un) 
irgend n unabhängige der dort betrachteten (2r + 1)* ganzzahligen 
Wertesysteme. Für jedes Wertesystem z,,%,, ..., x, dieser Art sind 


durch die Gleichungen (6), in denen jede Vertikalreihe eins der 
n Systeme (5) aufweist, die 2, eindeutig bestimmt; wenn also 


BZR 2,410 7 EZ 
nicht sämtlich Null sind, so werden das System x,, &,, . .., z, und 
die j — 1 Systeme 
(10) Pi) P2" 2, Dun”) 


Re 


voneinander unabhängig sein, da es sonst durch diese allein, d.h. 
mittels lauter verschwindender 2,, 2,41, - - -, 2, ausgedrückt werden 
könnte. Mit den Größen 2,, 2,,1, - - -, 2, sind aber den Beziehungen 
(3) zufolge die Größen y,, Y;41, -- -, Y, gleichzeitig sämtlich Null 
oder gleichzeitig nicht sämtlich Null, im letzteren Falle ist also das 
System &,,#g,...,x, von den Systemen (10) unabhängig, und folg- 
lich ist nach der Bedeutung der Größen «, der jenem Systeme zuge- 
hörige Wert von & dem absoluten Betrage nach gleich oder größer 
als \«,|. Nun ist die Determinante |x,®| der Systeme (9), also den 
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Gleichungen (7) zufolge auch die Determinante 'y,®| von Null ver- 
schieden. Demnach können nicht für j oder gar für mehr als j der 
Systeme (9) die zugehörigen Y,,%,,1,-- -, 4, sämtlich verschwinden, 
da sonst in j Zeilen der Determinante y;®| jede der letzten n—j+1 
Kolonnen und damit die ganze Determinante Null wäre. Somit sind 
mindestens » — j+ 1 Systeme (9) unabhängig von den Systemen 
(10) und geben einen Wert & > «,|. Werden also jetzt die zu den 
Systemen (9) gehörigen Werte von & ihrem absoluten Betrage nach 
wachsend geordnet: 


CR PZN 
DER EEPÄSRT 


demnach auch Er 
81 > ja, 

Das besagt: die Werte @,,@,,....,«, sind, wie behauptet, das dem 
absoluten Betrage nach kleinstmögliche System von » Werten des Aus- 
drucks & für irgendwelche » unabhängigen Wertesysteme 2, ,%,:.., 7, 
unter den (2r + 1)* Systemen mit x,!<r. 

Nachdem dieser Punkt festgestellt ist, lassen wir jetzt » die Reihe 
der positiven ganzen Zahlen durchlaufen. Zu jedem r gehören n un- 
abhängige Systeme (5) von Zahlen < r, welche die kleinstmöglichen 
n Werte von & liefern; geht r in r + 1 über, so kann es geschehen, 
daß jene Systeme auch unter den Zahlen, die absolut <r + 1 sind, 
noch diejenigen sind, denen die kleinstmöglichen » Werte von &, also 
noch dieselbe Substitution S und der gleiche, durch sie aus & her- 
vorgehende Ausdruck y entsprechen. Stellen wir also zunächst für 
r=r,d.i.r—=1 die zugehörige Substitution (2) auf, die 5, heiße 
und nennen y, den durch sie aus & entstehenden Ausdruck 


Ms a, "2, “5 "2, 1: u: a 02, 
Möglicherweise gehören dann S, und x, auch noch zu den folgenden 
Werten r=2,3,... bis zu einem bestimmten Werter =r,— 1 hin, 
während für r =, und hin bis zu einer letzten Zahl » = r, — 1 eine 
neue zugehörige Substitution (2), welche S, heiße, und ein neuer ihr 
entsprechender Ausdruck 


8) 2 N, 
Ya — a,‘ 2, + &,. I2, + U: - 092, 


aufzustellen ist, usw.; allgemein also ist für ein Intervall » = r, bis 
r=r,,,— 1 eine Substitution S, und ein Ausdruck 


(11) %ı> a, 92, En 0,2, + are + az, 


aufzustellen. Die Koeffizienten der zu r, gehörigen Substitution sind 
sämtlich < r,, mindestens einer von ihnen aber gleich »,. Hierbei 
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kann man festsetzen, was auch geschehen soll, daß, wenn in einem 
dieser Ausdrücke einige Koeffizienten, welche dann wegen (4) die 
ersten sein müssen, gleich Null sind, die Vertikalreihen 
2 ( PN, Be () 

der zugehörigen Substitution, denen diese Koeffizienten entsprechen, 
in allen folgenden Substitutionen unverändert beibehalten werden 
sollen; demgemäß verschwindet dann im folgenden Ausdruck y min- 
lot: die gleiche Anzahl anfänglicher Koofhzienien 

Überhaupt aber finden nach der Art und Weise, wie die Größen 
«, entstehen, offenbar für zwei Aa ecallgnut Ausdrücke y,, 
X, die Ungleichheiten statt: 


(12) anzu], 
(ie La 


wo nicht in allen das Gleichheitszeichen stattfinden kann. 

Auf solche Weise entsteht eine Reihe von Substitutionen 
S,, 85, 8;, ... und zugehörigen Ausdrücken %,, X Xs> --, die 
wir — entsprechend den im vorigen Kapitel behandelten Jacobi- 
Ketten—alseineMinkowski-Kette kennzeichnen wollen. Von diesen 
Ketten hat nun Minkowski!) einen Satz bewiesen, der, soweit er 
den für uns wesentlichsten Punkt angeht, folgendermaßen gefaßt 
werden kann: 

Damit « eine algebraische Zahl von einem Grade» >o — 
wo 6 =1 oder 2, je nachdem « reell oder komplex ist — sei, 
d.h. Wurzel einer irreduktibeln Gleichung n'® Grades mit 
ganzzahligen Koeffizienten, ist notwendig und hinrei- 
chend, daß die zugehörige Kette für den Ausdruck (1) un- 
begrenzt, die Koeffizienten der sämtlichen Ausdrücke y, 
von Null verschieden und unter diesen Ausdrücken nur 
eine endliche Anzahl wesentlich verschiedener vorhanden 
sei; als wesentlich verschieden sind dabei zwei Ausdrücke x,, x, an- 
zusehen, die sich nicht bloß durch einen konstanten Multiplikator 
unterscheiden. 

Hierdurch ist dann ein allgemeiner arithmetischer Charakter dieser 
Zahlen festgestellt, wie ein solcher insbesondere für die quadratischen 
Dan Fin lange bekannt war. 

4. Indem wir zum Beweise dieseshochbedeutenden Satzes 
übergehen, setzen wir also « als eine algebraische Zahl 


1) Minkowski, „Ein Kriterium für die algebraischen Zahlen“, Nachr. 
K. Ges. d. Wiss., Göttingen 1899; im Anschluß daran „Über periodische Mi 
proximationen algebraischer Zahlen“, Acta math. 26, S. 333; oder auch Ges. 
Abhandlungen, 1. Bd., S. 293 u. 357. 
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n‘® Grades voraus. Minkowskis Beweis beruht nun durchaus auf 
einem allgemeinen zahlengeometrischen Satze, den wir deshalb zu- 
vörderst hier anführen müssen. 

Es seien v homogene Linearformen 


Er 2 Hu Er 


mit n Unbestimmten &,, %,, ..., x, und beliebig reellen oder kom- 
plexen Koeffizienten gegeben von der Beschaffenheit, daß unter den 
reellen Wertesystemen z,,%,,...,%, das aus lauter verschwindenden 
Werten bestehende das einzige sei, für welches alle » Linearformen 


Null werden. Dann bezeichne wieder, wie in Kap. 7, Nr. 6, 


Fa) Bar +, ©, 
die Strahldistanz, welche als größter aller absoluten Werte der Formen 
&» &2» -: -, &, für das Wertesystem z,,&,, . : -, X, definiert ist; da sie 
für alle Systeme, bei denen ein x, absolut gleich 1, die übrigen ab- 
solut nicht größer als 1 sind, offenbar nicht unter einen kleinsten 
Wert K und nicht über einen größten Wert @ hinausgehen wird, 
so folgert man aus der für eine Strahldistanz und einen positiven 
Wert i gültigen Beziehung 
Flint... tm)=t fi, + 0.) 

daß, wenn mit max(x,) der größte absolute Wert aller x, bezeichnet 
wird, für jedes Wertesystem &,, &, ..., X, 

K . max (%,) = fa, Pe %,) ag max(z,) 
sein wird. Die untere dieser Ungleichheiten lehrt, daß es nur eine 
endliche Anzahl ganzzahliger Systeme 2,, %,, ..., x, geben kann, bei 
denen f eine gegebene Größe nicht übersteigt, insbesondere also, bei 
denen f< @ ist. Unter den letzteren aber gibt es gewiß n vonein- 
ander unabhängige, denn wenigstens sind es die Systeme 


„=l »=0(kezk). 
(ik, 2,....,n) 

Man wähle nun unter ihnen zunächst ein solches 
pm, PN, Res 2, 


aus, für welches f einen möglichst kleinen Wert /, erhält; man wähle 
dann unter den übrigen jener Systeme ein solches, vom ersten unab- 
hängiges zweites System 

I, u, 
für das f den nächstkleinsten Wert f, annimmt, usw., bis zuletzt ein 
von den früheren unabhängiges System 


DI Pa”, 25 Pa”) 
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welches der Funktion f wieder den nächstkleinsten Wert erteilt. 
So erhält man » Werte ef f 
17 129 n) 


die wieder, wie die Größen «, in Nr. I, völlig eindeutig bestimmt 
sind als die möglichst kleinsten Werte, welche f(z,, &,, : .., &,) für 
irgendwelche x voneinander unabhängigen ganzzahligen Wertesysteme 
X, %g, -. ., %, annehmen kann. 

Von diesen n Größen fi, fs, - - -, /, gilt nun der allgemeine 
zahlengeometrische Satz, der in der Ungleichheit 


RITA ET 
ın welcher / das Volumen des Bereiches 


(15) fa; Kg, u Zu ee! 

bezeichnet, seinen Ausdruck findet. Minkowski hat dafür 
in seiner „Geometrie. der Zahlen“, Leipzig 1896 (1910) S. 172. 
einen vollständigen, aber sehr umständlichen Beweis geliefert. In- 
dessen kommt es für den ebrauch, den wir hier von dem Satze zu 
machen haben, nicht so sehr auf die genaue obere Schranke, als 
darauf an, daß sie nur von n abhängig ist. In seiner obengenannten 
Arbeit hat daher Minkowski selbst die behauptete Ungleichheit 
durch die weniger genaue 


hen I <ni® 
ersetzt und die letztere begründet. Da aber auch dieser Nachweis 
noch ziemlich weitläufig ist, stehen wır von einer Wiedergabe des- 


selben hier ab und entnehmen also den allgemeinen Unter- 
suchungen Minkowskis hier einfach den Umstand, daß 
(14) Bub rl 
ist, wo N eine nur von n abhängende endliche Größe ist. 

5. Das erste, was nun einleuchtet, ist, daß in den Formen 
x, der Kette für « sämtliche Koeffizienten «,® von Null 
verschieden sein müssen. Denn jeder dieser Koeffizienten ist ein 
Ausdruck (n — 1)'® Grades in « mit ganzzahligen Koeffizienten, die 
nicht alle verschwinden, und kann also wegen der Irreduktibilität der 
Gleichung, der « genügt, nicht Null sein. 

Wir wählen jetzt an Stelle der Linearformen &,, &,,..., &, die 
n + 1 folgenden besonderen: 

- ae n—1 

(15) ne a De ERUNd 5 = au az i 
unter & einen positiven Wert verstehend. Der Bereich (13), d. h. der 
Bereich aller Systeme z,, 23, .. ., &,, für welche jene Formen sämt- 
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lich absolut nicht größer als 1 sind, ist durch die Ungleichheiten 
ausgesprochen: 

(16) ee lelze. 


Da & in ihm zufolge der ersten n derselben schon absolut nicht grö- 
Ber ist als die Größe 


(17) C=-1+Jje|+je|+-..+jer-!|, 


werde &< ( gedacht. Um den Inhalt / des Bereiches zu bestimmen, 
unterscheiden wir die Fälle eines reellen und eines komplexen Wer- 
tes von «. Im ersteren Falle ist auch & reell und sind die vorigen 
Ungleichheiten identisch mit diesen: 


(18) N N eh EEE 

erlernt a) 
Sind nun 7, Hey ---; 9u_, beliebige reelle Linearformen mit den 
Unbestimmten &,, &, . . -, x, von der Art, daß die Determinante der 
Formen &, 7, 98 -- -; 9._, gleich 1 ist, so lassen sich die x, linear 


durch die letzteren ausdrücken: 
 ! NE , (&) i) n 
rs „1 nn ; a er 


En ee 
und man findet 


(19) I — / dx, Pe — [ dsan, ER TIERE 


wo das erstere Integral über den Bereich (18), das letztere über den 
Bereich 


1ZsNE + Mt + mu St]; RE 
ee 


ausgedehnt ist. Je kleiner aber & gedacht wird, je kleiner also auch & 
bleibt, um so angenäherter lassen sich die » ersten Ungleichheiten 
durch die folgenden: 


= i) en 
nl = sn Mar ne — : 
eh gig 


ersetzen, und um so näher wird das zweite Integral in (19) gleich 


25 fan, dl; 
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wo die Integration ausgedehnt ist über den Bereich der letzten Un- 
gleichheiten oder, was dasselbe sagt, über den Bereich 


(20) at, 
G=1,2,..,%) 
Oder: mit unendlich abnehmendem & konvergiert = gegen das in 


dieser Ausdehnung genommene Integral 


San, . dN-ı, 


d. i. gegen einen endlichen positiven Wert. 

Ist zweitens «, also auch & komplex, so setze man &=9 + 1:$£, wo 
dann 9, & zwei reelle Linearformen sind, und bestimme irgend n — 2 
andere reelle Linearformen n7,, Ns, -:-; M,_, derart, daß die Deter- 
minante der n Formen 6, &, 1, -.-, Yn_2 gleich 1 ist. Dann lassen 
sich die x, linear ausdrücken in der Gestalt: 


= rÖO + sbE+ sPdm ++ re : 
eG=1,2,.,.,%) 
Der Bereich (18) ist jetzt identisch mit dem folgenden: 
—1<2,<1, @+9<ze 
G=1,2,...,0) 
und sein Inhalt 


Pr 


I1= da, ...da,— [dddtan, ... dn.-e, 
wo das letztere Integral ausgedehnt ist über den Bereich 
rs rd +SDE+ s0n +... 4 a ER 
| ee 
Je kleiner nun g, also auch 9, & werden, um so näher ist das Integral 


gleich 
r ne” San, ass dnn- 


wo die Integration ausgedehnt ist über den Bereich 
le sun er Sansa = (U 


d. h. über den Bereich (20); mithin konvergiert jetzt = mit un- 
endlich abnehmendem & gegen einen endlichen positiven Wert. Be- 
zeichnet wieder 6 die 1 oder die 2, je nachdem « reell oder komplex 


ist, so darf man hiernach sagen: rt bleibt für &< € oberhalb, also 
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g °.N 
T und daher auch ° 7 unterhalb einer endlichen positiven Schranke, 
die wir für letzteren Ausdruck mit M? bezeichnen wollen, so daß 


Ne 
— = M° 





geschrieben werden kann. Infolge hiervon geht aber die Ungleich- 
heit (14) für unseren Fall über in die folgende: 


(21) len in SH. 
Der Bedeutung der Größen f, entsprechend bestehen jedenfalls die 


Ungleichheiten f > rzilizuf 
1 2 es n) 


und ihnen zufolge schließt man aus vorstehender Ungleichheit die 
besonderen Beziehungen: 


ae ge E Pol n 3 = M° 
un 
(21b) Ar 


Nun sei S eine Substitution der Kette für « und r die Zahl, zu 
der sie gehört, endlich 


(22) want t+: +02, 
die ıhr entsprechende Form. Dann ist 
=p" + ap," en ar ee 
wie schon bemerkt, von Null verschieden und dem absoluten Betrage 
nach < Cr; setzt man also e = -_ ‚so wird e< (Ü und 


pa ha 


& I | 
Da |ö| für alle ganzzahligen Wertesysteme z,, &3,....,%,, bei denen 
sämtliche x, absolut kleiner als r sind, mindestens gleich |«, | ist, so 
wird das Maximum f(z,, %, ..., &,) der Beträge für die Formen 
(15) bei all solchen ‚Wertesystemen mindestens gleich r; dasselbe gilt, 
wenn wenigstens eine der ganzen Zahlen x, absolut gleich oder grö- 
Ber als r ist. Ferner gibt es unter den Systemen, Br denen |2,|<r 


ist, zum mindesten das eine System 4, = p" (füri=1,2,...,n), 
für welches & _|« 
1| Yo — 2; 
| ® Im | 
also f(&,, %,, ...,2,)=r wird. Dieser Wert ist also der kleinste, 
den f(&,, &%, - . ., &,) überhaupt bei ganzzahligen x, anzunehmen ver- 


mag, und somit = r. 
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Aus der Ungleichheit (21b) erschließt man also die folgende: 


A 


al ,e=y 

“ 
oder fi 
(23) ul, M.r ä 


Der erste Koeffizient der Formen y nimmt demnach, wenn man r der 
Reihe nach alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen läßt, unendlich 
ab, ohne jemals Null zu werden, woraus hervorgeht, daß die 
Kette für « unbegrenzt ist. 

Dieser Schluß würde unzulässig sein, wenn zugleich x» = 2 und 
6—2,d.h. wenn « eine komplexe quadratische Zahl ist; deshalb 
ist bei dem zu beweisenden Satze die Bedingung n>o6er- 
forderlich, die, wenn 6 = 1 ist, übrigens sich von selbst versteht. 

6. Um nun für eine Zahl « vom Grade n auch noch den dritten 
Punkt in der Aussage des Minkowskischen Satzes zu beweisen, 
bemerken wir, daß ein gewisses ganzes Vielfaches «« der Zahl « eine 
ganze algebraische Zahl ist. Daher ist auch a*-!. & für jedes ganz- 
zahlige System &,, &, : .., 2, eine von Null verschiedene ganze al- 
gebraische Zahl und daher ihre Norm N(a”-!&) eine von Null ver- 
schiedene rationale ganze Zahl, also absolut „gleich oder größer als 
Eins. Andererseits ist sie, wenn die x, sämtlich absolut nicht größer 
als r sind, endlich beschränkt. Ist nämlich wieders= 1 odero—=2, 
je nachdem « reell oder komplex ist, und bedeutet im letzteren Falle 
« die konjugiert imaginäre Größe zu «, so können die sämtlichen 
mit « Konjugierten durch 

woher 
und entsprechend die mit & Konjugierten durch 
Eu (6), En 


bezeichnet werden, wo die eingeklammerten Größen nur in Betracht 
kommen, wenn 6 = 2 ist. Bezeichnet dann Ü' den größten aller Be- 
trä k2 In 7 
He 1+la@|+|e@® | +... + lamtntl, 


so ist allgemein | a 
cn BEALIREEUEL EEE 
also 
N(a -!2) u (iR ZE ELENE’ eig: Eee 
Z arten. One. [Ejr.nıme. 


Da folglich diese obere Grenze nicht kleiner als 1 sein kann, ergibt 
sich, wenn 1 


a 
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gesetzt wird, die Ungleichheit 
(25) | & x ‚yo = ich 


worin b nicht von r, sondern allein von » und der Gleichung, welche 
«& bestimmt, Abhängig ist. Diese Ungleichheit gilt, wenn S und die 
Funktion xy die zur Zahl » gehörigen sind, Mebezdudere von dem 
Werte &E= «,, so daß 

(26) Dee Der 

gesetzt werden kann. 

Ist andererseits wieder f(&,, &,, ..., %,) für ein positives e< Ü 
der Maximalwert der Formen (15) und /, der kleinste Wert, den er 
für alle ganzzahligen x, annehmen kann, so bestehen für das Werte- 
system, welches /, liefert, die Ungleichheiten 2, <f, |8|I<ef,, 
und aus (25) geht, wenn unter r das größte Ganze verstanden wird, 
das in /, aufgeht, die Beziehung hervor: 


(ef)? b (AR PR Su”, 
(27) Eu b, 
wodurch dann die Ungleichheit (21a) folgende Gestalt annımmt: 


d. ı. einfacher 


M” 
b" —1' 


(28) RR Bei 


Wird aber bei dieser Betrachtung unter & der Wert I&n | yerstan- 


den, der < C ist, so findet sich f, =r; denn für » ee un- 
abhängige Systeme 2,, 22, -- ., &,, lo) sämtlich absolut kleiner als 
r sind, ist f(&,, &g,..., 2,) sicher nicht kleiner als r, da alsdann 
1&I> @, , also sy 
i Fit '&, | Fa > 

ist. Dasselbe gilt, wenn in wenigstens einem von n solchen unab- 
hängigen Systemen sich Werte x, absolut gleich oder größer als r 
vorfinden; endlich aber gibt es n solche Systeme mit Zahlen z,, die 
absolut <r sind, nämlich diejenigen zum Werte «, von &, also zum 


Werte = = r führenden Systeme, für welche f(z,, 2, -- -,2,)=[t; 


aber Keine n derartigen Systeme, für welche f(x, %, --.,2,) <r 
wird. Demnach ist eben f, =, und aus (28) folgt jetzt 


(29) zB ® 
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Diese Ungleichheit verbunden mit den andern (4) und (26) er- 
gibt schließlich 


R—O nn —C 


8) dr ° Za|2]5|2. Z|a|ZB-r 
7. Bezeichnen ferner 
la) y.e, 2 
für die Größe «, ihre sämtlichen Konjugierten, so erhält man aus 
(31) ®|<C.r (nach (24) 
und aus den Ungleichheiten (30) die neue Ungleichheit: 
(32) »N(a* 7! 0) =a"" Va, (0,9); „...0,° 0 — az EB 


der zufolge die rationale ganze Zahl, welcher die Norm gleich ist, 
bei unbegrenztem Wachsen von r nur endlich viele verschiedene 
Werte annehmen kann. Wird die Ungleichheit (31) aber nur 
mit Ausnahme der einen bestimmten Zahl «,® benutzt, so findet sich 


N (ar-1u) < BET Te 
r 








je] 
und, da die Norm > 1 ist, die Ungleichheit 
(83) OL >Er, 
wo c die von r unabhängige Größe 
1 

ar nr — 24, ge Te -0-1 

bedeutet. 
Aus diesen Ungleichheiten folgen weiter, wenn i, k irgend zwei 

verschiedene der Indizes 1, 2,..., n bezeichnen, die weiteren: 





| Wer 
ker en 
und fürk=1,2,....20 —6 
le 
POlBSerg 


Bildet man nun die Gleichung 


N—6) 


(34) N(ar=3«,)-(2 = En) (2 — =) (2 _ =) 2 (2 - m) =, 


wo der zweite Linearfaktor wieder nur in Betracht kommt, wenn 
= 2 ist, so liegen den letzten Ungleichheiten und (32) zufolge die 
Koeffizienten derselben unterhalb endlicher, nicht von r abhängiger 
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Grenzen; da sie aber offenbar ganze algebraische Zahlen und als 
symmetrische rationale Funktionen von den Wurzeln der Gleichung, 
der « genügt, rationale Zahlen, folglich ganze rationale Zahlen sind, 
so haben sie für alle wachsenden Werte von r nur eine endliche An- 
zahl verschiedener Werte, und es ist nur eine endliche Anzahl solcher 
Gleichungen (34) vorhanden. Demnach haben auch die Verhält- 


. & . . < 
nisse er als Wurzeln derselben nur eine endliche Anzahl verschiedener 


Werte und tritt in der unbegrenzten Kette für« nur eine endliche An- 
zahl der Verhältnisse gilyi...ıe 
d.h. aber nur eine endliche Anzahl wesentlich verschie- 
dener Formen y auf. 

8. Alles in allem steht also nunmehr fest, daß, wenn « 
eine algebraische Zahl n'® Grades ist, die zugehörige Kette 
die drei im Minkowskischen Satze ausgesagten Eigen- 
schaften besitzt. Wenn aber « keine algebraische Zahl n‘® Gra- 
des ist, so sind nur zwei Fälle möglich: 

Entweder ist « eine algebraische Zahl geringeren als n!®® Grades, 
oder sie ist weder eine algebraische Zahl rn!" noch eine solche 
geringeren Grades. 

Im ersteren Falle besteht für & eine Gleichung 


(35) trete +. +a_ ,.eri=0 


mit ganzzahligen Koeffizienten a,, deren größter absoluter Wert r 
heiße. Ist dann 8 diejenige Substitution der Kette für «, welche zur 
Zahl r gehört, und 
At rRe 

die ihr entsprechende Linearform, so ist der Ausdruck (35) der klein- 
ste absolute Wert von &, welcher für alle die Zahl r absolut nicht 
überschreitenden Wertesysteme x,,%,,..., %, möglich ist, und mithin 
ist der erste Koeffizient «, in y und daher auch in jeder der etwa fol- 
genden Formen der Kette gleich Null. In diesem Falle sind also nicht 
alle Koeffizienten in den Formen der Kette von Null verschieden. 

Im zweiten Falle kann kein Koeffizient «, Null werden, weil die 
Gleichung «; = O0 die Zahl @ zu einer algebraischen Zahl geringeren 
als »t® Grades stempeln würde. Demnach schließt man zunächst 
wieder, wie in Nr. 5!), daß die Kette für « unbegrenzt sein muß. 
Jetzt müssen aber sämtliche Formen x wesentlich verschieden sein. 
Denn, wären die Formen x,, %;, welche den Substitutionen S,, 8, der 





1) Die Schlüsse dieser Nr. waren von der Voraussetzung, daß « eine Zahl 
n'®® Grades sei, unabhängig. 
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Kette — die letztere sei in der Kette die spätere — entsprechen, 
nicht wesentlich verschieden, sondern 
Kr —ry 0 j Kn 


mit konstantem Multiplikator 0, mithin, wenn 

zum, +92, +. + FASER 

= 0, ®z, + N 2, rer a ®z, 
gesetzt wird, auch - BE RO 

(i n ar r n) 
so ergäbe sich zunächst mit Rücksicht auf die Ungleichheiten (12) 
(36) |0|<1. 
Andererseits geht offenbar die Form & durch die zusammengesetzte Sub- 
stitution 5, - S,! mit rationalen Koeffizienten, welche durch 
er 


(37) 12”), 9, EEE 4,9 


4,9, 9, Er q,® 
bezeichnet werde, in 0-& über, und folglich bestehen die Beziehungen: 
sen AM Le- g.® +... tige, n®. 
VER BAEREN 
Aus je zwei aufeinanderfolgenden dieser Gleichungen erschließt man 
n — 1 Gleichungen von der Gestalt: 
OH HD gB)a +. + rd) ri—g, dar. 
Kk=1,2,,..,n- 19 
Wenn eine dieser Gleichungen nicht identisch bestände, so wäre « 


eine algebraische Zahl n‘®® oder geringeren Grades, gegen die Vor- 
aussetzung. Sie müßten also sämtlich identisch erfüllt sein, d. h. es 


müßte (k+1) (k+1) Ü) WM 
q, wer 0, Far Li q, ? q,, ge 0 


(h=1,2,..,n—1) 
sein für alle Wertek=1,2,...,n — 1. Dann ergäben sich zu- 
nächst die Werte 
qm = g,?) =... — q„® 
7a ET CE A Pe 5 
ar 7. 0, ish elleiger ” rain =0, 
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folglich dann alle übrigen Größen g,® gleich Null. Die Substitution 
(37) erhielte also die Gestalt 


BES 


Be) 
. . . . . ’ 


EN Er 


wenn g den gemeinsamen Wert der Zahlen q,® bedeutet, und da & 
durch sie überging in 0 - &, so findet sich d = q. Andererseits folgte 
S,= q8,= 69: 5,, d.h. die Koeffizienten der Substitution S, entstän- 
den aus den entsprechenden Koeffizienten von S, durch Multiplika- 
tion mit 0. Gehören nun diese Substitutionen bzw. zu den Zahlen 
Y,, 7;, wo nach der Annahme r, > r, ist, so wäre wenigstens einer 
der Koeffizienten in S, gleich »,, während jeder der Koeffizienten 
in 8, höchstens gleich r, ist, was der Bedingung (36) widerspricht. 
Im jetzigen Falle können also nicht zwei der Formen xy nur un- 
wesentlich verschieden sein. 

Daher muß «, wenn bei der zugehörigen Kette alle drei im Min- 
kowskischen Satze ausgesagten Bigenschaften zutreffen, notwendig 
eine algebraische Zahl n‘® Grades sein, und damit ist nun der in 
diesem Satze behauptete arithmetische Charakter dieser Irrationellen 
vollständig erwiesen. — 

9. Die Determinante |9,®| jeder Substitution der 
Kette für « liegt unterhalb einer von der Zahl r, zu der 
die Substitution gehört, unabhängigen endlichen Grenze, 
für welche die Zahl n! genommen werden kann. Wir bewei- 
sen dies hier nur für algebraische Zahlefi vom n!®® Grade, doch be- 
dürfte es nur einer geringen Ergänzung, um es als allgemein für jede 
Zahl & als gültig zu erkennen. 

Es sei die zur Zahl r gehörige Substitution $ der Kette 


(38) = pm 2 + 2,92, +4... + p,mz, 
| a HA RR), 


\ 


und 
al 26 Ua 12 1 a a 177 

die Form, in welche & durch sie übergeht. Dann sind sämtliche Koef- 

fizienten p,® der Substitution <r und sämtliche Koeffizienten «, der 

Form x von Null verschieden. Zunächst erkennt man leicht, daß der 

Bereich aller Systeme &,, &3, . . ., &,, welche der Ungleichheit 


(39) al+tlalr +1 <1 
genügen, kein ganzzahliges System mit nicht durchweg verschwin- 


denden x, in seinem Innern enthält, d. h. kein solches, das der 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 31 
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Ungleichheit 
(40) Aa 


genügt. Denn, wäre X,,2,,..., x, ein System dieser Art und in 
den ihm entsprechenden Gleichungen (38) z, die letzte nicht der 
Null gleiche der Größen z,, also 


= n,Dz, + p;®2, +...+ p®z, 
Aare +2, le; 
und der zugehörige Wert von & 
eh tt: +2, 


so wäre das System jedenfalls unabhängig von den j — 1 Systemen 


mit 


DIN FM, 

p (6) = DV 1) u. D. aa 2: 
andererseits wären, da die »,® absolut nicht at als r sind, sämt- 
liche ES RB 


Demnach müßte |& ‚> >h 2,18 sein; dagegen folgte aus (40) und den 


l 


Ungleichheiten «, |< << 1. <ıle,|,.daß 
ER ee +2, < je, 

sein müßte, und somit ein Widerspruch. | 

Wir bestimmen nun das Volumen 7 des Bereichs (39), d. ı. das 
über ihn ausgedehnte Integral 
(41) far, day... ds, = |p®|: [ar dm... da, 
wo unter |p,® jetzt der absolute Wert der Determinante verstanden 
wird. Aus (59) folgt 

alt +lslZ1-lal, 
also ist zunächst 2, zwischen + 1 und — 1 zu nehmen. Setzt man 
gan ,-(l-|2|)#, 
G=2, 3.0. .,%) 

so geht das n-fache Integral zur Rechten in A über ın 


(42) fe = 4 taz, [aa dB‘... da, 


mit der Begrenzung 


ha Heli + | 
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Nehmen wir nun an, das (n — 1)fache Break welches sich über 


diesen Bereich ersteckt, sei schon gleich ET gefunden, was offen- 


(M 
bar für den Fall n = 2 richtig ist, so wäre das Integral (42) gleich 


Fr = nlfararmianı fü - 172) _ 


der angenommene Wert wäre so durch allgemeine Induktion als gül- 
tig erwiesen, und man findet daher aus (41) 


2 
(43) I=-|p®]|:— 


Für dasselbe Volumen aber läßt sich eine obere Grenze finden, 
die von r unabhängig ist. Denkt man sich zu diesem Zwecke in den 
Ausdruck 
(44) Aaltlalt + | 


die aus (33) hervorgehenden Werte x, eingeführt, so erhält man eine 
Funktion %(z,, &,..., x,) mit den Eigenschaften einer Strahldi- 
stanz. Denn erstens verschwindet (44) nur, wenn alle z,, also auch 
nur, wenn alle x, Null sind; zweitens erhält man für jedes positive ? 


(ir, tg, ...,tr,)= tat lt|i+:-- + lie, 
ei le, 0, ei); 
drittens findet sich, wenn einem zweiten Systeme x, die Werte z; 
entsprechen, 
vn +0,:.:,, tu) a1 ta) +: +, +3 
ua aan) 
lt er) lE, 2, Kar); 
und endlich ist 
Dean Br Era, Be, --:,%,)- 
Dem Bereiche (39) entspricht nun der Bereich 
(45) D(lı,g,..:,%)<1, 


der somit in seinem Innern kein von Null verschiedenes ganzzahli- 
ges Wertesystem %,,%g, ..., x, enthält. Sind daher 2h,,..., 2h, und 
2, ..., 2k, zwei verschiedene Systeme gerader Zahlen, so haben 
die zwei Bereiche 


va, Fi 2h,, a, I, Für 2h,) = 117 b(z, 51 2k,, Be 2 x, — 2k)< 1 
81* 
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keinen inneren Punkt &,, %, ..., 2, gemeinsam; denn, da für ein 
solches System 


2.v(k —N,:: ku, h)=v(2k, —2h,,::.:, 2%, — 2h,) 
Zul, —2h,.:-,,—2h)tVl2h —0,:::, 2, —-%)<2 


also d(k, — hy... in — h,) <1 sich ergäbe, so enthielte der Be- 
reich (45) in seinem nn ine ein ganzzahliges Wertesystem, was nicht 
zutrifft. Dies vorausgeschickt, sei jetzt & eine positive ganze Zahl. 
Betrachtet man dann alle Systeme2h,,...,2h,, beidenenh,,..., h, 
einen der Werte 0, +1, +2,..,48 an ilazan Anzah(22 + 1)" 
ist, so haben, ve ta: ne zwei der Bereiche 


v (2 —2h, TT 2h,) = 1 
einen gemeinsamen inneren Punkt. Da nun im Bereiche (39) oder 
(45) den Gleichungen (38) zufolge jedes |®,| <r ist, so ist im letzt- 
genannten Bereiche |x, — 2h,| <r, also jedenfalls jedes x, zwischen 
+(228-+r) und — (22% -+r) enthalten. Die sämtlichen genannten 
Bereiche liegen also in dem Würfel 
— (22 +r)<m<(22 det) 
(= 1, 2,0%, 10) 
(42 + Zr)” 
ist; und da (2% + 1)* ihre Anzahl und sie alle offenbar gleichen 
Inhalts sind, so ergibt sich die Ungleichheit 
28 +1)". I<(4Q + 2r)®. 
Weil dies aber für jeden noch so großen Wert von & gilt, erhält 
man zur Grenze & = oo übergehend die Beschränkung 
IE 208 
Verbindet man nun diese Ungleichheit mit der Beziehung (43), so 
findet man, wie behauptet worden ist, 
2.9 |<! 


10. Mit geringer Verallgemeinerung kann hiernach die Beschaffen- 
heit der bei einer algebraischen Zahl « vom n‘®® Grade auftretenden 
Minkowski-Kette so formuliert werden, wie es Minkowski in 
seiner zweiten obgenannten Abhandlung getan hat: 

Bei einer algebraischen Zahla« vom Graden>o kann zu 
Jeder reellen Größer > 1 eine ganzzahlige Substitution $: 


x, = np, Dz, + »,9z2, +... +2, 2, 
BR 2,2) 


dessen Inhalt gleich 
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angegeben werden, deren nicht verschwindende Determi- 
pi” 
r 
trage nach feste, von r unabhängige Grenzen nicht über- 
schreiten, während in den durch die Substitution Ö aus 


” 2 1 
E=n tun, tat, +: +" L, 
hervorgehenden Formen 
wma tl + 0,2, 


die Koeffizienten nur eine endliche, von r unabhängige 
Anzahl verschiedener Verhältnisse 


nante ebenso wie die Verhältnisse ihrem absoluten Be- 





N RR 
darbieten und die Produkte 


Rd Nn—VO n—0 








ohne zu verschwinden unterhalb endlicher, von r unab- 
hängiger Grenzen verbleiben. 

Vergleicht man diesen allgemeinen Satz mit dem in Nr. 1 er- 
wähnten aus der Kettenbruchlehre, so fehlt hier im Charakter der 
algebraischen Zahl « ein Zug, der dort als der wesentliche erscheint: 
eine Periodizität im Algorithmus. Man sieht sich so zu der 
interessanten Frage gedrängt, unter welchen Umständen etwa der 
allgemeine Algorithmus der Minkowski- Ketten ebenfalls eine sol- 
che darbiete. Indem wir also « immer als eine algebraische Zahl 
n*" Grades denken, knüpfen wir an den früheren Beweisgang wieder 
an und setzen n > 6 voraus. 

Es sei nun den wachsenden Werten von r entsprechend 


8, 89, 85, -- 
die Reihe der verschiedenen Substitutionen $ der Kette und », < 
Y, <r, ... die Werte von r, zu denen sie gehören. Schreibt man 


diese Reihe in der Gestalt 
INTEREST IE US TUE 4 Ee  Paan ng "Pac Para 
so wollen wir sie periodisch nennen, wenn die Reihe der Substitutionen 


Qı os, Y;, s 


von einem bestimmten Gliede Q, an nur aus einer steten Wiederkehr 
von einer endlichen Anzahl p von Substitutionen besteht, so dab für 
jeden Index 3 > h 


(46) Q; „ KR 5 
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ist. Da » 2, 
4-3, my 445 a REETUD 
ist, gilt dann die Beziehung 


Sri Syrı 77 Spt; j Sp+j+1 


oder j ; 
Br Ba 
für jeden Index 53h. Setzt man 
SPENEEN T7 
so folgt für jeden Index 7 > h die Gleichung 
oder Sie 
S,,:=P.-8S. 
und allgemeiner m nr 
(47) SEEN 
für jede ganze Zahl f=1,2,3,... 
Nun sei 
(48) = a, 2, —- 0,0) - 29 +:::.+ Re) ER 


die Form, in welche & durch die Substitution S, übergeht. Da die 
Anzahl verschiedener Verhältnisse 


(49) EEE EN TU 


in der Kette nur eine endliche ist, gibt es unendlich viele Substitu- 
tionen S,, insbesondere auch unendlich viele unter den Substitutionen 
S,y+„ für alle Werte von /, denen das gleiche Verhältnis (49) zuge- 
hört. Da aber die ganzzahlige Determinante dieser Substitutionen 
wieder nur eine endliche Anzahl verschiedener Werte zuläßt, so gibt 
es unter ihnen noch eine unendliche Anzahl solcher mit der gleichen 
Determinante D und nun endlich unter den letzteren Substitutionen 
noch eine unendliche Menge solcher, deren entsprechende Koeffizien- 
ten einander (mod. D) kongruent sind. Nennen wir zwei Substitu- 
tionen dieser Ärt 


Ten 


cp+1% U= SP 
wobei d>c sei, so ergibt sich leicht nach den Gesetzen der Zu- 
sammensetzung der Substitutionen und nach den Beziehungen zwi- 
schen den Elementen einer solchen und denen ihrer Inversen, daß 
die Substitution 

De EAN 1 Dante: 


ganzzahlige Koeffizienten und die Determinante 1 haben muß. Aus 
(47) ergibt sich zudem P=P,-e 
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und, wenn (d— ec) p= gesetzt wird, 
Sr Pp-8, 

allgemeiner 
(80) Syn; #8; | 
fürf=1,2,3,... Ferner hat man, da die den Substitutionen 7, U 
zugehörigen Formen y gleiche Koeffizientenverhältnisse haben, die 
Beziehung 


Kap+h u Ze Kep+ 

mit konstantem Multiplikator 6, für welchen, da x,,;, die spätere 

der beiden Formen der Kette ist, wieder die Bedingung (36): 
0\<1 

sich herausstellt. Auch erkennt man ® als eine Zahl des Körpers 

K(«), da die vorige Gleichung mit den folgenden: 

a,@r+ EN , DR a,ep+h) 


= h2,.7.,:R) 
übereinkommt, deren jede die Behauptung bestätigt. In bekannter 
Symbolik kann dieselbe Gleichung geschrieben werden, wie folgt: 
EU-9-E7 


oder 


(51) EU SI PEPEG:E. 


Wie in Nr. 8 ergeben sich hieraus, wenn das Zeichen (37) jetzt 
die Substitution P ausdrückt, » Gleichungen von der Form: 
0: er! — q,® — 2, 4... — art. q,® 
VE A) 


und aus ihnen ® als Wurzel der Gleichung 


| g," in 6, 9", 2.0 Ay 

(2) 6 ern (2) 
(52) | Qı ) Qa 0,2...) er aa) 

| 4", 4”, a Bir; = | 
Da P aber eine Substitution mit ganzzahligen Koeffizienten und ihre 
Determinante |, d.h. g®|i=1 


ist, erweist sich 9 genauer als eine ganze Zahl und zwar als eine 
Einheit des Körpers K («), deren absoluter Betrag 9 <1 ist. 
Nun folgt aus (51) allgemeiner 


EePP=W.E 
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und daraus mit Beachtung von (50) 
58,245 07-85, 


oder 
(83) ray, 07. Ki 


für jdesJ>hundf=1,2,3,... Die Anwendung der Ergebnisse 
der Nr. 6 und 7 auf die Form x, aber, die jetzt einfacher 


y=aATtalart':t 0, 
geschrieben werde, zeigt durch die Formeln (31) und (33), daß die 


(A) 
Größen ke | ,‚ wo jetzt wieder «,® fürh=0,1,2,...,%n — 6 die 


Konjugierten von «, bedeutet, zwischen zwei von r, unabhängigen 
Grenzen enthalten sind: 








(R) 


er zwischen zwei ver- 
X: 
ı 








Demzufolge werden auch die Verhältnisse 


schiedenen der konjugierten Zahlen «,®, «® fürh, k=1,2,..., 
n — 6 In endlichen Grenzen verbleiben: 


«| _ 7 


= 








[] 


und diese Grenzen sind für alle Verhältnisse die gleichen, welchen 
Wert j>h auch habe. Setzt man also 
Yen, A hAa ti AR 


so wird auch | 
C 


° 
sein. Da nun aus (53) Al amaDre G 
i ‘ 


| 











also auch die sämtlichen hiermit konjugierten Gleichungen hervor- 


gehen, so findet sich 


Am Tom. «iR 








% 
und mit Rücksicht auf die voraufgehenden Ungleichheiten 
ce _ lo Pl _ a 
rw <e 





für jeden Wert f=1,2,3,... Dies ist aber offenbar nur möglich, 


9) 
wenn der Quotient ; vom absoluten Betrage 1 ist, alle zu 6 Kon- 
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jugierten also — von 6° abgesehen, wenn 0 komplex ist — den 
gleichen absoluten Betrag haben. Da aber 6 eine Einheit, also 


10: (09). 0.0”... gn-0| 1 


und zugleich |, < 1 ist, muß jener Betrag größer als 1 sein. 

Das Ergebnis dieser Betrachtungen ist der Satz: 

Damit die algebraische Zahl « vom Grade n > eine pe- 
riodische Minkowski-Kette habe, ist notwendig, daß in 
dem von ihr erzeugten Zahlenkörper eine Einheit 9 von 
einem Betrage <1 vorhanden sei, deren Konjugierte (ab- 
gesehen, wenn @ komplex ist, von ihrer konjugiert Imagi- 
nären) sämtlich von gleichem absoluten Betrage sind. 

11. Diese notwendige Bedingung ist aber zugleich auch 
die hinreichende. Ist nämlich 9 eine Einheit dieser Art in K («), 
so werden die Koeffizienten einer Substitution @, durch welche 


RAN Re. 

DE, LEN] un re) ae) 
verwandelt werden, durch Gleichungen von der Form: 
(54) 9 +ag® +. tarig®—0.ak-1 

(k=1,2,...,n) 


und durch die zu ihnen Konjugierten bestimmt, so daß für q,®, 4®, 
.., Qu folgende n Gleichungen bestehen: 


g,® + 0g,® u.a Ip 1 q,®P= 0 . k-1 
ee eh 
55) Ira He Hager 


in 


OHM Ig®H... + (ar-dyn-1g d— HR-0).(ga-oryr-1, 
Da sie in bezug auf die Wurzeln der Gleichung, der « genügt, ra- 
tional und symmetrisch sind, ergeben sich die q,® als symmetrische 
rationale Funktionen dieser Wurzeln und sind folglich rationale Zahlen. 
Schreibt man ihre, durch Auflösung der Gleichungen (55) hervor- 
gehenden Ausdrücke, wie folgt: 
(56) 4,9 = Hat. A (+ HKayE-1A) + (INH --- 

a. Or- 0) (ar ZINN, 
(Ke=,1,,2, 4.1.45) 

so haben dieselben, da die 9, (6%), 0°,..., 0"-@ ganze Zahlen der 
konjugierten Körper sind, nur solche Nenner, die eine feste, nur 
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durch X(«) bestimmte Grenze nicht überschreiten. Ferner ist die 
Determinante der Substitution @, da aus (54) eine Gleichung wie die 
Gleichung (52) erschlossen wird, deren Wurzeln die konjugierten 
Einheiten sind, gleich + 1. Die gleichen Eigenschaften kommen da- 
her jeder Substitution © für f=1,2,3,... zu, durch welche £, 
(EIIE „ge Own 
or, KETTE 

übergehen. In der unendlichen Menge derselben muß es daher noch 
unendlich viele geben, bei denen der Nenner der g,® der gleiche 
N ist, und unter diesen wieder noch unendlich viele, bei denen ihre 
Zähler bzw. kongruent (mod. N) sind. Seien @°%, Q mit d>c zwei 
derartige Substitutionen, so wird Q = Q% - (9°)! = Q%-° eine Sub- 
stitution mit ganzzahligen Koeffizienten und einer Determinante 
+ 1, durch welche &, (89), &,...., &r-9 in 96, WEN), 8E,..., 
9r=0)&@-0) sich verwandeln, wo $ = 0%-°, also offenbar wieder eine 
Einheit in X («) mit einem absoluten Betrage < 1 und lauter Kon- 
jJugierten von gleichem absoluten Betrage 7 > 1 ist; aus 


19:(99).9...90-0|1=1 
Fre, 


[07 


folgt noch 


also 


nal 
Betrachten wir nun die unbegrenzte Reihe der Substitutionen 


(57) 1, 0,9%, 0°, .... 

und bezeichnen Q/ wieder durch das Symbol (37), so bestehen jetzt 
die Gleichungen (54), (55) und (56), wenn in ihnen 97 statt @ ge- 
setzt wird, und aus den letzteren ergibt sich allgemein 


| Sa, 
el enn) 
wo der Faktor q,® ganz allein durch die Zahl « bestimmt ist. Die 
Substitution Q/ hat also die Eigenschaft, daß ihre Determinante so- 
wohl, wie die Verhältnisse ihrer Koeffizienten zur, = n’ gewisse end- 
liche Grenzen nicht überschreiten, die nicht von r, abhängen. An- 
dererseits geht & durch W/ über in y, = 9 - & mit den Koeffizienten 


(58) 57.1, BO re or 


somit entspricht allen unendlich vielen Substitutionen der Reihe (57) 
nur ein einziges Verhältnis. 
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zwischen den Koeffizienten der Formen y, und zudem sind die Produkte 
aus (58) in n—6 

r, [02 E53) 9-7 

bzw. gleich 1, «, «@*,..., «@*=!, also für jeden Wert von f nicht grö- 
Ber als feste endliche Grenzen. Der Substitutionenreihe (57) kommen 
daher die sämtlichen in Nr. 10 formulierten Eigenschaften zu, und 
demnach besitzt die algebraische Zahl « in den Substi- 
tutionen (57) eine offenbar periodische Minkowski-Kette. 


12. Nachdem nun dieser wichtige neue Satz bewiesen 
ist, fragt es sich noch weiter, welche Zahlenkörper K («) 
eine Einheit 0 der in demselben ausgesagten Art etwa be- 
sitzen. Auch hierauf hat Minkowski.a.a.O. die völlig erschöpfende 
Antwort gefunden und nachgewiesen, daß es nur sechs verschie- 
dene Arten solcher Zahlenkörper gibt. Es sind die folgenden: 

1. Die reellen Zahlenkörper K («) zweiten Grades; 

2. die aus einer reellen kubischen Irrationalzahl « erster Art er- 
zeugten Körper; 

3. die Konjugierten der letzteren; 

4. die Körper vierten Grades, deren Erzeugende «@ nebst allen 
ihren Konjugierten komplex ist; 

5. die Körper vierten Grades mit einer komplexen Erzeugenden «, 
welche einen aus einer reellen quadratischen Zahl gebildeten Unter- 
körper haben, und 

6. die Körper sechsten Grades mit einer komplexen Erzeugenden 
«, welche einen aus einer reellen kubischen Irrationellen erster Art 
gebildeten Unterkörper besitzen. 

Beschränken wir unsere Betrachtung, wie früher, ausschließlich 
auf reelle Irrationelle, so bleiben, wie in der letzten Nr. des vorigen 
Kapitels ausgesprochen wurde!), nur die zwei ersten Gattungen von 
Zahlenkörpern übrig, und es soll nun hier noch der Nachweis dafür 
nach Minkowski geführt werden. 

Zunächst leuchtet in diesen beiden Fällen ein, daß die Körper in 
der Tat eine Einheit der angegebenen Art besitzen. Denn 
entweder ist die reelle Fundamentaleinheit des bezüglichen Körpers 
oder ihre Reziproke dem Betrage nach kleiner als 1, und außer ihr 
ist im ersten Falle nur eine Konjugierte, sind im zweiten Falle aber 
zwei konjugiert imaginäre Konjugierte, deren absoluter Betrag 
also der gleiche ist, vorhanden. Somit bleibt nur zu zeigen, daß 


1) Dort wurde die Behauptung für Zahlenkörper ausgesprochen, welche 
eine Einheit vom Betrage > 1 mit lauter Konjugierten von gleichem Betrage 
enthalten; ist 9 eine solche, so ist 91 eine Einheit, wie oben, und umgekehrt. 
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die genannten Körper dieeinzigen sind, in denen eine sol- 
che Einheit 0 sich findet. 

Wenn nun eine Zahl # in einem Körper X(«) vom n‘®" Grade nicht 
auch n‘" Grades ist, so ist sie von einem Grade v, der ein Teiler von 


n ist, und daher sind je - ihrer Konjugierten einander gleich. Die 


Einheit 9 von der besagten Beschaffenheit ist aber von allen ihr 
Konjugierten verschieden, und demnach müssen auch ihre Konjugier- 
ten untereinander verschieden sein. 

Da wir « als reell annehmen, ist 6 = 1 und sind also «’, «”,..., 
ar die Konjugierten von «. Desgleichen ist # reell; wir setzen 
0 = -+ e, wo gein positiver Wert < 1 ist, und indem wir den gemein- 
samen absoluten Betrag der Konjugierten durch n bezeichnen, er- 
gibt sich 
(59) el. 


Nun sind drei Fälle denkbar. 

Erstens finden sich unter den Konjugierten «, «@”,..., a®-% 
wenigstens zwei reelle Größen; sind es etwa die Konjugierten «®, 
«®, so werden auch 0%, 0% reell sein und, da sie verschieden von- 
einander, aber gleichen Betrages sein müssen, ergibt sich 0% = — 0®, 
also (0W)? — (09%)? Aber die im Körper K(«) enthaltene Zahl 
0°? = &? ist von allen ihr Konjugierten verschieden, da deren absolu- 
ter Betrag n? > e? ist; sie muß daher einer voraufgeschickten Be- 
merkung zufolge eine Zahl n‘®* Grades, d. i. Wurzel einer irreduk- 
tibeln Gleichung dieses Grades sein,und deshalb können nicht zwei ihrer 
Konjugierten (0®)?, (0%)? einander gleich sein. Dieser Fall ist 
daher stets unmöglich. 

Zweitens ist nur eine der Konjugierten, etwa «®, also auch 0% 
reell, d. 1.06% =+n. Dieser Fall ist unmöglich, wenn n>2. 
Denn alsdann wären noch n — 2 paarweise konjugiert imaginäre 
Größen «®, mindestens also ein Paar konjugierter Werte 09%, 0®, die 
ein Produkt 7? ergäben, vorhanden. Die irreduktible Gleichung nun, 
der 0? = s? genügt, hätte außerdem die W.urzel (9°) = n? undn — 2 
andere Wurzeln vom Betrage 7°. Bildet man dagegen die Gleichung 





mit rationalen Koeffizienten, welche zu Wurzeln die eh Pro- 


dukte aus je zweien der Konjugierten 6, 6°, 0”,..., 0”-% hat, so 
wären n — 1 dieser Wurzeln vom Betrage &n7, die übrigen vom Be- 
trage n?, darunter mindestens eine Wurzel, nämlich das Produkt 
09.0® gleich 7°, also gemeinsam mit der vorgenannten irreduk- 
tibeln Gleichung; deshalb müßten auch alle übrigen Wurzeln der 
letzteren unter jenen Wurzeln sein, was für die Wurzel &?, die kleiner 
als en und 7? ist, nicht geschehen kann. 
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Drittens müßten sämtliche Konjugierte «’, «”,...., «=D kom- 
n—1i 





plex sein, also Paare konjugiert imaginärer Größen «®, «®, 


also auch konjugiert imaginärer Werte 0%, 0®, deren Produkt gleich 
n° wäre, vorhanden sein. Dieser Fall ist unmöglich, wenn 


n>3 ist. Denn, bildet man die Gleichung mit rationalen Koeffizi- 


enten, welche die ee 





Produkte aus je zwei der Größen 


0, ER: 7EL0R REDE 


zu Wurzeln hat, so besitzt dieselbe n — 1 Wurzeln vom Betrage 
(en)-"+!, d.h. mit Rücksicht auf (59) vom Betrage 7" *-2, und 
sonst nur solche vom Betrage 7„"?*-D», d. h. wegen (59) vom Be- 
trage &*, darunter wenigstens eine, nämlich das Produkt 


(0W)- n+1, (0®)- n+1 


gleich °, d. i. gemeinsam mit der irreduktibeln Gleichung, welcher 
0°? — &? genügt; deshalb müßte sie auch alle übrigen Wurzeln der 
letzteren haben, deren Betrag 7? ist, und demnach müßte ?=n"-Vr-2% 
sein, was n = 3 erheischt, entgegen der Voraussetzung. 

Aus alle diesem geht hervor, daß die einzig möglichen Fälle die 
Fälle n = 2 mit zwei reellen und n = 3 mit einer reellen und zwei 
konjugiert imaginären unter den mit « Konjugierten, d. h. die oben- 
erwähnten Fälle 1. und 2. sind, und es ist schon eingangs bemerkt, 
daß diese beiden Fälle tatsächlich eine Einheit 6 der gedachten Be- 
schaffenheit darbieten. — 

13. Blicken wir hier zurück! Der Algorithmus der Minkowski- 
Ketten läßt erkennen, daß in dem arithmetischen Charakter der al- 
gebraischen Zahl n‘* Grades eine Periodizität desselben keines- 
wegs das Wesentliche, vielmehr nur eine Begleiterscheinung 
ist, die, wenn man nur reelle algebraische Zahlen betrachtet, ausschließ- 
lich bei den quadratischen Irrationellen und den kubischen 
Irrationellen der ersten Art auftritt. Diese beiden Arten von 
Irrationellen nehmen also hier dieselbe Ausnahmestellung ein — 
eine ausgezeichnete Besonderheit, die ja auch in den obenge- 
nannten Fällen 5. und 6. zutage tritt — wie sie auch schon im 
Algorithmus der Jacobi-Ketten bei ihnen bemerkt wurde, insofern 
derselbe, wenigstens wenn er periodisch ist, für sie ausschließlich 
ein Näherungsgesetz von besonderem Charakter aufwies. Auch die 
Reduktion der ihnen zugehörigen zerlegbaren Formen erteilte ihnen, 
wie man aus der letzten Nummer des 14. Kapitels entnehmen darf, 
diese besondere Stellung. Fragt man nun nach dem Grunde dieser 
Erscheinung, so dürfte eben die Rückkehr zur Reduktion der Formen 
die richtige Antwort darauf geben: jene zerlegbaren Formen sind 
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die einzigen indefiniten Formen dieser Art, für welche die ihnen zu- 
geordneten positiven quadratischen Formen nur einen veränder- 
lichen Parameter enthalten, worauf eben die bei der Reduktion 
eintretende Periodizität des Algorithmus beruht. In unmittel- 
barem logischen Zusammenhange damit aber steht der andere Um- 
stand, daß die jenen Irrationellen entsprechenden Zahlenkörper die 
einzigen reellen Körper sind, die nur eine Fundamentaleinheit 
besitzen, ein Umstand, der mithin ebenso wie der erwähnte andere 
als Ursache jener Ausnahmestellung der beiden Irrationellen ange- 
sehen werden könnte. Ob es irgendeine arithmetische Charakteri- 
stik der reellen algebraischen Zahlen n‘” Grades geben kann, bei 
welcher die Periodizität des ihr zugrunde liegenden Algorithmus 
— wenigstens, wenn dieser Begriff im gewöhnlichen Sinne genom- 
men wird — ein wesentliches Merkmal sei, dürfte nach alle 
diesem mehr als unwahrscheinlich sein. Bei den gedachten beiden 
Irrationellen fällt eben nur ausnahmsweise ihre wesentliche Be- 
stimmung mit diesem besonderen Charakterzuge in eins zu- 
sammen. — 


Sechzehntes Kapitel. 


Die unbestimmten quadratischen Formen mit mehr als zwei 
Unbestimmten. 


1. Wir behandeln endlich noch die Reduktion der unbestimmten 
quadratischen Formen mit n Unbestimmten, welche Hermite eben- 
falls, wie die der zerlegbaren Formen, auf die stete Reduktion ver- 
änderlicher positiver quadratischer Formen zurückgeführt hat. Das 
Hauptziel unserer Betrachtungen soll dabei der Nachweis sein, 
daß für ganzzahlige Formen dieser Art und von gegebener Deter- 
minante nur eine endliche Anzahl von Klassen äquivalenter 
Formen vorhanden ist. Um die allgemeine Theorie verständlicher 
zu machen, beginnen wir mit der bezüglichen Untersuchung ternärer 
quadratischer Formen. Für solche hat Selling!) eine umfangreiche 
Arbeit geliefert, in der er, zwar den Hermiteschen Grundgedanken 
beibehaltend, den Gegenstand in einer ihm eigentümlichen Weise be- 
handelt hat. Die wesentlichsten Ergebnisse dieser Arbeit, soweit 
sie die für uns interessanten Fragen betreffen, sollen zunächst hier 
abgeleitet werden. 

Es sei 
(1) f= ax? + by? + c2? + 2gyz + 2hzx + 2kay 


1) Selling, Journ. für die reine u. angew. Math. Bd. 47, 8. 143—229. 
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(nn 
9, R, 

eine unbestimmte ternäre Form; doch betrachten wir nur solche, 
durch welche die Null nicht darstellbar ist. Jede solche kann be- 
kanntlich als ein Aggregat von drei Quadraten von Linearformen 
dargestellt werden, die verschiedene Vorzeichen haben, also entweder 
ein positives und zwei negative Quadrate oder umgekehrt sind. Da, 
wenn für eine Form f das eine gilt, das andere für — f der Fall ist, 
und zwei solche entgegengesetzt genommene Formen wesentlich 
gleiche Eigenschaften haben, braucht man nur die eine Art von 
ihnen zu behandeln und darf daher voraussetzen, daß die Form fin 
folgende Gestalt gesetzt werden kann: 


& f- 3 - v2, 
wo 


oder kurz 


8) U=-&a+ny+&, V=-52:+nYy+%&2, W= Et + NY + 692 
Linearformen mit reellen Koeffizienten sind. Ist 


En | 
5,909 
E, Na> 55 


(4) A 





ihre Determinante, so ist die Determinante der Form f 
(5) D=- As 
also positiv. Aus der Vergleichung von (1) und (2) aber ergeben 
sich nachstehende Beziehungen : 
TE ae rk a a 
gend nn, hi Eh En — Em — EaMe- 

Die Adjungierten zu den Elementen der Determinante A bezeichnen 
wir mit 

& nen ee & — Eng — 89 
(7) nnd, mas — 58, sn — 59 

sen nee en 
Nun ist die Adjungierte der Form U?— V?— W°” mit dieser 
letzteren identisch. Nennt man aber 


(8) F= Aa? + By? + 02? +2Gyz +2Hzx + 2Kay 


496 Sechzehntes Kap. Die unbest. quadrat. Formen m. mehr als zwei Unbest. 


die Adjungierte von f und bedenkt, daß der Ausdruck (2) durch die 


Substitution EMS. 
Er N1> &ı 


Eg, Na, 6a 


mit der Determinante A sich in f verwandelt, und daß daher be- 
kanntlich der adjungierte Ausdruck, d.h. er selbst durch die Sub- 


stitution ag 
R N; 6; 
Eu, Mr 6 
in F' übergeht, so findet man die Gleichung 
(9) EN eigen 
wenn 


1) T-kty+a,V -Eatny+6, Wet my + Ge 

_ gesetzt wird, und deshalb die mit (6) analogen Beziehungen: 

(11) Er Az u a an >; en u 
le-- nn, H- 8-65-&5, K-m-5n-5M 

Aus (2) aber geht nach den Beziehungen, die zwischen den Ele- 


menten einer Determinante und ihren adjungierten Elementen be- 
stehen, die Gleichung 


(12) rf&,n,)-A’-D 
und aus (9) ebenso 

(13) F&n,Od-A-D 
hervor. 


2. Nun ordne man der unbestimmten Form (1) oder (2) 
die positive quadratische Form 


(14) f- my? 4+ W 


mit den gleichen Linearformen (3) zu. Schreibt man sie aus- 
führlich, wie folgt: 


(15 f=ax® +by? +ce? + 2gyz + 2hexr + 2lry, 


so erhält man entsprechend mit (6) die Beziehungen: 


as) | 


a=8+8°+85,2, Dtm tn, -°+ A = 
genttmstmd, d=-E5 +55, teen + 5gng 
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und demnach 
#8 ge 
9+9=2n&, h+h=285,k+Ti=2$n. 


Da nun wieder die Adjungierte des Ausdrucks (14) mit diesem Aus- 
drucke identisch ist, so ergibt sich als Adjungierte der Form f, die 
wir bezeichnen wollen durch 


(18) = Ar: + By +12? +26y2 + 292x + 2Ray, 

der Ausdruck 

(19) 5=0U°’+7°4+W°, 

mithin die Formeln 

(2 0) ie % +56? +82, B= "tm +1, 0-8 +8? + 8° 
nE+ mt N 9= EE+5E, +5, K= En + En + Eos 


sowie die anderen 
21) a 
G+&- 27, H+H-2E, K+R-2n. 
Den Beziehungen (17) zufolge läßt sich die Gleichung (13) schrei- 
ben, wie folgt: 2F(&, 9, 


22) =Ala+a)+Bb+b)+Clc+0+2G(g+9) 
+2Hh+5)+2Kk+Hd)=2D. 
Andererseits ist 
Aa + Bb+(c+2Gg+2Hh + 2Kh 
=(Aa+Kk+Hh)+(Kk+Bb+Gg)+ (Hh+ G9 + (eo) 


Daher findet sich ns 


Aa+Bb+Cc+2G9 +2H) +2Ki= — 
und entsprechend 
aU+5B+Cc&E +296 +29 +28 = —D. 
Die Gleichung (13) kann aber auch folgendermaßen geschrieben 
werden: F(2E, 2En, 8) = 48. D 
d. i. wegen (17) 
(23) Fıa+ta,k+E,h+bh)=48°.D. 


Bachmann, Zahlentheorie IV 2 32 
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Hier ist die linke Seite gleich 
F(a, k,h)+ F(a, £, h) 
+2a(Aa+ Kk+ Hk) +2{(Ka+ Bk+Gh)+26(Ha+ Gk+Ch) 
= F(a,k,hy)+F(a,t,b)+2a-D, 


und da 
F(a, k, h) 
= a(Aa+Kk+Hh) +kKa+Bk+Gh) +h(Ha+Gk+ Ch) 
= 0-.D 


ist, nimmt so die Gleichung (23) die Gestalt an: 
aD+Fl(a,t,h)+2a-D=4#.D, 
d. i. wegen (17) 


(24) Füa,t,b)=aD. 
Analog ergibt sich 
(25) fL,R,H)- AD. 


3. Nachdem diese allgemeinen Beziehungen hergeleitet worden sind, 
bemerken wir, daß durch die sechs Gleichungen (6) zwischen den 
neun Elementen der Determinante A nur sechs von ihnen als Funk- 
tionen der drei übrigen, für welche &, n, & gewählt werden können, 
bestimmt sind. Da zwischen den letzteren die Gleichung (13) erfüllt 
sein muß, so bleiben nur zwei von ihnen unabhängig, und man kann 
somit auch sämtliche neun Elemente der Linearformen U, V, W als 
Funktionen von zwei unabhängig veränderlichen Parametern A,, 4, 
auffassen, die so gewählt werden müssen, daß die Gleichungen (6) zusam- 
men mit (13) reelle Werte jener Elemente ergeben. Während so die Koef- 
fizienten der Form f feste Werte behalten, werden diejenigen der zu- 
geordneten positiven Form f veränderlich. Denkt man sich das dieser 
letzteren Form zugehörige Raumsgitter, dessen Grundpunkte vom 


Nullpunkte die Abstände Ya, Yb, Yc haben, so wird also auch dieses 
Gitter mit den veränderlichen Parametern A,, A, oder den veränder- 
lichen &, n, & zugleich sich verändern, indem seine Grundpunkte und 
mit ihnen seine sämtlichen Gitterpunkte bestimmte Bewegungen er- 
leiden, wenn der Punkt &, n, & sich der Gleichung (13) gemäß, d. i. 
auf dem durch diese Gleichung, falls &, n, & als Punktkoordinaten 
gedacht werden, bestimmten zweischaligen Hyperboloide bewegt. 
Hierbei kommt übrigens nur die eine Schale des letzteren in Be- 
tracht, denn von den zwei Punkten &,n, & und — 8, — n, — & braucht 
offenbar in den Gleichungen (6) nur der eine betrachtet zu werden, 
etwa derjenige von ihnen, für welchen die Determinante A > 0 wird. 

Dies gibt nun den Anhalt, die Reduktion der unbestimmten Form 
f analog zu definieren, wie diejenige der zerlegbaren Formen. Die 
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Form f soll nämlich als Reduzierte bezeichnet werden, 
wenn die ihr zugeordnete positive Form f für irgendeins 
der zulässigen Wertesysteme der Parameter A,, A, oder 
einen der Punkteä$,n, &aufder bezeichneten Hyperboloid- 
schale eine reduzierte Form ist. Da durch die Ungleichheiten, 
welche eine Form f als eine Reduzierte bestimmen, die Wertesysteme 
der Koeffizienten 8, n, & oder der Parameter A,, A, beschränkt wer- 
den, so kann diese Form nur in einem begrenzten Teile der 
Hyperboloidschale oder einer Ebene, in der A,, A, als Punktkoordi- 
naten zu denken sind, reduziert bleiben. 

Wendet man nun auf eine Form f und die ihr zugeordnete positive 
Form f eine unimodulare Substitution $: 


(26) z=oX+ßy+ y2, y-aX+ßy+ yı2, 
= +ßYy + Y2 


an, so verwandeln sie sich in die ihnen äquivalenten Formen von 


der Gestalt: 

(27) (JE Gyr) art year yrtiz) 
HH NAHE ty), 

worin 


(28) = &, +7, + 68, = &Eß+nßıt&ße, = 67 +nn+&r: 
@=0,1,9) 


gedacht sind. Da f’ hiernach offenbar die zur Form f’ zugeordnete 
positive quadratische Form ist, darf man den Satz aussprechen: 

Äquivalenten unbestimmten Formen entsprechen äqui- 
valente zugeordnete positive Formen, und offenbar auch 
umgekehrt. 

Sei jetzt die Form f keine Reduzierte, nämlich die ihr zugeordnete 
positive Form f für kein zulässiges Wertesystem &, n, & oder A,, A, 
reduziert, so sei &, n, & ein bestimmtes dieser Systeme und die Sub- 
stitution (26) eine solche, durch welche die demselben zugehörige 
Form f in eine Reduzierte f übergeführt wird. Diese aber ist redu- 
ziert für das gemäß den Gleichungen (28) aus jenem System &, n, & 
sich ergebende Wertesystem &, n’, & und wird es innerhalb eines be- 
grenzten Gebietes dieser Größen, also innerhalb eines nach (28) ihm 
entsprechenden Gebietes der &, n, &, d. h. eines gewissen Feldes der 
Hyperboloidschale verbleiben. Demnach ist die nach dem voraufge- 
schickten allgemeinen Satze durch die gleiche Substitution S aus f 
entstehende zugeordnete unbestimmte Form f’ eine Reduzierte, wel- 
che der Form f äquivalent oder der Klasse dieser Form angehörig ist, 
und folglich gibt es in jeder Klasse unbestimmter Formen 

32* 
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stets auch eine reduzierte Form. Wird dies nun für alle zu- 
lässigen Werte der Parameter A,, A, oder &, n, & in gleicher Weise 
durchgeführt, so erhält man einen Komplex positiver Formen f', f”, 
f,..., deren jede in einem besonderen begrenzten Felde der Hy- 
perboloidschale oder der Ebene der A,, A, reduziert ist, und ent- 
sprechend einen Komplex ihnen bzw. zugeordneter unbestimmter 
reduzierter Formen f, f",f ,..., die alle der Klasse von fangehören, 
also auch untereinander äquivalent sind. Ihre Gesamtheit werde 
mit (f) bezeichnet, ebenso die der zugeordneten positiven 
reduzierten Formen mit (f). 

4. Hier gilt zunächst der Satz: Die für zwei äquivalente 
Formen f, f gebildeten Komplexe (f), (f) reduzierter For- 
men bestehen aus denselben Formen. Es wiederholt sich hier 
eine schon in Nr. 1 des dritten Kapitels angestellte Betrachtung. Ist 
5 die unimodulare Substitution (26), durch welche f in f’ übergeht, 


so daß f=f-8 
gesetzt werden kann, so ist auch 
re: 


Wendet man nun für ein bestimmtes Wertesystem &', n', & auf f eine 
Substitution S an, durch welche diese Form in eine Reduzierte ver- 
wandelt und als ihr zugehörig die Form f'- © des Komplexes (f’) 
erhalten wird, die durch dieselbe Substitution © aus f’ entsteht, so 
geht die für das jenem Wertesysteme gemäß den Beziehungen (28) 
entsprechende System &, n, & gebildete Form f durch die Substitu- 
tion $ © im ebendieselbe, für das letztere System reduzierte Form 
über, der somit auch eine Form des Komplexes (f), nämlich die 
Form f:-$&6 =f’:- © zugeordnet ist. Jede Form in (f”) ist also auch 
eine solche in (f), und offenbar auch umgekehrt. 

Hieraus ersieht man, daß der zuvor erwähnten Einteilung der Hy- 
perboloidschale (13) eine völlig konforme Einteilung der Hyperbo- 


loıdschale Fa, y, e") nF D, 


wo F’ die Adjungierte von f’ bedeutet, nämlich jedem Felde auf der 
einen Schale ein Feld auf der anderen entspricht, denen beiden ein 
und dieselbe Reduzierte der Klasse von f, f zugeordnet ist. Man 
kann daher die eine Einteilung durch die andere ersetzen. 

Ist nun aber f irgendeine der Reduzierten in der Klasse © von f, 
also äquivalent mit f, so ist dem eben Bewiesenen zufolge der Kom- 
plex (f) im ganzen identisch mit (f), und somit die Form f, welche 
selbst jenem angehört, auch im letzteren enthalten. Der in oben 
bezeichneter Weise aus f gebildete Komplex (f) enthält 
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somit auch sämtliche Reduzierten der Klasse von f. Alle 
diese verteilen sich daher über die gedachten Felder der Hyperboloid- 
schale (13) oder der Ebene der A,, A, in der Weise, daß jedem Felde 
eine bestimmte von ihnen nebst der ihr zugeordneten positiven 
Form zugehörig ist. 

5. Diese Sätze bestehen unabhängig davon, welche De- 
finition reduzierter positiver quadratischer Formen man 
auch zugrunde legen mag. Selling hat für seine Untersuchung 
die schon in-Nr-4-des-vierzehnten-Kapitels eingeführte 
Definition gewählt, und so werden wir zunächst uns darin ihm an- 
schließen. Wir haben deshalb neben der zu f zugeordneten Form 
f(x, y, 2) noch ihre Variierte 


(29) ey», 9) 
= 99-9 e- Kay’ — a 
—ny—Y?—ı( —d 


zu betrachten, in welcher die Koeffizienten I, m, ı durch die Glei- 
chungen 


80) a+h+i+!=0, b+f+g +m=(0, c+g9 +) + = 0 
bestimmt sind. Die sechs Koeffizienten 
(31) eh, DM, 1 


sind dann ebenfalls Funktionen von £, n, & oder von A,, A,, und die 
Form f nebst der ihr zugehörigen unbestimmten Form f 
heißt reduziert, wenn für ein gegebenes Wertesystem der 
unabhängigen Parameter keiner von jenen sechs Koeffizi- 
enten positiv ist. Sie hören auf, reduziert zu sein, wenn bei Ver- 
änderung der Parameter einer oder mehr als einer der Koeffizienten 
(31) positiv wird, was nur geschehen kann, wenn er durch Null hin- 
durchgeht. Legt man also diese Sellingschen Reduzierten der Be- 
trachtung zugrunde, so wird man aus einem Felde der obigen Ein- 
teilung der Hyperboloidschale oder der Ebene der A,, A, in ein be- 
nachbartes nur übertreten, wenn einer oder mehrere der Koeffizien- 
ten (31) durch Null hindurchgehen, und demnach wird die Begren- 
zung eines jeden solchen Feldes durch Linien bestimmt sein, in denen 
die Parameter einer der Gleichungen 
g=0,5=0, 1-0, l=0,n=0, n—=0 

genügen. 

Durch eine solche Gleichung allein kann kein Feld begrenzt 
sein. In der Tat, wenn etwa die Gleichung {=0 die in sich ge- 
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schlossene Begrenzung eines Feldes wäre, so müßte an zwei Punk- 
ten &, n, & derselben 

1 0oF6,nd 
2 08 
sein, eine Gleichung, die in Rücksicht auf die Beziehungen (11) mit 
der anderen: ' 0 


(32) 





= H& + Gn + 08= 0 


übereinkommt. Der letzteren zufolge ergibt sich aus (21) 


CH, 


d. h. die Determinanten 
M—ab, P—ab 


der beiden binären Formen (a, k, b), (a, f, b) sind einander ent- 
gegengesetzt gleich; die erste Form ist eine unbestimmte, die zweite 
eine positive, und sie sind den Gleichungen 


(33) ata=28 5b+b=-2%, k+t=2n 


zufolge zwei, auf die in Nr. 4 des dritten Kapitels angegebene Weise 
einander zugeordnete binäre Formen, für welche die dortige Glei- 
chung (54): 

ab—2kKk +ba=0, 
hier also wegen 


(34) T=0 
die Gleichungab +ba = 0 erfüllt ist. Dieser zufolge haben a, b ver- 
schiedenes Vorzeichen, also ist — ab positiv. Nach (33) läßt sich die 
Gleichung schreiben, wie folgt: 
be +am=ab 
und gibt zusammen mit (34), d.h. mit 29 =k, 
k? 
& Et a&? Er Er 0, 
eg  ab+Y- ab(k’— ab) 
RE ab 


also 





Somit erhält man nur zwei reelle Lösungen + &,-+ n, und es wäre 
nur ein Punkt $, n, & der Hyperboloidschale auf der Linie (34) mög- 
lich, für den (32) besteht. 

Sind demnach mehrere jener Linien zur Begrenzung eines Feldes 
nötig, so werden auch Ecken derselben vorhanden sein, Punkte &,n,&, 
in denen mehrere dieser Koeffizienten gleichzeitig verschwinden. 
Dabei können zwei wesentlich verschiedene Fälle eintreten. 
Entweder verschwinden zugleich zwei Koefüzienten, wie g und I, 
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welche sich in f auf alle vier Unbestimmten (y,2; &,t) beziehen. Be- 
zeichnet man die Variierte (29) kurz mit 


I h, | 
Lern) 
so wird sie an solcher Stelle zur Form 
Pe 
Has den 
und geht durch die Substitution 
‘0, —1,1, a 


S-|v-10 0 


0,0, 14 
und ihre Wiederholung in die Formen 
Dt a 
Is h, | { Io £, | 
über, die zugleich mit jener reduziert sind und sich mit ihr durch 
jene Substitution zyklisch vertauschen. Daher sto- \ 


? 


Ben an der gedachten Ecke drei Felder reduzierter ‘ 
Formen zusammen in der Weise der nebenstehenden 
Fig. 19, indem die von der Ecke ausgehenden Be- / \o 
grenzungslinien <| 
g=0,1=0,g-[1 | P 
nur nach einer Seite hin zu verfolgen sind. Eine 
solche Ecke, wo jede dieser Linien sich gewisser- 
maßen in zwei andere spaltet, nennt Selling einen Spaltungspunkt. 
Oder es verschwinden zugleich zwei Koeffizienten, wie h, f, die sich 
auf nur drei der Unbestimmten (2, x; x, y) beziehen. Hier nimmt 


also (29) die Form an 
K 0, N) 
Lem@nf 


Sie geht durch die Substitution 
1, 09,09,-—1 
D’= (° OR ) 
A re 
und ihre Wiederholung _$'” in die beiden Formen 


1 0, 0 | im, 0, 4 
ng mW I n,.9g 


Fig. 19. 
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über, und die weiteren Wiederholungen von _ führen, da 
1, 0,007 1 


Do 
072.0, Tree 

ist, dieselben Formen wieder herbei, bis DS '=1, d.h. der identischen 
Substitution gleich wird. Sonach stoßen an einer solchen Ecke sechs 
Felder zusammen in der Weise, wie die 
Fig. 20 es andeutet, wo die Linien = 0, 
f= 0, und d+f=0 einander durchsetzen. 
Deshalb bezeichnet Selling eine Ecke 
dieser zweiten Art als einen Kreuzungs- 
punkt. 

Auf die Komplikationen, welche eintre- 
ten, wenn in einem Punkte mehr als zwei 
der Koeffizienten (31) zugleich verschwin- 
den, brauchen wir für unsere Zwecke nicht einzugehen. 

6. Es gibt stets Kreuzungspunkte. Denn, wären etwa auf der 
Begrenzung eines Feldes nur Spaltungspunkte vorhanden, wie der 
Spaltungspunkt in Fig. 19, so müßte doch jedes der drei in einem 
solchen zusammenstoßenden Felder noch eine der Linien 


a (PEN ET NEOFRTERN) 





Fig. 20. 


zur Begrenzung, also zusammen mit 9=O bzw.[=0 einen Kreuzungs- 

punkt zur Ecke haben. Hieraus folgt, daß es in jeder Klasse 

unbestimmter Formen eine Reduzierte f gibt, deren zuge- 

ordnete positiveForm feinem Kreuzungspunkte entspricht. 
Sei dieser nun etwa wieder der Punkt 


I=0, t=(0, 


(© b, ) 
la, 0,30 
a,b 


c 
undf=| ’ + h die unbestimmte Form, der f zugeordnet ist. Dann 


d. h. sei 


9 
ergibt sich aus (24) zunächst 
(35) am V ———- 
Da ferner nach den Formeln (17) allgemein 


a+)b+bh)-(k+DH, (at+a)le+)=(k+H) 
(a+a)g+g)=(h+h)k+dH 
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ist, wird hier insbesondere 

















Merk: —C—ba 

a+ta 7 ware 
(36) Bean ETER 
a+ta a+ta 

MT; G— ga 

Im agmannd Frraza 


Mit D und f£ zugleich verschwinden aber auch 9 und £, und man 
findet zunächst aus (25) 


(35) a VA 


und dann ganz entsprechend den Formeln (36) diese anderen: 





Aa —cD— BA 

ra ee re 

12 —bD—-c_U 

(86 a) a ae a 
y_ HK 4 _9D- CU 

A+A AH 


Damit die vorstehenden Ausdrücke reell werden, ist notwendig, aber 
auch ausreichend, daB «a, A dasselbe Vorzeichen haben; sollen jedoch 
auch &,n, & reelle Werte erhalten, so erfordern die Gleichungen (17) 
und (21) noch, daß a+a, A+ X positiv ausfallen. Sind also a, A 
negativ, so muB 


a>lal, A>/4]| 
sein, was beides wegen (35) und (35a) auf die eine Bedingung 
(37) O<aA<D 
hinausläuft. Diese besteht aber auch für positive a, A; denn man findet 
D=aA+kK+hH=aA-— (bh’— 2ghk + cl), 


d. i. mit Rücksicht auf (17) und da der Aunahme h = 0, t-=0 zu- 
folge hn — kE= 0 ist, 
D=aA+ (bh?’— 2ghk + ck?), 


wo die quadratische Form mit der negativen Determinante 


—be=-— A 
eine positive Form, also 
MD aA, U 
ist. — Für die Form f ist nun 


a+l=0, b+g9 +m—=0, c+9 +1=0; 
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setzt man noch abet. 


8o bilden die binären Formen 


(b, 9, ce), (50,0), (a,,m,b) 
ein Tripel äquivalenter Formen, welche nach der Sellingschen De- 
finition (Kap. 3, Nr. 5) reduziert sind und durch die Substitution 


| ei 
A 
sich zyklisch vertauschen. Daher gehen die Formen 
(38) & 5 ijk ke i ir . 7 . 
g, ? n, ? m, ? 
durch die Substitution 
u 221)" 
(8 


Re 


zyklisch ineinander über und sind mit jenem Tripel binärer Formen 
zugleich reduziert bzw. zugleich nicht reduziert. Alle drei gehören 
zu demselben Kreuzungspunkte = 0, f=0. 

7. Ist hierdurch die diesem Kreuzungspunkte zugehörige positive 
reduzierte Form vollständig charakterisiert, so können wir davon Ge- 
brauch machen, um zu beweisen, daß es für eine gegebene 
Determinante D nur eine endliche Anzahl Klassen ganz- 
zahligerunbestimmter Formengibt. Es sei (einebeliebige Klasse 
von Formen dieser Determinante und von dem betrachteten Typ, und es 
sel für eine beliebige Form aus derselben die Einteilung der zugehörigen 
Hyperboloidschale in die Felder reduzierter Formen und in ihr ein 
Kreuzungspunkt gegeben, für den etwa wieder 9=0, f=0 ist. Sind 
dann f und f, wie in voriger Nummer, die diesem Punkte entspre- 
chenden Formen, so darf man für f nach Belieben eine der drei äqui- 
valenten Reduzierten (38) wählen; wir wollen diejenige wählen, 
welche den absolut kleinsten der drei Koeffizienten g, m, n enthält. 
Sei dies etwa die erste derselben. Dann gelten alle Bestimmungen der 
vorigen Nummer, jedoch bedeuten jetzt a,b, c, 9, h, k, sowie 4,B,C, 
G, H, K ganze Zahlen. Nun läßt zunächst die Bedingung (37) 
für die ganzen Zahlen a, A nur eine endliche Anzahl von 
Werten zu. Ferner ist 


b+29=—- m+g=|m|-|g|>0 
Bl Be ham m Sl LO Kan oe 
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und somit 
eb, las, .0%< be. 
Aus be — = folgt jetzt 
(39) 6 <4N; 


ist aber etwa 5b die kleinere der beiden Größen b, c, so folgt weiter 
RN —1/U 
(40) BZVW, jsi=Y-, 


wodurch diese Koeffizienten wegen (35a) auf endliche Intervalle be- 
schränkt sind. Demnach sind wegen (35) auch 


(41) G=a:-g 
und 
(42) BE=G?’+a:D 


endlich beschränkt. 
Nun können 5b, c entweder beide negativ sein. Dann kann 


man die aus (39) und den Formeln (36) sich ergebende Ungleichheit 


k* h? Re 
N 
benutzen, aus der, da nach der Annahme b <c der erste der beiden 
jetzt positiven Faktoren der kleinere ist, 





k® au 


FE hu Lo 


also auch jeder der beiden positiven Summanden 


Z7/2De ut Z7 /AD 
BI<yV%, EIN 5 
gefunden wird. Hierdurch sind für jedes der endlich vielen zuläs- 


sigen Wertesysteme a, A auch die ganzen Zahlen b, k nur auf endlich 
viele Werte beschränkt. Daher ist aber auch der andere Faktor 








44 

h? ed "448 
et %3 Fr 
Rn 


jedesmal nur auf ein endliches Intervall beschränkt und demnach auch 
für c, h jedesmal nur eine endliche Anzahl von ganzen Werten zu- 
lässig. Schließlich ergibt sich für die Zahl g dasselbe aus der Glei- 
chung ?=be — A. 

Oder b, c haben verschiedenes Vorzeichen. In diesem Falle 


wäre Weage 
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negativ, und aus der Formel 
Af=tg°+ [0] Tel 


ergeben sich für jeden der endlich vielen zulässigen Werte von A nur 
endlich viele ganzzahlige Lösungen b,c,g, und da b und g durch die 
Ungleichheiten (40) beschränkt sind, nach der ersten und dritten der 
Formeln (36) endliche Intervalle und daher nur eine jedesmal endliche 
Anzahl zulässiger Werte für die ganzen Zahlen k, h. 

Endlich können b,c beide positiv sein. Dann lehren die bei- 
den ersten der Formeln (36), daß Bund CO negativ sein müssen, und man 
kann in gleicher Weise, wie für die Koeffizienten von f im ersten 
Falle aus (35) und (36), jetzt aus den Formeln (35a) und (36a) von 
den Koeffizienten von F' beweisen, daß sie nur eine endliche Anzahl 
ganzzahliger Werte zulassen. Daraus ergibt sich dann aber nach den 
Beziehungen zwischen den ersteren zu den ihnen adjungierten letzteren 
das gleiche auch für a, b, c, 9, h, k. 

Man bemerke nun, daß die Ungleichheiten (37) zusammen mit (40) 
bzw. mit (41) und (42), auf Grund deren die nur endliche Anzahl 
zulässiger ganzer Zahlen a, b, c, 9, h, k erschlossen ist, völlig unab- 
hängig sind sowohl von dem besonderen Kreuzungspunkte wie auch 
von der Klasse, zu welcher derselbe gehören kann. Demnach ist fest- 
gestellt, daß es insgesamt überhaupt nur endlich viele unbestimmte 
reduzierte Formen f mit der Determinante D gibt, welche einem 
Kreuzungspunkte zugehören. Da aber in jeder Klasse, wie schon be- 
merkt, solche reduzierte Formen vorhanden sind, kann auch die An- 
zahl der Klassen nur eine endliche sein. — 

8. Wir behalten jetzt die Voraussetzung, daß die Koeffizienten der 
unbestimmten Formen ganzzahlig seien, auch weiter bei. Sei wieder 
f eine unbestimmte und f die ihr zugeordnete positive quadratische 
Form und der Komplex (f) bzw. (f) der Reduzierten der Klasse von 
f in der angegebenen Weise gebildet und entsprechend die Eintei- 
lung der Hyperboloidschale oder einfacher der Ebene der A,, A, in 
Felder hergestellt, deren jedem ein Paar zusammengehöriger Formen 
f', f jener Komplexe zugehört. Seien 3,,%, zwei benachbarte Felder 
und /,, fı bzw. fa, f, die zugelörigen Formenpaare, ferner 80), „7, g® 
jeder Punkt in %, und 89, „®, &® jeder Punkt in %,. Dann entsteht 
fı aus der für die Werte 8®, „®, &W gebildeten Form f, die wir mit 


f (E80, 7, em 


bezeichnen, durch eine Substitution $,, welche diese Form reduziert, 
ebenso f, durch eine reduzierende Substitution S, aus 


159,79, 89), 


Nr. 8. Automorphe Substitutionen der ganzzahligen ternären Formen 509 


so daß man setzen kann 
f (88, 79, gm) R S, Der E; f (89, 7”, 89) Ä Sg nr Ts: 
Läßt man nun den Punkt 89, 7%, &® an irgendeiner Stelle &, n, & 


die Begrenzung des Feldes 75, überschreiten und in %, übertreten, so 
hört hier f, auf, reduziert zu sein; aus den noch eben geltenden Be- 


ziehungen 
ik} N, &) S=-h, 15 N, &) = 1; 


aber erschließt man 
=-h'8'8, 


d. h., wenn die Form f, aufhört reduziert zu sein, so führt die Sub- 
stitution S,-!- S, sie von neuem in eine reduzierte Form f, über. 
Durch die gleiche Substitution verwandelt sich dann f, in f,. Statt 
daher die Formen des Komplexes (f) durch stete Reduktion derselben 
Form f zu bilden, kann man sie auch der Reihe nach erhalten, wenn man 
jede derselben, wo sie aufhört reduziert zu sein, von neuem reduziert. 
Die so auftretenden Substitutionen 5’, 8”, 8”, .... vermitteln den 
Übergang aus jedem Felde der Ebene in ein anliegendes und somit 
durch passende Zusammensetzung auch den Übergang aus irgend- 
einem Felde derselben in jedes andere, oder geben so eine Se 
tion, durch welche die jenem hartes Form des Komplexes (f) in 
die dem letzteren zugehörige übergeht. 

Da es sich nur um ganzzahlige Formen handeln soll, bei denen 
nur eine endliche Anzahl reduzierter Formen vorhanden ist, also (f) 
nur aus einer endlichen Anzahl verschiedener Formen besteht, die 
sich über die unendliche Menge der Felder verteilen, so muß mindestens 
eine dieser Formen, sie heiße /,, zu unendlich vielen jener Felder ge- 
hören. Sei %, eins derselben. Man vereinige ‘5, mit allen ihm an- 
liegenden Feldern zu einer Gruppe A, diese ganze Gruppe mit sämt- 
lichen ihr anliegenden Feldern zu einer größeren Gruppe BD usw., so 
lange bis zuerst in einer von ihnen die Form f, ein oder cd 
Male von neuem auftritt. Der Übergang vom Felde %, zu den end- 
lich vielen Feldern, in denen dies geschieht, liefert dann eine endliche 
Anzahl von Burton &,6&,6&”,..., durch welche die Form 
fı in sich selbst transformiert wird. Sei 7, eins dieser neuen Felder, 
und &9W, „(®, &W jeder Punkt in 3, und 89, n®, &@ jeder Punkt in 
3, so hängt, da f,, f, zu derselben Form f, = f, zugeordnet sind, die 
Form f, genau so von den letzteren Größen wie f, von 89, 7, &9 
ab und muß das Feld für jene, in dem f, reduziert bleibt, mit dem 
Felde für diese, worin f, es bleibt, identisch sein, ebenso die Substi- 
tutionen, durch welche die beiden Formen, wo sie aufhören reduziert 
zu sein, von neuem reduziert werden. Es bildet sich demnach von 
jedem der bezeichneten Felder aus, dem die Form f, zugehört, genau 
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die gleiche Gruppierung der Felder wie von %, aus, und es führen dem- 
nach dieselben Substitutionen ©, &',©”,... wie zuvor zu den nächst- 
folgenden Feldern dieser Art oder zu der ihnen zugehörigen Form f, 
über. Also genügen jene Substitutionen, um von der Form f, in $&, 
aus zu jedem anderen Felde, dem dieselbe Form zugehört, überzu- 
gehen oder um alle die Substitutionen zusammenzusetzen, durch 
welche die reduzierte Form f, des Komplexes (f) in eine mit ihr iden- 
tische Form desselben verwandelt wird. 

So erhält man aus den endlich vielen fundamentalen Sub- 
stitutionen &, ©, ©”, ... zusammengesetzt unendlich viele 
Transformationen der Form f, in sich selbst. Man erhält 
sie so aber auch sämtlich. In der Tat, sei die durch die Glei- 
chungen (26) gegebene Substitution 8 irgendeine solche, derart, daß 
fı:S= fi ist. Bezieht man jetzt die Formeln (6) und (16) auf die 
Form f, und ihre Zugeordnete f,, so bilden die durch (28) gelieferten 
Größen &', m’, 6° eine zweite Lösung jener Formeln, bestimmen also 
einen anderen Punkt desselben Hyperboloides und ein dem Felde %, 
entsprechendes anderes Feld desselben, in welchem die in (27) ange- 
gebene Form f’, die der Form f'=f, zugeordnet ist, reduziert ist. 
Die Substitution $ ist mithin eine solche, welche die Form f, in eine 
ihr gleiche des Komplexes (/,) oder (f) überführt, und findet sich 
folglich unter den aus den fundamentalen Substitutionen 8, ©, &”,... 
zusammengesetzten, die zuvor betrachtet sind. 

Hat man so für die reduzierte Form f, ihre fundamentalen Trans- 
formationen in sich selbst ermittelt, so können sie auch für jede 
andere Form ihrer Klasse angegeben werden. Ist nämlich f irgend- 
eine solche und 7 eine Substitution, durch welche f in f, übergeht, 
so sind die verlangten fundamentalen Transformationen von fin sich 
selbst offenbar 


TE Tal TS To DET 


Selling hat in seiner Abhandlung sehr detaillierte Angaben ge- 
macht zur Herstellung der gedachten Feldereinteilung und sie für ein 
besonderes Beispiel durch eine Zeichnung erläutert, und er hat dann für 
eine Reihe von Beispielen auch die fundamentalen Substitutionen 
8,6, ©&”,... aufgesucht. Es ist nicht möglich, von diesen umständ- 
lichen und wenig durchsichtigen Betrachtungen hier eine nähere An- 
deutung zu machen, und sie kann auch unterbleiben, da jene Be- 
trachtungen zu keinen Ergebnissen geführt haben, die eine allgemei- 
nere, belangreiche Formulierung zuließen. 


9. Wenden wir uns nunmehr zu den Formen mit einer beliebigen 
Anzahl » von Unbestimmten. Es sei 
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(43) FR, Lay - > 2) _ > a,,-2%, 
3-1, 2, RR n) 
eine indefinite Form dieser Art mit der Determinante 


(44) D=-i@;\ 

die von Null verschieden vorausgesetzt werden soll. Eine 
solche kann bekanntlich als ein Aggregat von n Linearformen dar- 
gestellt werden, die nicht alle gleiches Vorzeichen haben, und nach 
der Anzahl der negativ genommenen unter ihnen (dem sogenannten 
Index) unterscheiden sich diese Formen in verschiedene Typen. Wir 
erhalten einen beliebigen von diesen, wenn wir, unter pirgendeinen der 
Wertel,2,..., n—1 verstehend, p negative, also n—p positive Quadrate 
voraussetzen; da zwei mit entgegengesetzten Vorzeichen genommene 
Formen f und — f wesentlich die gleichen Eigenschaften haben, darf 
man sich auf die Betrachtung einer derselben beschränken und des- 


halb p <Z voraussetzen. Dann ist p <n—p und um so mehr, wenn 
a<pist,gq<n—g. 

Man darf also setzen 
(45) Br U’+ Be er A erg ee er Ba 
worin 
Gent tn 

G=1,2,..,0-—p) 
Vn— Nat Melt Ft Mn 
| ER N 
Linearformen mit reellen Koeffizienten sind. Heißt A die Determi- 
nante dieser Linearformen, so ist 
D=(— 1). A? 

Ordnen wir nun mit Hermite der Form f eine positive 
quadratische Form f zu durch die Gleichung 
a HH UL NH + P2 

Ist 


(46) 


= bıYı FT &%Ya F°Y°T %uYn 
G=1,2,...,%) 
eine unimodulare ganzzahlige Substitution, so gehen f und f durch 


sie in äquivalente Formen über, welche durch nachstehende Glei- 
chungen gegeben sind: 


u Sn a Fo 
(48) Be 
f Hits ae m er 
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worin 
EN 
(480) KR h,2, en n—p) | 
Pet Maya 
un Kr ]..2, 0.00 
(48 b) ee ei a 
N Mint Malen tt Ninan 


zu setzen ist. Die Formeln (48) lassen erkennen, daß äquivalenten 
unbestimmten Formen auch äquivalente zugeordnete po- 
sitire Formen entsprechen, und umgekehrt. 

Die Vergleichung der Gleichungen (43) und (45) liefert mit Be- 
achtung der Beziehungen (46) die allgemeine Formel: 


(49) re Sie; eier tier — Ni gs ne 
,jJ= 1) 2, ring n) 
welche an Stelle von Puzel besonderen steht; demnach bleiben 


n(n —1) 


durch diese Formeln von den n? Größen $&,,, n,, noch unbe- 


stimmt. 

Man heiße nun wieder feine Reduzierte, wenn fürirgend- 
eins der unendlich vielen Wertesysteme &,,, n,;,, welche den 
Formeln (49) genügen, die zugeordnete positive Form f re- 
duziert ist. 

Ist aber f für keins jener Wertesysteme reduziert, so wende man für 
irgendeins derselben auf die Form f eine unimodulare Substitution 
an, durch welche sie in eine für dieses Wertesystem reduzierte Form f’ 
übergeht. Durch die gleiche Substitution erhält man aus f eine ihr 
äquivalente Form f’, die nach der obigen Vorbemerkung die Form 
f zur Zugeordneten hat und deshalb als Reduzierte ihrer Klasse zu 
bezeichnen ist. Hieraus geht zunächst hervor, daß in jeder 
Klasse unbestimmter Formen wenigstens eine Reduzierte 
vorhanden ist. Wird aber diese Operation für jedes der mit (49) 
verträglichen Wertesysteme &,,, n,, durchgeführt, so entsteht ein ganzer 
Komplex (f) reduzierter positiver Formen und entsprechend ein solcher 
Komplex (f) von mit f äquivalenten reduzierten Formen, denen jene 
zugeordnet sind. Alles dies verhält sich geradeso wie insbesondere 
bei den ternären Formen, und es finden sich ebenso auch die beiden 
Sätze: daß die aus zwei äquivalenten Formen f und f in der 
eben angegebenen Weise gebildeten Komplexe (f) und (f‘) 
insgesamt aus denselben reduzierten Formen bestehen, und 
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daß jeder von ihnen auch sämtliche Reduzierten der Klasse 
von f und f’ in sich enthält. Auch gelten diese Sätze wieder, 
welche Art der Reduktion man auch zugrunde legen mag. Wir wenden 
aber bei dieser allgemeinen Untersuchung nicht mehr die Selling- 
sche Definition reduzierter Formen an, sondern bestimmen sie wieder 
wie in Nr. 2 des neunten Kapitels, so daß die Reduzierte f jetzt als 
Hermitesche Reduzierte (s. Kap. 8, Nr. 4) vorausgesetzt wer- 
den darf. 


10. Hermite hat zuerst den Satz ausgesprochen, ohne jedoch seinen 
Beweis dafür mitzuteilen, daß bei ganzzahligen Formen jeden 
Typs und von gegebener Determinante nur eine endliche 
Anzahl reduzierter Formen möglich und demnach 
auch nur eine endliche Anzahl Klassen äquivalen- 
ter Formen vorhanden ist.!) Da, wenn die zu f zugeordnete 
Form f keine Reduzierte ist, die mit f äquivalente Form f’, deren 
Zugeordnete f' es ist, zu f in der gleichen Beziehung steht wie 
f zu f, so läßt sich das zu beweisende dahin fassen, daß es nur end- 
lich viele ganzzahlige Formen f des gedachten Typs und mit ge- 
gebener Determinante D gibt, deren Zugeordnete f eine Hermite- 
sche Reduzierte ist. Dies soll nun nachgewiesen werden, wozu es frei- 
lich eines anderen Weges bedarf als dessen, den wir bei den ternären 
Formen zum gleichen Zwecke einschlagen konnten. Wir folgen zu- 
nächst den Betrachtungen, durch welche Stouff?) dahin gelangt ist, 
Hermites Behauptung zu beweisen. 


Es sei die Form (47) eine Hermitesche Reduzierte; wir setzen sie, 
wie im achten Kapitel, in die andere Gestalt 


(47) Ar + Ah + An 
worin 
(50) 4,=ey,'%+ EL R 


u A 


zu denken ist. Dann ist, wie dort in Nr. 4a gezeigt wurde, die De- 
terminante der Form f, nämlich 


(51) ID| a 


also ist jede der Größen y,, von Null verschieden und kann positiv ge- 
dacht werden. Ferner ist 


(52) EL TER FRE, 





1) Journ. f, d. reine u. angew. Mathem., Bd. 47, 8.336. 
2) Stouff, Ann. de l’Ecole Normale 19 (1902) p. 89. 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 33 
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wo 9, ein nur von ö und » abhängiger endlicher numerischer Faktor 

ist. Auch besteht, wenn k <j ist, die dortige Ungleichheit (18): 
aa En la all le 

aus welcher mit Rücksicht auf (52) zu schließen ist, daß für <k<j 

(53) 951 <% Par 

ist, unter 0, wieder einen endlichen numerischen Faktor verstanden, 

der nur durch % und » bestimmt ist. Insbesondere ist also 

(54) r,1<a 9a <o |rul; 


wenn o, wieder einen ähnlichen Faktor bedeutet und % kleiner ist 
als 7 und !. 
Dies vorausgeschickt, lassen sich, da D, also nach (51) die Deter- 


minante 
Pill Yes RE Yın 


der Gleichungen (50), nicht Null ist, aus diesen Gleichungen die x; 
linear durch die Ausdrücke A, bestimmen, und wenn ihre derartigen 
Werte in die Linearformen U,, V, eingeführt werden, so nehmen 


ı 


auch diese die Gestalt von en an, 7% in den A, linear sind, wie 
durch nachstehende Gleichungen angezeigrt werde: 


U, = 1,4, ar Ag Ag “r Hr u An. 
| | G=1,2,...,n—p) 
G=1,3,...,P) 


Da nun für f die beiden Ausdrücke (47) und (47a) zugleich gelten, 
erhält man zwischen den A, die identische Beziehung: 


Ara As ae 
—_» p 
ge) > (A,, 4, > ns + AA: + (ug, Er an nn 4,4455 
ı=1 s=1i 


aus welcher zu ersehen ist, daß die Koeffizienten 
As Aus; Tr An 


A Han re 
U, Kıay «+, Hin 


n—p,1? 


U,1> En2> ae Upn 
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die Elemente einer orthogonalen Substitution sind, nach deren be- 
kannten Eigenschaften u. a. insbesondere folgende Beziehungen statt- 
finden: 


1,1. ih. 
(86) Mar Flirt + nlen = nen je nachdem A 


it4h 


Ihnen zufolge können die Elemente u,, absolut nicht größer sein als 1 
11. Die Form (45), die sich auch folgendermaßen schreiben läßt 


f=U’+::--+ De V?+:.:+ Val Kö ladsh Bo; 
nimmt nunmehr mit Beachtung der Gleichungen (47), (47a) und der 
Ausdrücke (55) für die V, die Gestalt an: 
Be A Bean: A? 
— 2 Aı + ms As ++ 4)" 
(87) — 2 A + Ads 4 + nA)” 


t. 


Se 2 (8,14, En 4,24; oe “2 ie ee 


Hieraus folgen die Gleichungen: 


a yııll = 2 ufı 2 2 u3ı en 2 up1) 
N et Mena Yıryız(l gr 2 ulı Te re 2 uz1) 
— 2yıgfaalkılaat + My lp3) 

a9 = yie(l — 2 ulı Zu 2 u3ı ae 2u2ı) 
— AyypYag(kuıktıe + + Mpılla) 

+ P32(l — 2uie — Zus — -  -— 2ups) 


I 


allgemein ergibt sich 
(58) ii a > On Pi’ Pas 


als eine Summe von Gliedern, in denen h<Zi,k<j ist und die 
Koeffizienten C,, ganze Funktionen zweiten Grades von den Größen 
u,, Sind, also, da diese absolut nicht größer sind als 1, Werte haben, 
welche bestimmte endliche Grenzen nicht überschreiten. 

Dies vorausgeschickt, bezeichnen wir jetzt zur Abkürzung 7,, durch 
y, und zeigen zunächst den Satz: 

In dem Produkte 


(59) YıP3 7 —=VID| 
ist jedes Produkt y,-Y,,ı_, zweier Faktoren, die von den 


beiden Enden gleich weitabstehen, größer als ein positiver 
33 * 
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Wert M, der nur von r, n und D abhängig ist. Da nämlich zu- 
folge der Ungleichheiten (54), sooft % nicht größer ist als die Zahlen 
iundr >; und % nicht größer ist als die Zahlen 5 und a+1—r5j, 


ro, rl < 01 et 


mit endlichen Multiplikatoren o,, @,;ı_, gefunden wird, so wird 
jeder Summand in dem Ausdrucke (58) nicht größer sein als 
Pr" Ynyı_ „mal einem endlichen numerischen Faktor, und somit wird 
das gleiche gelten für die ganze Summe, d. i. für q,,, so oft i<r 
und. Jj<n+1l-—r ist. Wenn demnach das Produkt y,- Y,41-, 
nicht über einer positiven Grenze verbliebe, sondern beliebig klein 
werden könnte, so würde jeder der gedachten Koeffizienten qa,, es 
auch werden, müßte also, da er ganzzahlig ist, verschwinden. In der 
Determinante D der Form f: 





Ar (9 . . . Oyn 
D oe Os (las .v..9. »* (Ag, 
O1 An? 2, 2% un 





wären also in den ersten r Reihen die ersten na + 1 — r Elemente 
gleich Null, wodurch aber die ganze Determinante zu Null würde, 
der gemachten Voraussetzung zuwider. — Für ein ungerades n 
= De 
und ergibt dann, daß y„+ı oberhalb einer positiven Grenze 
verbleibt. er 

Hieraus folgt aber weiter, daß es, wie ebenso jedes der 
Produkte 








gilt die gleiche Betrachtung noch für r = u 


Yr ; Yn+i-r 


auch unterhalb einer endlichen Grenze verbleibt, die nur 
vonr,n und D abhängig ist. Denn aus der Gleichung (59) ergibt 


sich jede dieser Größen gleich Y| D|, geteilt durch das Produkt der 
übrigen gleichgearteten Größen; da letztere nun oberhalb, so muß der 
Quotient unterhalb einer endl lichen Grenze bleiben. 

12. Der weitere, recht umständliche Verlauf des Stouffedhen Be- 
weises kann hier nur noch skizziert werden. Auf Grund der erhaltenen 
beiden Sätze und wesentlich mittels der Darstellung der Form fin - 
der Gestalt (57) leitet Stouff zunächst eine Reihe von Hilfssätzen 
her, welche Eigenschaften der Koeffizienten u,, zum Ausdrucke bringen. 

Zunächst wird die Existenz einer bestimmten endlichen 
Größe L, nachgewiesen von der Beschaffenheit, daß, wenn 
Yn-p+ı > Zı ist, folgende Beziehungen stattfinden: 
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» / Sn. 
2| - ki 
> v4; = | je nachdem |. . ist 
= 5 A 0 li +j) > 


und ze 
u,;-0 für i=l2,..,,j3-p+1,...,n. 


Der Beweis dieses Satzes läßt nebenher erkennen, daß, wenn 
Pa-p+ı > Zu Ist, sämtliche y, mit einem Index  <n — p unter end- 
lichen Grenzen verbleiben. Damit steht dann aber fest, daß sie es 
allezeit tun, denn, wäre y„_„;ı < ZL,, so würden der Formel (52) zu- 
folge auch alle jene y, endliche Grenzen nicht überschreiten. 

Wird nun qg<p gedacht, und erfüllen die Elemente u,, 
fürı:=1,2,....235=1,2,...,% die Bedingungen: 


1 ” 4 2) | 
PATE je nachdem 5 ist 


(4,3 = B 2, ED) 
und | 


p u N . * 
i=J|. 
(60) U,;ß BIC 0 nachdem j sn int 
2 Er L0) il 
Bel 222 el 2 el) 


so wird gezeigt, daß dann 


q — 
Yun-ga+43 B | lin 
kh=1 


BEN 


ist, worin die o,, („h=1,2,..., g) die Elemente einer 
orthogonalen Substitution sind. 

Ist nun y,_,,ı > Z,, 50 finden die Beziehungen (60) für g = p 
statt, zugleich ist dem ersten Hilfssatze zufolge y,_, endlich be- 
schränkt. Ist aber y,_,„+1, < Z,, 50 gibt es, wie Stouff zeigt, eine 
endliche Größe L, von der Beschaffenheit, daß, wenn Y,„_„42 > Zs 
ist, die Beziehungen (60) fürqg=p—1 erfüllt sind. Ist dagegen 
Yn-p+2 < Le, 50 gibt es eine endliche Größe L, von der Beschaffen- 
heit, daß, wenn y,_,„+3 > Zs ist, die Bedingungen (60) für g=p—2 
stattfinden usw.; endlich, wenn y,_, kleiner ist als eine bei diesem 
Fortgange nachgewiesene endliche Größe L,_,, so gibt es eine end- 
liche Größe L, derart, daß, wenn y, > L, ist, die Bedingungen (60) 
für g=1 erfüllt sind. Nimmt man also an, daß für eine Zahl 
q<p die Ungleichheiten 


Ina <Dp- 0 Ya-arı > Dr-g41 
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stattfinden, so werden hiernach die Gleichungen (60) für 
diesen Wert von g ebenfalls erfüllt sein. 

Auf diesen Umstand gründet sich nun die weitere Beweisführung. 
In dem Ausdrucke (58) für den Koeffizienten a,, ist nämlich das all- 
gemeine Glied 5 

ak" Pnilrj 

der Beitrag, der nach der Formel (57) durch das Produkt A,A, ge- 
liefert wird. Nach (54) ergibt er sich als nicht größer wie y,-y, mal 
einem endlich beschränkten numerischen Faktor und ist demnach 
ebenfalls endlich beschränkt, sobald das Produkt y, - , es ist. Dies 
ist aber der Fall, sooft A+k<n+1 ist, denn dann ist k<n-+-1—h 
und nach (52) jenes Produkt kleiner als y,-Y9,,ı_„mal einem 
endlichen numerischen Faktor, also dem ersten der Sätze in Nr. 10 
zufolge endlich beschränkt. Dasselbe gilt, wenn h<n—gq, k<n—q 
ist, da nach der Annahme NN Aus diesen Gründen 
könnten nur solche Produkte A,A, keine endlich beschränkten Bei- 
träge zum Koeffizienten a,, liefern, bei denen eine der Zahlen Ah, k, 
etwa h>n—g und dann entweder 


h>Sn—qa+1l, kSqg+]l 
h>OSn—gq+l k<zq, h+k>n+l 


oder 


ist, wo im letzteren Falle ein gleichzeitiges Gelten des Gleichheits- 
zeichens ausgeschlossen ist. 

Auf Grund des oben hervorgehobenen Umstandes zeigt nun Stouff, 
daß die Produkte A,A,, für welche die erstere Alternative stattfindet, 
sämtlich aus der Entwicklung von (97) verschwinden, und daß für 
diejenigen Produkte der zweiten Art, die etwa keine begrenzten Bei- 
träge liefern sollten, das gleiche gilt. 

Da somit alle zum Koeffizienten a, tatsächlich gelieferten Beiträge 
endlich beschränkt sind, gilt dasselbe für q,, gelbe und da qa,, ein 
beliebiger der Koeffizienten von f ist, für Ban Koeffizienten 
dieser Form, die also als ganze Zahlen TB, nur eine endliche Anzahl 
verschiedener Werte aufweisen können. Demnach kann es nur eine 
endliche Anzahl ganzzahliger Formen des betrachteten Typs und mit 
der gegebenen Determinante D geben, die in der vorausgesetzten Art 
reduziert sind. Da jede Klasse aber solche Formen enthält, kann auch 
die Anzahl der letzteren nur endlich sein. 

13. Beschränkt man die Betrachtung auf eigentlich indefinite 
Formen (d.h. auf solche, durch welche die Null nicht darstellbar 
ist), denen das Hauptinteresse zukommt, so können die mühsamen 
Betrachtungen der letzten Nummer durch folgende einfache Erwägung 
ersetzt werden. 
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Nach (47a) ist der Koeffizient von x,” in der Form f gleich 7,?, 
nach (47) ist er gleich | 


ati t + tmıt tm 
während nach (45) 


nmeht ht: Fi Nun 
gefunden wird. Hieraus folgt, daß jedenfalls 
Pr> 


und deshalb, weil a,, nach Voraussetzung eine ganze Zahl ist und 
für eigentlich indefinite Formen nicht Null sein kann, 


Yı > ie 
Da nun nach dem ersten Satze in Nr. 11 
Kiulln 


endlich beschränkt ist, muß es auch y, sein. Nun sind im Ausdruck 
(58) eines jeden Koeffizienten a,, von f die Produkte |y,,y,,| nach 
(54) nicht größer als y, - y„mal einem endlichen Faktor, also nach 
(52) a fortiori nicht größer als y,”mal einem solchen; sie sind also 
ebenfalls endlich beschränkt und mit ihnen zugleich der ganze Aus- 
druck für a,,. Daraus ergeben sich wieder die gleichen Schlüsse wie 
in der vorigen Nummer. 

Nachdem dies festgestellt ist, treten nun die gleichen Betruch- 
tungen in Kraft, die bezüglich der Automorphien unbestimmter Formen 
für den Faln=3 in Nr. 8 ausführlich entwickelt worden sind. Nur 
hat man im allgemeinen Falle der Formen mit n» Unbestimmten statt 
der Einteilung einer Ebene in Felder die Einteilung eines Raumes 


— nn —1) 


von v< Dimensionen in begrenzte Raumteile zu betrach- 





ten, deren jedem ein zusammengeordnetes Paar von reduzierten For- 
men aus den mit (f) und (f) bezeichneten Komplexen zugehört. Aber 
die genau entsprechenden Erwägungen lehren dann auch hier, daß 
es für jede ganzzahlige Form eine endliche Anzahl fundamentaler 
Transformationen derselben in sich selbst gibt, aus deren Zusammen- 
setzung jede Transformation dieser Art erhalten wird. Welches frei- 
lich diese fundamentalen Automorpbien in jedem einzelnen Falle sind, 
wie groß ihre Anzahl, und welches die besonderen Gesetze ihrer Zu- 
sammensetzung — dies sind schwierigste Fragen, die noch nicht ein- 
mal bei den ternären Formen beantwortet werden konnten und bei 
den allgemeinen unbestimmten Formen überhaupt noch gar nicht in 
Angriff genommen worden sind. — 
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14. Zum Schluß kehren wir noch einmal zu den ternären unbe- 
stimmten Formen zurück. 

Markoff hat seine Untersuchungen über die Minima der Klassen 
unbestimmter binärer Formen auch auf unbestimmte ternäre Formen 
ausgedehnt!) und auf Grund der für jene erlangten Ergebnisse fol- 
genden Satz gegeben: 

Die genaue obere Grenze für die Minima aller Klassen 
unbestimmter ternärer Formen (deren Koeffizienten jetzt 
wieder beliebig reell gedacht werden), bei denen diese 
Koeffizienten kommensurabel miteinander sind und welche 


die Determinante 1 haben, ist V: und entspricht der durch 
die Form en 
h= Volta 2a 
repräsentierten Klasse; für alle nicht mit f, äquivalenten 
Formen ist sie Ve und entspricht der durch die Form 
fi =V3 (a —ay - y’— 20°) 
repräsentierten Klasse; für alle weder mit, noch mit f, 
äquivalenten Formen ist sie y: und entspricht der durch 
die Form 37,8% | 
h=-Vil@ + y?— 32) 
repräsentierten Klasse; für alle übrigen Formen ist sie 
kleiner als ve 
Für Formen mit der Determinante D hat man f,, f, 7, mit VD 
zu multiplizieren, um das Entsprechende zu erhalten. 


Die Herleitung dieses Satzes ist in ihren wesentlichen Zügen die 
folgende. 

Für jede der bezeichneten Formen ist, da sie ganzzahligen Formen 
proportional sind, ein Minimum wirklich vorhanden, und wenn «a 
diese absolut kleinste, mittels ganzzahliger Werte der Unbestimmten 
durch die Formenklasse darstellbare Zahl ist, so gibt es Formen ın 
der betrachteten Klasse, deren erster Koeffizient gleich a ist. Es sei 


(61) f=a® +ay’+a’z? + 2byz + 2b2x + 2b’ay 
eine solche Form und 
F=-AX?!ı247? + 47 Z2 7 2BYZ 4 2 RB ZX-r ZB ze 


ihre Adjungierte. Da durch eine unimodulare Substitution 


Hr RR 
Dep, 
o, ß', y' 


1) Markoff, Math. Annalen, Bd. 56, 3. 233. 
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die Form f in eine äquivalente Form mit dem ersten Koeffizienten a 
verwandelt wird und zugleich #’ durch die Substitution 


ib 
DD 
Ö, er ß 


in deren Adjungierte, wobei die Form 4 Y?+2BYZ + 4’Z° durch 
die unimodulare Substitution (4 e Be in eine ihr äquivalente binäre 
Form übergeht, so kann man diese Substitution so wählen, daß die 
letztere Form eine Reduzierte ist. Mit anderen Worten: wir dürfen 
von vornherein die Form f in ihrer Klasse so gewählt denken, daß 
in ihrer Adjungierten der Ausdruck 4’Y?+2BYZ + A’Z? eine 
reduzierte Form ist. 
Dies vorausgeschickt, setze man f in die Gestalt 


2) rar yri) + tterhtr 
ltr rt 


Dann ergibt sich, da f eine unbestimmte Form sein soll, daß we- 
nigstens eine der Zahlen a, A” negativ sein muß, und in ähnlicher 
Weise erkennt man das gleiche für « und A. 

Wenn nun zuerst 4>( ist, so müssen also A’, A” negativ sein, und 
daher sind die Formen 


(63) a +2bxz+a'z, aa +2VUxay+ay? 
mit den Determinanten 
b’—-ad = — A, B"?—-oad = — 4” 
unbestimmte Formen, und offenbar ist «a ihr Minimum, also sind 
47 
va” y 
(63 a) 


die Minimalwerte der Formen 











a 
= 
ax: —+2b’x2 + a”z2? ax? +2b"zy+ a’ y? 
er MET > ey, Fe EN 
Sind nun diese Werte kleiner als Y1 oder einer von ihnen kleiner, 


der andere nicht größer als Y$, mithin etwa 


= 1 4 RT: 
u. Ve Aare A 
so wird, weil für die reduzierte und, da ihre Determinante 


BR —-AA=—a<O 
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ist, positive Form 


— Ay? —-2BYZ-A’Z° 
das Produkt AA’ <zais 


t, 
Rn, a 
Ba aA <y 
d.h. 


ae VE. 


3 


Entweder ist also der Pe der Formenklasse kleiner als 


/ı 2 2, A 
ve oder die Werte je nn sind =y& und dann zu- 


folge der in Kap. 4, Nr. 7 ns binäre Formen gegebenen Sätze gleich 


einem der Werte Y&, Y*, und die Formen (63) sind äquivalent mit 
einer der beiden Formen 


rs za — )=al— 2x2 — 2?) 


= V-14 (2 — 222 — 2) — ala — 282 — 2); 








daher ist die Form f einer anderen äquivalent, in welcher neben a 
jetzt auch —a ein Hauptkoeffizient ist, und man käme also aufden 
Fall hinaus, in welchem a<0 1% 

15. DIR zweiten Fall «< 0 haben wir also nur noch zu 
untersuchen. Sehen wir dabei von den Formenklassen ab, 
deren Minimum < yv: ist, so haben wir 


(64) -a>y; 

vorauszusetzen. Da jetzt BP — AA’=— a>O ist, so ist 
A4’Y?+2BYZ+A4"Z 

eine reduzierte unbestimmte Form, und wir dürfen daher (s. Kap. 3, 


Nr.3) annehmen, daß A’<0, A”>0 und von den Wurzeln der 
Form die eine positiv und größer, die andere negativ und absolut 


m . . . “ . 1 
kleiner als 1 sei; jene heiße &,, diese — 2 und 
0 


& = Kl90; I1r 92 +: +) 
No = Rl9_13 9-23 9289) 
seien die gewöhnlichen Kettenbrüche für &,, ,, endlich 
= KU Ir Ira -- ) 
= KÜI_15 ha hs: )- 
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Setzt man dann, wie in Nr. 1 des vierten Kapitels 
1 
BI Kent ME I: Hrn Ir) tl Hm) 
so findet sich 
1 _—2y— —a 
(6) R=-&+ ne, - K_,= + . 








Andererseits sind die binären Formen 
ax? +2bxz +a’2?, ax +2bay+ day, 


deren Minimalwert |«| ist, bzw. eine unbestimmte und eine bestimmte 
Form. Setzt man daher 


Be Il a 
y—4 .“ v4’ i 
so ist früheren Sätzen zufolge 


uzy#%, Sa 


und man findet 


(67) Baden I 7 Er 
Bei dieser Betrachtung Hedahkten 
A’Y’+2BYZ +42? 

eine beliebige Reduzierte ihrer Klasse mit negativem ersten Koeffizien- 
ten; sie darf also mit jeder der in Kap. 4, Nr. 1 betrachteten Formen F', 
mit ungeradem Index : identifiziert werden. Demnach bestehen neben 
den Gleichungen (67) allgemeiner diese zwei: 

Su EZ rn 

er ae 

Br = Fe OS 
worin 





Daraus folgen wegen (64) die Ungleichheiten 

(68) Kuss; ıV3 RO MN LTE EPN y3 < 4,62. 

Der ersteren zufolge zeigt die Formel (65), daß jede Zahl g,, mit 

geradem Index <2 sein muß; nach der zweiten muß jede Zahl 

93;_ı mit ungeradem Index <3 sein, denn sonst wäre nach (65) 
K,;-ı = (4 7 5) g = >, 4,62. 


16. Nun sind nach Kap. 4, Nr.7 die einzigen Werte, welche u, 
haben kann, die Werte der Zahlenreihe 


4 va vos 
? 2? 22172. 
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Also sind nur folgende Fälle denkbar: 

Entweder sind sämtliche «, gleich V*, oder unter ihnen finden 
sich Zahlen, welche <Y+ sind, und, wenn in diesem Falle sie nicht 
sämtlich ZY1 sind, wird auf ein gewisses w—Y# entweder ein 
gleiches u,,, oder ein w,,, ZY+ folgen, und im letzteren Falle 
kann man vor u, ein gleiches w,_, oder ein u,_, ZY-. denken; d.h. 
es ist für ein gewisses ö 

l. entweder w_, ZVH, ee -y; 

2. oder Wenger Yıyz Da ui <y3 

ö. oder vn 3 u=V$, 1 SiyaR 


Es läßt sich nun zunächst zeigen, daß die folgenden Fälle: 


la) w_, U u ENG y; 

2a) wis U;rı <yt 

3a) W_ı <YH, w„=YV$, a 
unzulässig sind. Es genügt, dies etwa für die zweite Annahme zu 
tun, da der Beweis für die beiden anderen völlig analog zu führen 


ist. Dieser Annahme zufolge aber hat u,,, höchstens den Wert 


49 und gehen aus der allgemeinen Formel 


3 u —n 


die Beziehungen 
> ZZ 221 
K,;_2 = By, > 1 Raira 


hervor. Mit Rücksicht auf die aus (65) ersichtlichen Beziehungen 

















1 1 
K,; 27 9; nr. ar 1 ler Er Fr 
Isi-ı gei+ıt B 
NB:-1 2i+1 
1 1 
Den a 1? Kz;r3 ey 
Gert Er One 
89; Nei+1 
finden sich aber die beiden anderen: 
RER ER a I K Beet ns+ı tl, 
2i;i—1 Ye RE RETTEN: 1 2i+2? 


I9:-1'Na-ı rl 
aus deren Verbindung mit den voraufgehenden 
= Nm 


u Al £ Hr 96 i 
Ng:i+1 > I95  S2i+2 7 JB Be 
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erschlossen wird. Nach dem für die Zahlen 9,,, 93,,, in voriger 
Nummer Bemerkten ist 
Ni <dı Sr > Ir ti>H Isrı<d; 
da somit nach der zweiten der vorigen Beziehungen 
Nairı > 221 + 5 = 2466, also 9,=2 

ist, so folgt nach der ersten derselben 

94-279; 2 und 949 —1, 
da sonst wieder nach der zweiten von ihnen 

Ng:+1 > 18:2>3 


würde; endlich muß g,,_, = 1 sein, denn sonst würde 


Nm 2+ ET DTERT <2+ _ 2,466. 





Bei diesen Werten der Zahlen g, aber ergäbe sich 


R4>(2+7) 





4 
was der ersten der Ungleichheiten (68) widerspräche. — 

Man kann aber ferner zeigen, daß auch die Annahme 
nicht zulässig ist, daß sämtliche au, <yYX sind. Denn alsdann 
wäre u, Zy:®, mithin 

Kir). 
woraus durch Vergleichung mit (65) und mit Beachtung der für die 
92: Ig;;, als nur zulässig befundenen Werte die sämtlichen g,, sich 
gleich 1, die sämtlichen 9,,,, sich gleich 3 ergäben. Somit würde 
1 
&=1 ab et 38. —35,—1=0, 
Bi 
50 

d.h. die Form 4’Y?+2BYZ + A’Z? proportional mit 

37? —-3YZ- 2°, 


und man fände aus dem Werte — a ihrer Determinante 


By sRyzı Azur V (sy: 3yZ_ Zn, 





Somit nähme die Formel (62) die Gestalt an: 


f Ir A | FR 
let art) + Va 397 -39, 
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wonach & für die Wertesysteme 


y-1, 2=0;,:y=]1, 23=-1; y-4 2-4 
bzw. die Werte 


b’\2 Bra: b’\ 2 ENT 

(e 1) a + Va (@ a „+ 14 210°? 
b’ 4b\ 2 —4 
u er 


erhielte. Demzufolge wären, da F absolut >1 sein muß, 
a 


a. 





b” b’ b” 
di re I N Rn a: 


wie immer dieganzeZahl x auch gewählt werde,absolut nicht kleiner als 


1-V-=y1 = 2,0 

Ve Ve > 010 

Andererseits könnte man ganze Zahlen X,, %,, 2, für x so wählen, daß 
jene Ausdrücke absolut kleiner als 3 ausfallen; man dürfte daher setzen: 


b” 1 
MT Eu (5 — d) 


b’ DV 1 b’ 4b” 1 
4-+--al5-9): Hilde (>—-8%)» 
wenn unter &,, &, & Einheiten, unter d,, Ö,, d, Werte zwischen O 
und 0,01 verstanden werden; aus diesen Gleichungen ginge jedoch die 

folgende hervor: 


5, —& 


In uH- = a — 58,0, + 80, + &0%, 


in welcher links eine ganze Zahl, rechts aber offenbar keine solche 
steht, welche also unmöglich ist und die gemachte Annahme als un- 
zulässig erweist. 

17. Von den denkbaren Fällen bleiben also nur noch zwei 
weiter zu untersuchen: entweder sind sämtliche u,—V*, oder 
unter ihnen kommt ein Wert u,—YV1 vor. 

Im ersten dieser Fälle bestehen die Gleichungen 


or zy K, AP R,, 
2, 21, 2 ln 


hervorgehen. Demzufolge müssen die sämtlichen Zahlen g,, einander 
gleich sein, ebenso müssen die sämtlichen Zahlen 9,,,, unter sich und 


woraus 


Nr. 17. Beweis des Markoffschen Satzes 257 


die sämtlichen Zahlen g,,;, untereinander gleich sein. Es bieten sich 
nunmehr nach Ende von Nr.15 nur zwei Möglichkeiten dar: 
entweder sind alle 9,, gleich 2 oder alle gleich 1. 

Nehmen wir zunächstan, alle g,, seien gleich 2. Dann kann 
keine der Zahlen g,, ‚, = 1 sein, da sonst 


a EN 2772 
14 3+- 





der ersten der Ungleichheiten (68) zuwider gefunden würde; auch 
können nicht alle, ebenso wie die 9,,, gleich 2 sein, weil sonst wieder 


BR, EIER: AZ ER VY2 > 2,772 
wäre; demnach muß eine der Zahlen g,,,, und somit entweder alle 


Zahlen g,,;,, oder alle Zahlen g,,,; gleich 3 sein. Diesen Umständen 
entsprechend können nur folgende Entwicklungen für &, bestehen: 


IE 5 = 82; 3, 50) 
2 = > 82; 2, 2, 3, &o) 
> & rE; K(2; d, 2, 2, 80); 


je nachdem 9,411 =9u_1 = Nirı = 2, 9u-1ı= 35 Iarı = 
4:1 = 2 ist. Bei der ersten findet sich 


3:8. 6, —-2=0, 
also&—1+Y3, ferner R,—-2Y:, mithin nach (67) 
-0- VE; 
AY?+2BYZ+A4"Z? 
wird proportional mit 


die Form 


37? —-6Y7Z- 223, 
und da ihre Determinante — a ist, 


4Y?+2BYZ+42?-VT-87°-6YZ- 22°) 
Hiermit geht die Formel (62) in die folgende über: 
f dv’ Wi, R 
(2 a ln =) + 15 (2Y° — 6y2 — 32°), 


= 
und dieser Ausdruck nimmt für die Wertesysteme 
y—h, 2-1; y=3, =]; y-]1, 2=0 


bzw. die Werte an 
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bestimmt man aber die ganzen Zahlen x,, x,, x, so, daß 


Lie 
Er e 








Die re b’ by = u De 
+, |Z1, Tele ah <u0S +4 |< 





wird, so ergibt sich für sie wenigstens einer jener drei Werte, d.i. — was 


f 1 


“* kleiner als 1, da entgegengesetztenfalls un 


nicht sein darf — : 
und dann = ganze Zahlen würden, während = sich von einer 
ganzen Zahl um eine Größe Ö unterschiede, die zwischen 4 und 
V: läge, und somit 36 eine ganze Zahl und zwischen ®/, und 
3.Y4< 2 enthalten sein würde. Durch diesen Widerspruch ist die 
Entwicklung 1. als unzulässig erwiesen, und in ganz ähnlicher Weise 
zeigt sich auch die Unzulässigkeit der Entwicklungen 2. und 3. 

Da also die Zahlen g,, nicht alle gleich 2 sein können, 
fragt es sich noch, ob sie sämtlich gleich 1 sein können. Je 
nachdem dann die Zahlen g,,,, den gleichen Wert haben wie die 
Zahlen g,,;,,3 oder nicht, gibt es wie im vorigen Falle mehrere mög- 
liche Entwicklungen für &,, die aber in ganz ähnlicher Weise wie 
dort sich sämtlich als unzulässig erweisen bis auf die eine: 


& ar 81; l, 1, 2, 50) 
welche dem Falle 9,,—= 1, 94;41 = 1, 94;,3 = 2 entspricht. Für sie wird 
55 6, —-3=0, 


also &, = - ner, ferner K,—= av und nach (67) —a= vw. 

die Form A’Y?+2BYZ + A”Z? wird proportional mit 
5Y?-6YZ-3Z° 

und, da ihre Determinante — a ist, wird 


AY?+2BYZ+4"2?=-V 7 (67°-6YZ2-329, 
also 


Fu 


“ FEN | 
(2 + ey + ze) + (34° — 6y2 — 52°). 


= 
Dieser Ausdruck nimmt für y=1, 2=0 bzw.y=(0, z=1 die Werte 
Dr 3 Bd Dan 
ERZIE Er 


an und würde, was nicht sein darf, durch passende Wahl der ganzen 
’ 1 


Zahl x absolut kleiner als 1, wenn einer der Werte . a 2 4 


von einer ganzen Zahl verschieden wäre. Setzt man dagegen, unter 
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1 " 
—+— —=n und x für 


b” 1 
m, n ganze Zahlen verstehend, Er bel ir 


z+my-+ nz,so wird 


f 1 en 
7=-l@-534- 52) +7 9° - 6ys — 58) 


= +? —ye— 20 —ıy 
-@-P+y-DP-@-)y-9)-28, 
eine Form, welche offenbar äquivalent ist mit 
+ y?— ay — 22%. 
Die Form f gehört alsdann zu der durch die Form 
(69) Vila +? = 24-20) 


repräsentierten Klasse. 
18. Noch ist endlich denkbar, daß für einen bestimmten 


Wert von: we. x 
1 | 32° 
w=y7z: aloe, 0o=- = 


werde. Dann ist die binäre Form ax? + 2b’x2 + a”’z? äquivalent 
mit der Form 


— a(2? — 212 — 2?) = — alle — 9? — 22°) 
oder auch mit der Form — a(x? — 22°), in welche sie durch eine uni- 
modulare Substitution übergeht. Demnach geht f durch dieselbe Sub- 
stitution in eine äquivalente Form von der Gestalt 

f = — ala? — 22?) + 2ßyz + 2Pay + ay? 


über, in welcher jetzt der erste Koeffizient — a statt a, also positiv 
ist. Auf diese Form nun kann man die Ergebnisse von Nr. 14 an- 
wenden: die Formen 


— ala? — 22), —a®+2ßay+ay? 
haben bzw. die Determinanten 
20, B?+au; 


da nun nn absolut’ gleich WE ist und von Formen abgesehen 
z R 


er 
wird, deren Minimalwert kleiner als 1 ist, so muß die Form 
— az? +2ß’xy + ay? entweder mit der Form 

- ala 2y—W) 
oder mit der Form 


za 2y = Yy)- oa Rai 
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also auch mit der Form 
— ala2? — 2?) 
äquivalent sein. 


Im ersten Falle kann eo in die Gestalt 
2? — ay — y? — 22? + 292 


übergeführt werden!), wobei g positiv gedacht werden kann, und — da 


die Determinante dieser Form gleich — 2 sein muß — durch die 
Beziehung 
70) a9) -1 


mit a verknüpft ist. Die Werte, in welche dieser Ausdruck über- 
geht, wenn mn z=l,y=2=—-1lbw.z=3,y=-+1l.=--—1 


setzt, nämlich LH Soraale an 


dürfen absolut nicht kleiner sein als 1; da nun wegen (70) 9<Y?2, 
also 3— 29 >— list, muß sogar 3—29>+1,d.h.9<1 sein, 
weshalb — 1 + 2g nur dann absolut >1 wird, wenn entweder g=0 
oder g=1 ist. Für letzteren Wert wird wegen (70) 
a 
und f nimmt die Gestalt an: 
V:(a! — xy — y? — 22? + 2y2) 
_ eye (y?— y22 — x) +(22 — 2)? — 2(— 2)?), 


ist also äquivalent mit der schon erhaltenen Form (69), in deren 
Klasse daher auch die Form f gehört. — Für g = 0 aber findet sich 


also f’ als die Form 
(71) V: (2 —ay— y’— 22°), 


und die Form f gehört zu der Klasse, welche durch sie repräsen- 
tiert ist. 


1) Hier scheint mir Markoffs Betrachtung nicht einwandfrei. Denn zwar 
geht — ax? + 2P’xy-- «@’y? durch eine Substitution e=x’+Ay’, y=y’ mit 
1— + in die ihr äquivalente Form — a(@?— xy— y?) und damit 

T 


7 in die angegebene Gestalt über, da aber A nicht ganz zu sein braucht, 





entsprechen sich nicht notwendig ganzzahlige Werte der früheren und der 
neuen Unbestimmten. 
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Im zweiten der eben unterschiedenen Fälle läßt sich 4 in die 


Gestalt x? — 2y? — 222 4 2gyz 

überführen ?), in welcher die positive Größe g jetzt durch die Gleichung 

(70 a) —— ad )=1 

bestimmt ist. Da nun jene Form für =y=2=l1 gleich 
—53+2g 


wird und absolut nicht kleiner sein darf als 1, so kann g, welches 
zufolge (70a) kleiner ist als 2, nicht größer sein als 1, ist aber, zu- 
folge (70a) und da — a = Vs ist, gleich oder größer als 1 und muB 
daher gleich 1 sein. Daraus geht dann —a—=Y1 und für f’ der 


Ausdruck Vila? 2-22 +2 
} y"— 22° + 242) 


- -Nlytze+W®+y—- 22-0 — 3a +2) 
hervor; dieser ist äquivalent mit der Form 
—| 1 (a? #- y’ E; 32°), 


und f gehört zu der Klasse, welche diese repräsentiert. 
Hiermit ist aber der Beweis des Satzes in Nr. 14 erbracht. 


1) Hier gilt dieselbe Bemerkung wie zuvor. 
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normale Kettenbrüche 1148. 

Kettenbruchalgorithmus I1143f.; allge- 
meiner Il 436ff.;, regelmäßiger II 
4484. 

Klassen äquivalenter Gebiete II311; 
von ternären Formen mit gemein- 
samer Determinante 143; ambige 
1112; Klassen allgemeiner Formen 
1424. 

Koeftzienten einer Form, kommen- 
surable II 16, veränderliche von Her- 
mite 1! 14; Koeffiziententripel als 
Repräsentant einer Form 115. 

Komposition der quadratischen Formen 
Il 164 ff. 

Kommutativität, deren Fehien bei der 


Multiplikation bilinearer Formen 
1283. 
Kongruenz zweier Formenklassen 


I 516ff., 530f.; von n-dimensionalen 
Parallelepipeden II 274, lineare Kon- 
gruenzen 1 351ff.; Kongruenzen von 
Stephen Smith I54fi. 

Konvergenz, unbedingte eines Algorith- 
mus 11441. 

Koordinaten, trimetrische zur geome- 
trischen Darstellung einer Form 115; 
Beziehungen zwischen trimetrischen 
und rechtwinkligen Koordinaten II20. 

Kreislinien, quadratischen Formen mit 
negativer Determinante zugeordnet 
II 151. 

Kreispolaren, siehe Formen. 

Kreisteilungsgleichung II 391. 

Kreuzungspunkte II 504. 

Kristallograpkische Anwendung der 
Theorie der ternären quadratischen 
Formen II 185ff. 


Lagrangesche Gleichung 1 14. 

Lemma von Gauß I 5öff. 

Linearformen, einem Gitterpunkte zu- 
geordnete II30, 140ff.; Minkowskis 


536 


Sätze über Linearformen II236ff.; 
weitere Sätze II 247 ff.;, Linearformen 
mit n Unbekannten I 288 ff. 


Markoffsche Zahlen II125. 

Maß einer Form II 358; einer Form 
aus n Quadratzahlen I 597; einer 
Formenklasse [134; eines Geschlechts 
15135: 

Minima-Form einer Klasse II 265. 

Minimaldarstellung (mod 2) II 332. 

Minimalformen von Scehur II 140. 

Minkowski, Definition des Ge- 
schlechts einer allgemeinen Form 
1478, 516ff.; Grundsatz für ebene 
Gitter IL 33; für Raumgitter II 197 ff.; 
in allgemeinster Fassung II 236; 
Minkowski-Ketten II 470; Satz 
über die Zerlegung rationaler Trans- 
formationen I 369f.;, Sätze über Li- 
nearformen II 236 ff. 

Modul 11 30; Beziehungen zu Punkt- 
gittern II 140 ff.; Modulus einer li- 
nearen Substitution I 14, 280. 

Multiplikation bilinearer Formen I 283; 
siehe auch Produkt. 

Multiplikationssatz der Determinanten- 
theorie I 276. 


Näherungsbrüche eines Kettenbruches 
IL 49 ff.; sukzessive Il 446; Umgebung 
eines Näherungsbruches II 62ff. 

Nebennäherungsbrüche II 52. 

Netzpunkte I 181, II 30. 

Niedrigste Formen einer Klasse I[ 278. 

Norm einer algebraischen Zahl Il 386; 
eines Ideals Il 394. 

Normalfigur für Punktgitter II 175. 

Normalteiler einer Gruppe Il 340. 

Nullformen I 11. 


Oberflächenstück eines n-dimensionalen 
Raumteils Il 227. 

Ordnung primitiver Formen IT 40ff. 

Orientierung von Parallelgittern Il 173f. 


Parallelebenen, n-dimensionale II 226. 

Parallelepiped im n-dimensionalen 
Raume II 228. 

Parallelgitter, ebenelI 32, 140 ff.; deren 
Orientierung II 173f.;, räumliche 
II 177. 

Parallelkettenbruch II 103. 

Paralleloeder II 334; primitive II 335. 

Parallelogramme, freie II 34; äußerste 
Il 34; Kette der äußersten Paral- 
lelogramme II 40. 

Parallelogrammseiten, Heben und Sen- 
ken dieser II 38. 

Pellsche Gleichung 1102f., 234ff., 
II 96£., 157£. 








Sachverzeichnis 


Periodizität von Ketten reduzierter 
Formen, siehe Ketten. 

Poincare, siehe unter Geschlecht. 

Polygonalzahlen I 155. 

Primsystem I 307. 

Primzahlsatz von Jacobi II 391. 

Produkt zweier Formen II 168; von 
Vektoren 11183; desgl. im n-dimen- 
sionalen Raume II 271. 

Punkt im »-dimensionalen Raume 
II 226. 

Punktepaar eines Strahlkörpers II 236. 

Punktgitter, ebene II 32, 140ff.; einem 
eingelagerten Gitter angepaßtes 
Punktgitter Il 143; räumliche Punkt- 
gitter Il 177; reduzierte Gestalt eines 
Punktgitters Il 144. 


Randformen I 280. 

Raum, n-dimensionaler Il 224; redu- 
zierter II 10. 

Raumgitter II 175; analytische Defini- 
tion 11 176; einem Punktgitter an- 
gepaßtes Raumgitter Il 178; n-di- 
mensionales Il 229. 

Reduktion von Formen II 1; nach Di- 
richlet Il 86; nach Gauß I44ff, 
I 85ff., 191, 255; "nach Ferne 
II 14, 26, 194, 258, 278, 350ff.; nach 
Lagrange Il 2, 55, 81, 161, 317; 
nach Minkowski II 279; nach 
Seeber II 192; nach Selling Il 80, 
316; nach Voronoi Il311; — kon- 
tinuierliche Reduktion II 27, Reduk- 
tion von Zahlensystemen I 294ff., 
307ff.; —- reduziertes Gitter II 180; 
reduzierter Raum II 10, 277; redu- 
ziertes Wertepaar II 105. 

Repräsentant einer Form II5. 

Reproduktion der quaternären quadra- 
tischen Form 8?+ f(x, x, x”) durch 
Multiplikation I 12. 

Restklassen II 332. 

Reziproke einer ternären Form I 41, 
II 365; einer allgemeinen Form 1429. 

Reziprozitätsgesetz der quadratischen 
Reste I 66; Grundlagen für Gauß’ 
zweiten Beweis I 115ff., für den Be- 
weis von Legendre I 220f. 


Seebersche Reduzierte, siehe Reduk- 
tion. 

Seitenform II 351. 

Sellingsches Formentripel 1I 80ff. 

Senken von Parallelogrammseiten II 38. 

Simultancharakter ternärer Formen 
II 68; allgemeiner Formen I 472. 

Smith, siehe Kongruenz. 

Spaltungspunkt II 503. 


Sachverzeichnis 
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Spanne eines Punktes von einem an- | Variierte einer Form II 415. 


deren II 224. 
Stamm einer Form II 413, 421. 
Strahldistanzen 1 199; einhellige II 
== 199; n-dimensionale II 225. 
Strahlkörper II 235.’ 
Stufen des Raumes II 234. 
Subdeterminante I 305. :: 
Substitutionen, automorphe II 96, siehe 
auch Cayley; lineare I 14; deren 
Umkehrung 116; reduzierte I 164; 
transponierte I 16. 
Superdeterminante I 305. 
Supplementcharakter I 456 ff. 


Teiler, quadratischer der Determinante 
einer Form 1 40f.; reziproker 1145; 
Teiler einer Gruppe II 340; eines 
Moduls II30; trinärerTeiler der Form 
ti? + Du? 1143. 

Trägheitsgesetz der quadratischen For- 
men I 417ff. 

Trägheitsindex I 421. 

Transformationen einer Form in sich 
selbst I 18fr., 89ff.; deren Anzahl 
t(f) 1336; — singuläre 1 100; Ver- 
tauschbarkeit zweier Transformatio- 
nen 1103ff.; Hermites Sätze dar- 
über 1108; Zusammensetzung von 
Transformationen 1 35. 

Transformationsrelationen I 392. 

Transformationszahlen I 175. 

Trigonalzahlen I 149, 155. 

Trimetrische Koordinaten, siehe Koordi- 
naten. 


Umrißpolygon II 51. 
Unterdeterminante, reguläre I 312. 





Vertauschbarkeit zweier Systeme a, b 
I 284 ff. 

Volumen eines n-dimensionalen Raum- 
teils II 227. 

Voronois Paralleloeder, siehe Paral- 
leloeder. 

Vorperiode eines periodischen Algorith- 
mus Il 450. 


Wände eines Gebietes II 249, einfache 
und mehrfache II 302. 

Weierstraß, Satz über Scharen bi- 
linearer Formen I 378. 

Winkel, hyperbolischer II 161. 

Würfel, n-dimensionaler II 226. 

Wurzeln einer Form Il 3; gleichzeitige 
Rationalität der Wurzeln II 8ff. 


Zahlengeometrisches Abbild einer qua- 
dratischen Form mit n Unbestimm- 
ten II 273. 

Zahlenkörper, quadratischer II 156; 
konjugierte Zahlenkörper II 384; 

Galoisscher Körper II 401. 

Zahlenmodul, siehe Modul. 

Zahlensysteme, ähnliche I 385; anti- 
symmetrische 1399; komplementäre 
I 331; rechteckige I 289. 

Zerlegbarkeit der quadratischen For- 
men II 379. 

Zusammensetzung bilinearer Formen 
I 282; binärer quadratischer Formen 
I ı111ff.,;, zweier Gitter Il 165; zweier 
Transformationen 135; rechteckiger 
Zahlensysteme mit quadratischen 
I 290£. 
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Die angegebenen Grundpreise sind mit d. Schlüsselzahl d. Börsenvereins zu vervielfältigen. 





Werke zur Zahlentheorie 
Von dem vorliegenden Werke sind früher folgende Teile erschienen: 


Zahlentheorie. Von weil. Prof.Dr. #. Bachmann in Weimar. Versuch einer 
Gesamtdarstellung dieser Wissenschaft in ihren Hauptteilen. 
I. Teil: Die Elemente der Zahlentheorie. [XII u. 264 S.] gr. 8. Neudruck 
1910. Geh. M. 4.30, geb. M. 5.80. II. Teil: Die analytische Zahlentheorie. 
[XVI u. 494 S.] gr. 8. Neudruck 1921. Geh. M. 9.30, geb. M. 10.80. III. Teil: 
Die Lehre von der Kreisteilung und ihre Beziehungen zur Zahlentheorie. 
2., unv. Aufl. [XII u. 299 S$.] gr. 8. 1921. Geh. M. 4.50, geb. M. 6.—. IV.Teil: 
Die Arithmetik der quadrat. Formen. 1.Abt. [XVIu.663 S.] gr.8. 1898. Geh. 
M. 12.50, geb. M. 14.40. V. Teil: Allgemeine Arithmetik der Zahlenkörper. 
[XXI u. 5485.) gr.8. 1905. Geh. M. 11.50, geb. M. 13.50. 

Das Werk ist bestimmt, in Einzeldarstellungen Bilder der einzelnen Hauptgebiete der 
Zahlentheorie zu entwerfen, — sie in ihrem wesentlichen Inhalte und ihren charakteristischen 
Zügen zu zeichnen und so von den hauptsächlichsten Forschungen, durch welche sie gewonnen 


worden sind, Kenntnis zu geben —, um in ihrer Gesamtheit eine umfassende Darstellung des 
heutigen Standes dieser Wissenschaft zu liefern. 


Niedere Zahlentheorie. Von weil. Prof. Dr. ?. Bachmann in Weimar. 
(TmLıo, ı u. 2.) 1.Teil. [X u. 402 S.] gr.8. 1902. Geh. M. 5.90, geb. M. 7.70. 
II. Teil. [X u. 480 S.] gr. 8. 1910. Geh. M. 7.30, geb. M. 9.10 


„Als besonders lobenswert fällt die klare und scharfe, durchaus mustergültige Darstellung 
auf. Die eigenartige Behandlung der Probleme wie die strenge Systematik lassen das Werk 
allezeit interessant und meisterhaft erscheinen. Der erste Teil behandelt die Theorie der 
multiplikativen Zusammensetzung der ganzen Zahlen, der zweite ist der sogenannten additiven 
Zahlentheorie gewidmet.“ (Allgemeines Literaturblatt.) 


Vorlesungen über Zahlen- und Funktionenlehre. Von Geh. Hofrat 
Dr. A. Pringsheim, Prof. a. d. Univ. München. 2 Bde. I. Bd. I. Abt. Reelle Zahlen 
und Zahlenfolgen. 2. Aufl. [XII u. 292 S.] gr. 8. 1923. Geh. M. 6.—, geb. M.6.90. 
II. Abt. Unendliche Reihen m. reellen Gliedern. [VIIIu.514S.] gr. 8. (TmL 40, 1.) 
1916. Geh.M. 4.60, geb.M. 5.30. IH. Abteilung. Komplexe Zahlen, Reihen 
mit komplexen Gliedern, unendliche Produkte und Kettenbrüche. [IX u. 
461 S.]| gr 8. 1921. Geh. M. 8.90, geb. M, 10.30 

Diophantische Approximationen. EineEinführung in dieZahlentheorie. 
Von Dr. 7. Minkowski, weil.Prof.a.d. Univ. Göttingen. Mit 82 Textfig. [VIII u. 
236 S.] gr. 8. 1907. Geb. M. 3.90 

Geometrie der Zahlen.Von Dr.4.Minkowski, weil.Prof.a.d.Univ.Göttingen. 
[VIIIlu.256S.] gr.8. ıgıo. Geh. M. 4.50 

Einführung in die elementare und analytische Theorie der al. 
gebraischen Zahlen und der Ideale. Von Dr. E. Landau, Prof. a. d. 
Universität Göttingen. Mit 14 Textfig. [VIIu.143S.] gr.8. 1918. Geh.M. 2.40 
Vorlesungen über die singulären Moduln und die komplexe Multi- 
plikation der elliptischen Funktionen. Von Dr. R. Fueter, Prof. an der 
Universität Zürich. [In Vorb. 1923.] 

Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. Von Dr. 
R. Fricke, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braunschweig. I. Teil: Die 
funktionentheoretischen u. analyt. Grundlagen. Mit 83 Textfig. [X u. 500 S.] 
gr. 8. 1916. Geh. M. 6.50, geb. M. 8.—. II. Teil: Die algebraischen Aus- 
führungen. Mit 40 Textfig. [VII u. 546 S.] gr. 8. 1922. M.7.10, geb. M. 8.60 
Zahlenrechnen. Von Dr. Z. von Schrutka Edler von Rechtenstamm, 
Prof. a.d.dtsch.Univ. Brünn. [X u. 1468.] 8. 1923. (SMPhL Bd.2o.) Kart.M. 3.60 
Der Begriff der Zahl in seiner logischen und histor. Entwicklung. 


Von Prof. Dr. 7. Wieleitner, Oberstudienrat am Realgymnasium in Augsburg. 
2.Aufl. Mit ı0 Fig. [IV u.59 S.] 8. ı918. (MPhB 2.) Steif geh. M. —.70 


Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin 





Anfragen ist Rückporto beizufügen 
Bachmann, Zahlentheorie IV 2 
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Grundlegende mathematische Werke 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Auf Grund einer Be- 
willigung aus dem Norwegischen Forschungsfonds von 1919 mit Uhnter- 
stützung der Videnskapsselskap zu Kristiania und der Akademie der Wissen- 
schaften zu Leipzig herausgegeben von dem Norwegischen Mathematischen 
Verein durch Dr. /r. Engel, Prof. an der Universität Gießen und Dr. 
P. Heegaard, Prof. an der Univ. Christiania. III. Band: Abhandlungen zur 
Theorie der Differentialgleichungen. Erste Abteilung. Hrsg. von Ar. Engel. 
[XIV u. 789 S.] gr.8. 1922. Kart.M.5.—. Unt.d. Presse: V. Band: Transfor- 
mationsgruppen. Hrsg. von #7. Engel. In Vorbereitung: Bd.I/II: Geo- 
metrie. Bd. IV: Differentialgleichung. Bd. VI: Transformations- 
gruppen Il. Bd. VII: Nachlaß. 


Encyklopädie der mathemat. Wissenschaften. — Neue Hefte: 
II. Bd. 3. Teil. Heft 6: Neuere Untersuchungen über Differenzengleichungen. 
Von N. E. Nörlund. Die neuere Entwicklung der analytischen Zahlen- 
theorie. Von 7. B. Bohr und H. Cramer. M. 3.80. III. Bd. 2. Teil. Heft 8. 
Algebraische Liniengeometrie. Von Ä. Zindler. M. 5.—. II. Band. 3. Teil. 
Heft 6: Neuere Arbeiten der algebraischen Invariantentheorie. Differential- 
invarianten, Von R. Weitzenböck. M. 1.20. V.Bd. 3. Teil: Atomtheorie des 
festen Zustandes (Dynamik der Kristallgitter.) Von M. Born. [Erscheint 
Herbst 1923.] VI. Bd. 2. Teil. A. Heft 8: Kometen. Von S. Oppenheim. 
Beziehungen zwischen Kometen und Sternschnuppen. Von C. Hofmeister. 
Spezielle Störungen der Kometen und Planeten, numerische Behandlung 
besonderer Fälle des Dreikörperproblems. Mehrfache Fixsternsysteme. Von 
A. Samter. Rotation der Himmelskörper, Präzession und Nutation der 
starren Erde. Von J. Bauschinger. Die Rotation des Mondes. Von #. Hayn. 
[Erscheint Herbst 1923.] IV. Bd. 2. Teil. B. Heft ı: Die Theorie der Gleich- 
gewichtsfiguren der Himmelskörper. Von S. Ofpenheim. Kritik des New- 
tonschen Gravitationsgesetzes. Von S. Oßdpenheim. Nebst einem Beitrag: 
Gravitation und Relativitätstheorie. Von Z. ÄKoftler. M. 4.40 


Die Beziehungen der Mathematik zur Kultur der Gegenwart. 
Von Geh. Rat Dr., Dr.-Ing. h. c. A. Voss, Prof. an d. Univ. München. In einem 
Bande mitDieVerbreitungmathem.Wissens u.mathem.Auffassung. 


Von Dr. 7. E. Timerding, Prof. an der Techn. Hochschule Braunschweig. 
[VIu. 161 S.] Lex.-8. 1914. (KdGIII, 1,A.) Geh. M. 2.60 


Über die mathematische Erkenntnis. Von Geh.Rat Dr., Dr.-Ing.h.c. 4. 
Voss, Prof. an der Universität München. [VI u. 148 S.] Lex.-8. 1914. (KdG 
II, 1, E.)'-Geh.iM. 2.40 


Über das Wesen der Mathematik. Von Geh.RatDr., Dr.-Ing.h.c. A.Voss, 
Prof.a.d. Univ. München. 3., verb. Aufl. [VIu.123S.]gr.8. 1922. Steifgeh.M. 2.— 


Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. Von Geh. Hofr.Dr. 
M.Cantor, weil. Prof. an d. Univ. Heidelberg. In 4 Bänden. gr.8. I. Band: 
Von den ältesten Zeiten bis zum Jahre 1200 n. Chr. 4. Aufl. Mit 114 Fig. 
u. I lithogr. Tafel. [VI u. 941S.] 1922. Geh. M. 13.80, geb. M. 15.80. II. Band: 
Vom Jahre 1200 bis zum Jahre 1668. 2. Aufl. In 2 Abteilungen. Mit 190 Fig. 
[XII u. 943 S.] 1913. Geh. M. 13.50, geb. M. 15.80. III. Band: Vom Jahre 1668 
bis zum Jahre 1758. 2. Aufl. In 3 Abteilungen. Mit 146 Fig. [X u.923S.] 1901. 
Geh. M. 13.50, geb.M. 15.80. IV. Band: Vom Jahre 1759 bis zum Jahre 1799. 
Unter Mitarbeit von V. Bobynin, A.v. Braunmühl, F. Cajori, S. Günther, 
V. Kommerell, G. Loria, E. Netto, G.Vivanti, C. R. Wallner, herausgegeben 
von M. Cantor. [Nachdruck in Vorb. 1923.] 


Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin 
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Grundlegende mathematische Werke und Neuerscheinungen 


Über den Bildungswert der Mathematik. Ein Beitrag zur philo- 
sophischen Pädagogik. Von Dr. W. Zirkemeier, Berlin. [VI u. ıgı S.] 8. 
1923. Geh. M. 4.50, geb. M. 5.— 

Die in unseren Tagen wieder lebhaft gewordene Frage nach dem Bildungswert der 
Mathematik wird in diesem Werk in umfassender und tiefgründiger Weise untersucht. Nach 
Klärung der Begriffe: Bildung, Bildungswert und Bildsamkeit einerseits und des Wesens 
der Mathematik andererseits wird dargetan, worin der Wert der Mathematik für die Schulung 
des Geistes liegt und in welcher Form die ihr eigenen Bildungswerte entfaltet werden können. 
Werte, die der Mathematik mit ästhetischen und technisch-ökonomischen Fächern gemeinsam 
sind, werden beleuchtet und die Bedeutung der Mathematik für die allgemeine und berufliche 
Bildung aufgezeigt. 


Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. /. Bieberbach, Prof. an der 
Univ. Berlin. Bd. I: Elemente der Funktionentheorie. Mit 80 Fig. im Text. 
[VIu. 3148.) gr. 8. 1921. Geh. M. 4.—, geb. M, 5.—. Bd. Il. [In Vorb. 23.] 

Das Werk eibe eine für die Hand der Studierenden bestimmte Darstellung der modernen 
Funktionentheorie komplexer Variablen. Der erste Band behandelt unter Verschmelzung 
Riemannschen und Weierstraßischen Geistes die Elemente der allgemeinen und der speziellen 
Funktionentheorie, der zweite wird die Auswirkung der Methoden in den modernen funk- 
tionentheoretischen Arbeitsgebieten zum Gegenstand haben. 


Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. W. F. Osgood, Prof. an der 
Harvard-Univ. Cambridge, Mass. I. Bd. 2. Aufl. Mit 158 Fig. [XII u. 766 S.] 
gr. 8. 1912. Geh. M. 10.50, geb. M. 12.20. Il. Bd. [ı. Teil u. d. Pr. 1923.] 


„»...An der Hand der Osgoodschen Darstellung wird man verhältnismäßig leicht in dies 
Gebiet eindringen.“ (Deutsche Literaturzeitung,) 


Die philosoph. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Von Prof. Dr. EZ. Czuber, Prof. an der Techn. Hochschule Wien. (Wiss. u. 
Hyp. Bd.24.) [VII u. 343S.] 8. 1923. Geh. M. 10.—, geb. M. 10.60 


DiesesneueWerk des durch seineArbeiten aufdem einschlägigen Gebiete bekanntenVerfassers 
ist aus der Erwägung hervorgegangen, daß die Behandlung der Wahrscheinlichkeitslehre die 
philosophische Forschung bisher nicht gebührend in Rechnung gezogen hat. Sie will aus den 
philosophischen Schriften über Wahrscheinlichkeit das gewinnen, was für die mathematische 
Behandlung des Gegenstandes wertvoll ist, dabei auch zu den von philosophiscker Seite ver- 
tretenen Auffassungen Stellung nehmen, um so zu zeigen, wie beide Richtungen befruchtend 
aufeinander wirken können. 


Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der Theorie 
der Beobachtungsfehler. Von Dr. 7. M. Urban, Brünn. Mit 6 Textfiguren. 
[VI u. 290 S.] gr. 8. 1923. Geh. M. 3.60, geb. M. 4.30 

Der Verfasser gewinnt durch rein logische Schlüsse aus den Begriffen der Mengenlehre ein 
geschlossenes System der Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Methode der kleinsten 
Quadrate leitet er im Zusammenhang mit dem Bernoullischen Satze ab, faßt sie aber nicht genau 
identisch mit der Theorie der Beobachtungsfehler auf, wie das auf Grund der historischen 
Entwicklung zumeist angenommen wird. Das Werk wird für die verschiedensten Wissensgebiete, 
in denen die Wahrscheinlichkeitsrechnung Anwendung findet, von besonderem Interesse sein, 


Mathematische Bevölkerungstheorie. Von Hofrat Dr. £. Czuber, Prof. 
an der Techn. Hochschule Wien. Mit 71 Fig. im Text. [XVI u. 357 S.] 
gr.8. 1923. Geh. M. 16.60, geb. M. 18.30 


Das Buch kann als eine Theorie des Bevölkerungswechsels, angewendet auf ein einheit- 
liches statistisches Material, bezeichnet werden. Dieses wird im wesentlichen aus einer in 
den australischen Staaten nach einem einheitlichen Plane durchgeführten Volkszählung ge- 
wonnen. Die mathematische Darlegung erstreckt sich auf die Methoden und die Interpretation 
der Resultate, neben ihr tritt die sachliche nicht zurück und es wird die Aufmerksamkeit auf 
Fragen gelenkt, die für die Zukunft des Menschengeschlechts von großer Bedeutung sind, 


Vorlesungen über algebraische Geometrie. Geometrie auf einer 


Kurve. Riemannsche Flächen. Abelsche Integrale. Von Dr. Zr. Severi, Prof. an 
der Univ. Padua. Berecht. dtsche. Übersetzung v. Dr. E. Löffler, Oberreg.-Rat 
im württ. Kultusminist., Stuttg. [XVIu.408S.] gr.8. 1921. M.6.—, geb.M.7.50 


Die in möglichst Ss cher Darstellung wiedergegebenen Vorlesungen behandeln die 
„Geometrie auf einer algebraischen Kurve“ nach zwei sich ergänzenden Gesichtspunkten: 
einmal nach der von Brill und Noelter begründeten algebraisch - geometrischen Methode 
und dann von dem durch Abel und Riemann begründeten transzendenten Standpunkt aus. 
Dadurch werden sehr wertvolle Vergleiche und Vereinfachungen erzielt. 
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Die angegebenen Grundpreise sind mitder Schlüsselzahl des Börsenvereins zu vervielfältigen. 


Mathematische und physikalische Neuerscheinungen 


Lehrbuch der analytischen Geometrie. Von Dr. Z. ZZefter, Prof.a.d. 
Univ. Freiburg 1. B., und Dr. C. ÄXoehler, Prof. a. d. Univ. Heidelberg. I. Bd. 
Geometrie in den Grundgebilden erster Stufe und in der Ebene. Mit 136 Fig. 
[XVI u. 526 S.] gr. 8. 1905. Geb. M. 13.60. II. Bd. Geometrie im Bündel 
und im Raum. Von Z. Hefter. Mit 101 Fig. ı.T. [XII u. 423 S.] gr. 8. 
1923. Geh. M. 9.50, geb. M. ı1.— 

„Das Charakteristische an diesem Buche ist die frühzeitige Einführung des Begriffs der 


Transformationsgruppen und eine Abweichung von der üblichen Reihenfolge insofern, als zuerst 
die projektive Gruppe, dann erst ihre Untergruppen behandelt werden.“ (Math.-naturw. Bl). 


Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes. Unter Mit- 
wirkung von Prof. Dr. A.v. Brill. Neu hrsg. von Dr. X. Kommerell, Prof. 
an derTechn. Hochschule zu Stuttgart. I. Bd.: 1. Lieferung. Die Elemente und 
die Theorie der Flächen zweiter Ordnung. 5. Aufl. Mit 48 Fig. [X u. 366 S.] 
gr. 8. 1922. Geh. M. 6.60. 2. Lieferung: Die Elemente und die Theorie der 
Flächen zweiter Ordnung. 5. Aufl. Mit 23 Fig. [IV u. 246 S.] gr. 8. 1923. Geh. 
M. 4.30. Lieferung ı u. 2 zus. geb. M. 12.70. II. Bd.: Analytische Geometrie 
d. Kurv. i. Raume d. Strahlensysteme u. d. algebr. Flächen 4. Aufl. [U.d. Pr. 23.] 


Das Relativitätsprinzip. Von Prof. Dr. 7. A. Lorentz, Kurator d. phys. 
Laborat. in Haarlem, Dr. A. Einstein, Prof. a. d. Univ. Berlin u. Dr. Z. 
Minkowski, weil. Prof. a. d. Univ. Göttingen. Eine Sammlung v. Abhandl. 
mit einem Beitrag von Dr. 7. Weyl, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Zürich, u. 
Anmerk. v. Geh. Hofrat Dr. A. Sommerfeld, Prof. a.d. Univ. München. Vorwort 
v.Dr. O. Blumenthal, Prof. a.d. Techn. Hochsch. Aachen. 4., verb. Aufl, 1922. 
[TV u.1598.] gr.8. (Fortschr.der math. Wissensch., H.2.) M. 1.80, geb.M. 2.70 


Relativitätstheorie. Von Dr. W. Pauli jun. am phys. Institut Göttingen. 
Sonderabdruck aus der Enzyklopädie der Math. Wissenschaften. Mit einem 
Vorwort von Geh. Hofrat Dr. A. Sommerfeld, Prof. a. d. Univ. München. [IV 
u. 236 S.] gr. 8. 1921. Geh. M. 2.60, geb. M. 3.80 


Relativitätstheorie und Erkenntnislehre. Von Dr. /. Winterniits, 
Prof. an der deutschen Universität Prag. Mit 6 Fig. [VIII u. 230 S.] 8. 1923. 
(WuH Bd. 23.) Geh. M. 3.50, geb. M. 4.60 

Der erste Versuch, den ganzen mit der Relativitätstheorie zusammenhängenden philo- 
sophischen Prohlemkreis systematisch darzustellen. Das Buch setzt weder auf dem Gebiet 
der Physik, noch auf dem der Philosophie besondere Fachkenntnisse voraus. Es erscheint 
deshalb besonders geeignet, das Verständnis für die allgemein weltanschauliche Bedeutung 
der Relativitätstheorie zu verbreiten und zu vertiefen. 


Atomtheorie des festen Zustandes. (Dynamik der Kristallgitter.) Von 
Dr. M. Born Prof. an der Univ. Göttingen. (Fortschr. d. math. Wissensch. 
Bd. 4.) 2. Aufl. Mit 13 Fig. i. Text u. ı Tafel. [VI, 527—789 S.] gr.8. 1923. 
Geh. M. 3.70, geb. M. 4.30 

Die Neuauflage ist eine Sonderausgabe des Beitrages, den der Verfasser für die Encyklo- 
pädie der mathematischen Wissenschaften geschrieben hat. Durch die Knappheit der Dar- 
stellung wird eine Vollständigkeit in der Behandlung aller wichtigen Eigenschaften der 
Kristalle vom Standpunkte der Gittertheorie und in den Literaturangaben geboten. Gegenüber 


der vorigen bringt die vorliegende Auflage vieles Neue. Die Brauchbarkeit der entwickelten 
Methoden wird durch die Anwendungen auf chemische und physikalische Vorgänge bewiesen, 


Bewegungen und Umlegungen der Ebene bei projektiver Maß- 
bestimmung. Untersuchungen zur nichteuklidischen Geometrie. Von 
Dr. F. Kölmel, Prof. a. staatl. Gymnasium in Baden-Baden. Mit 5 Fig. 
PYII 0.9948. 48!)1000.4 Geh: Mi 1.25 | 

Ionen und Elektronen. Von Dr. 7. Greinacher, Prof. a. d. Uliversität 


Zürich. (Abhandlungen und Vorträge a. d. Gebiete d. Mathematik, Natur- 
wissenschaft und Technik Heft 9.) [U.d. Pr. 1923.] 
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